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FDM2 INFO, printemps 2022
Fiche TD n°8,

Développements limités et formules de Taylor

: Fait pendant I'ES

Exercice : Fait pendant le TD
Exercice : A faire & la maison.
Exercice® : Pour ceux qui sont intéressés, mais pas nécessaires pour la réussite dans cet UE.

La régle de I’Hopital

Exercice 1. En utilisant la régle de 'Hépital, trouver les limites suivantes :
—qi 1 T _

|t Sz sinl@) 2. lim (22 —1)71. 3 fim !
=0 2+ sin(2x) z—1 z—0 2z

Exercice 2. En utilisant la régle de I’'Hopital, trouver les limites suivantes :

1L lim  (1+ 1) 2. lim In(1 + ) - In1 — :v) 3. lim cos(2mx)

T—>+00 70 er — 1 x—0

1
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Fonctions équivalentes, négligeables ou dominées

Exercice 3. Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse. Justifier.

1. 224+ 2~ 2. 5. 2° + 22+ = o(2?).
z—0 z—0

2 ~ 5 2 _
2. x —&—xz_wrxoo. 6. 2+ 2x +x—(;(_x>3. 0. 22— O ()
3. 2= O(CC). 7 et = 0(1n(|1:])). ' z—0 '

) rz—1 230
4. z% = o(x). 8. 2x+1= 0O (x).

z—0 T—400

Exercice 4. Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse. Justifier.

1. sin(x) = o(x). 3. 223 + V2t + 22 = o(x).

z—0 z—0
2. sin(z) = o(z) . 4. In(|z]) = O(ﬁ)'
T—+00 20

Exercice 5. Donner un équivalent simple des fonctions suivantes :
1. 2% 4522 — 62 en 0 et en +oo. 3. x4+ sin(x) en 0 et +o0.
2. 2"+ /T +In(x)? +e?* +42° — 2° + 5Tl en +00. 4. T+ 1In(z) en 0 et +oo.

Exercice 6. Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse. Justifier.

1. eZ NO 1. 4. 62—136:0 Z.
T—

2. ¢* ~ 1+ 2z, 5. ¢ ~ 1+u.
z—0 z—0

3. 62—150:00. 6. ea:2_1 ~ .

Les développements limités (surtout en 0)

On rappelle la formule de Taylor-Young. Soit f : I — R une fonction de classe C” sur l'intervalle



ouvert [ et soit a € I. Alors pour tout x € I, on a

" fR) (a)(x — a)*
fy =3 T o0 ay,
k=0

Exercice 7. Donner par un calcul direct le développement limité en 0 a I’ordre 2 pour les fonctions
suivantes :

1. 3+In(1 + 2z + 2?). 2. exp (cos(x)). 3. 1+ tan(z).

8. Donner par un calcul direct puis en utilisant le formulaire un développement limité

en 0 a 'ordre 3 pour les fonctions suivantes :

1. In(3 cos(z)). 2. /1 + exp(2x).

Exercice 9. En utilisant le formulaire, donner le développement limité en 0 a I'ordre 2 pour les
fonctions suivantes :

1. 2+ 2). g 1
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3. V2+x.

Exercice 10. En utilisant le formulaire, donner le développement limité en 0 & 'ordre 2 pour les
fonctions suivantes :

1. In(3 — x). 2. !

3+

3. V4 + x.

Exercice 11. En utilisant le formulaire, donner le développement limité en 0 & 'ordre 4 pour les
fonctions suivantes :

L. In(1+ @) sin(). 2. In(1 + sin(z)). sin(z)

"1+ In(l+a2)

Exercice 12. En utilisant le formulaire, donner le développement limité a 1’ordre 4 pour les fonc-
tions suivantes :

1. In(1 + x) cos(x). 2. In(1 + cos(x)). cos(x)

14+ In(l+2)

Exercice 13. En utilisant le formulaire, donner le développement limité en 0 & 'ordre 3 pour les
fonctions suivantes :

3 sin(z) — x
1. (1—2x)3. T 23
1
2. (1+a)z. y, n+z)
e sin(x)

Exercice 14. En utilisant le formulaire, donner le développement limité en 0 & 'ordre 3 pour les
fonctions suivantes :

In(l1+2z)—=
1 (1-2)% o
1
2. (1+a%)7. y d+a)
e” cos(x)

Exercice 15. Si elles existent, calculer les limites suivantes en utilisant un développement limité :



6z — sin(z) e — cos(z)

1. 1i —-— i
a0 22+ sin(2x) 5 ilg% z?
s _q . _ .
o lm ¢ . 4 lim sin(z) — In(1 +sm(az)).
z—0 2x z—0 x2

Exercice 16. Si elles existent, calculer les limites suivantes en utilisant un développement limité :
e’ —cos(x) —x 1 x sin(z) )

1. 1i . 2. li i —
250 In(1 + sin(z)) — x 250 sin(x)* (sin 1+ :c> 1 + sin(z)

Exercice 17. 1. Donner le développement limité & 'ordre 3 de 2% In(x) au voisinage de z = 1.

T
2. Donner le développement limité a 'ordre 3 de sin(z) au voisinage de z = 1

Exercice 18. 1. Donner le développement limité a 'ordre 3 de eV® au voisinage de z = 1.

2. Donner le développement limité a l'ordre 4 de cos(z) au voisinage de x = %

Exercice 19. Considérer la fonction f : [1, +00[— R,z — e!/?y/22 — 1.

1. Montrer qu’au voisinage de +oco, on a :

f 11 1
f)=1+$—3s+0< )

2. En déduire que la droite y = 4 1 est asymptote au graphe de f au voisinage de +o0.

Exercice 20. Considérer la fonction f: R — Ry, z— 1+ x + 22.

1. Montrer qu’au voisinage de +o0, on a :

f(z) 1 3 1

N1 7 =

. + +82+( ).
r—>+00

1
2. En déduire que la droite y = = + 3 est asymptote au graphe de f au voisinage de +oc.

Quelques applications de la formule de Taylor-Lagrange

On rappelle la formule de Taylor-Lagrange. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™ telle que
f+1) existe sur Ja, b. Alors il existe ¢ €]a, b] tel que :

f® b —a)*  (b—a)"T ()
Z L P TR

21. On considére f : [0,4o00[— R,z — In(1 + z).

1. Soit n € N*, pour tout z €]0, +o0], écrire la formule de Taylor-Lagrange pour f a lordre n
entre 0 et x.

—1)F1(k —1)!
Indication : Montrer, que pour tout k& € N* et pour tout z €]0, +o00], f) (x) = ( 21 +( " ) )
T
2. Montrer que, pour tout > 0, on a :
2 2 3
T T T
— — < In(1 <xr——+—.
z- n(l+z) <z 5 t3



3. En déduire une valeur approchée de In(1,003) a 10~8 prés.

4. En utilisant la question 2, montrer que pour tout z > 0, lim, o0 (1 4+ )" = exp(z).

Exercice 22. 1. Soit n € N*, écrire la formule de Taylor-Lagrange pour exp a 'ordre n entre 0
et 1.
2. En déduire que pour n > 2 :
n n
1 1 1
H <e< H + E
k=0 k=0

3. Montrer que e est irrationnel.

Indication : Supposer par I’absurde que e = b pour p € N et ¢ € N* et appliquer la question
q

1) pour un entier n bien choisi.

Exercice 23. 1. Soit n € N*, écrire la formule de Taylor-Lagrange pour cos & 'ordre n entre 0
et x.

2. En déduire une valeur approchée de cos(z5) & 107° prés.

Exercice 24. 1. Soit n € N*, écrire la formule de Taylor-Lagrange pour sin a l'ordre n entre 0
et x.
2. En déduire une valeur approchée de sin(g5) a 107° prés.

Exercice* 25. Soit f : [0,1] — R de classe C? telle que f(0) = f/(0) = f/(1) = 0 et f(1) = 1.
Montrer que f” n’est pas majorée par 4.

Exercice* 26. (Inégalité de Komolgorov) Soit f : R — R une fonction de classe C2. On suppose
que f et f” sont bornées sur R et on note My = sup,cg | f(z)| et My = sup g |f”(x)].

1. Montrer que pour tout x € R et tout A > 0, on a

2 h
! < =My + =M.
|f(z)] < h 0+ 5 M1
2. En déduire que f’ est bornée sur R et que

sup | f'(z)] < 2MoM;.
zeR



Formulaire de développement limités

Les développements limités ci-dessous sont valables quand x tend vers 0 et uniquement dans ce cas.

x2 xM n K
x X x- ny _ x* N
e X:01+x+ 3 +...+n! +o(x )HOI; !+0(X )
XZ XZn n XZk
chx X 1+ 7t (2n)! +o (x*") o Z 2K] +0(x*™) (et méme o (x*™') et méme O (x*™*2))
k=0
x3 x2n+1 .
shxX: X et EES +o(x )
T 2k
o Z KT +0(x*™"") (et méme o (x*™2) et méme O (x*™3))
U So :
2 2n
— — X_ _1\n X 2n
cosx = 1= et (CDM gy +o (1)
n X2k
X0 > (=D (2K)! +0(x*™) (et méme o (x*™') et méme O (x*™*2))
k=0 :
3 2n+1
i = —X— — “Xi 2n+1
sinx = x 6+...+( 1) (2n+1)!+o(x )
n y X2k+1 5 . s . ,
x50 Z(_U S +o0 (x*™"") (et méme o (x*™**) et méme O (x°™*7))
k=0 :
—1 —1N(la—n+1
(1T+x)* = T+ax+ af . )2y ala—1) Tgfl n+ )x“—s—o(x“) (a réel donnd)
X

= Z (E)xk + 0 (x™) et en particulier (14 x)¢ = 1+ ax +o(x) et donc V1 +x = 1+ %x +o(x)
x—

_XXi()]+x+x2+...+x“+o(x“)Xiol;)xkv%(xn)
1 2 n,n n - k,k n
]+Xxi01—x+x+ +(—=1)™x +O(X)xi()l;)( D 4o (x™)
x2 X ;
(1 +%) = %=+t nT +°(Xn)xio;( kT - o (™)
x? " = X];
Il —x) = —x—=5 +.-—+ox") = =) —+o(x")
3 x2n+1 !
Arctanx X 3 + .+ (—1)nm +o (inﬂ)

o »2kA+1
= Z(—])k +0(x*™"") (et méme o (x*™2) et méme O (x*™3))
x—0 — 2k + 1

Les développements en 0 de Arcsin et de tan et th ne font pas partie du cours mais constituent une activité classique en
classe préparatoire.



Formulaire d’équivalents usuels

e*—1 ~ x
x—0

sin(x) ~ sh(x) ~ tan(x) ~ th(x) ~ arcsin(x) ~ arctan(x) ~ x
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0 x—0
X2 . ] X2
11— X) ~ —= x)—1 ~ —
COS( ) x—0 2’ ¢ ( ) x—0 2

1 x—0
1~ x,VTax—1 ~ X
1T—x x—0 x—0 2
AR I I
ch(x) ~ sh - £
X—+00 X—+00 2

Les théorémes de croissances comparées

Va>1,VaeR, x*¥ = of(a¥)
X—+0o0
Vg>1,Vae R,n* = o(q")

n—-+oo

Va €]0,1[, Va e R, a* = o(x%)

X—-+00

Vq €]0,1[, Va € R, q™ = o(n%)
n—-+oo
Va>1,VaeR, a* = of|x|%)

Va>1, Vx>0, Vg eR, logP(x) = o(x%)

xX—+00

Va>1,Va >0, logg(x) = o0 (L‘x) (ou encore x“logg(x) - 0)

x—»O,_x>0 X x—0, x>0

Quand n tend vers +o0,

I<In(ln(n)) < lnn) < < /m<n<nhn) <ny/n<n? < (1,00)" < nl <n®
et aussi,

1 1 1 1 1 1
1> hmm) e > vm S VR S n D nm) C nvm S n2 0,00 n  nn



