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Devoir n°4

Exercice 1 On �xe a et b deux nombres réels distincts. Soit f : R2[X]→ R donnée par

∀P ∈ R2[X], f(P ) = (b− a)P ′
(
a+ b

2

)
− P (b) + P (a) .

1. Quelle est la dimension de R2[X] ? Justi�ez votre réponse par une démonstration rigoureuse.

2. Calculer l'image par f des vecteurs de la base canonique de R2[X].

3. Sans aucun calcul supplémentaire, en déduire la relation suivante :

∀P ∈ R2[X] , (b− a)P ′
(
a+ b

2

)
= P (b)− P (a) .

Exercice 2

1. Soient f : R3 → R3 une application linéaire et λ ∈ R?. Montrer que

Ker(f − λId) ⊂ Im(f) . (1)

2. On suppose dorénavant que f est l'application donnée par

f

xy
z

 =

−3x+ y + 7z
x+ 3y + z
−x− y + z

 .

(a) Véri�er que f est bien une application linéaire.

(b) Montrer que Ker(f + Id) (resp. Ker(f), Ker(f − 2Id)) est une droite vectorielle et en donner
une base (ε1) (resp. (ε2), (ε3)).

(c) Montrer que Ker(f)⊕ Im(f) = R3. L'inclusion (1) est-elle nécessairement vraie pour λ = 0 ?

(d) Donner la matrice de f dans la base (ε1, ε2, ε3).

Exercice 3

1. Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle 2X3+1
X4−X3−X+1 .

2. Déterminer toutes les primitives de la fonction t 7→ 2t3+1
t4−t3−t+1 sur son ensemble de dé�nition.

Exercice 4 Soit f : [0, 1]→ R une fonction continue �xée.

1. Calculer

lim
n→+∞

1

n2

n−1∑
k=0

(n− k)2
f
(
k
n

)
n

.

2. On dé�nit la suite (Sn)n∈N? par

∀n ∈ N? , Sn =
1

n2

n−1∑
k=0

(n− k)2
∫ (k+1)/n

k/n

f(x) dx .

(a) Montrer que, pour tout n ∈ N?, tout k ∈ {0, ..., n− 1} et tout x ∈
[
k
n ,

k+1
n

]
, on a∣∣∣∣∣(1− x)2 −

(
1− k

n

)2
∣∣∣∣∣ ≤ 2

n
.

1



(b) En déduire que (Sn)n∈N? converge et calculer sa limite.

3. Soit g : [0, 1]→ R une fonction continue �xée.

(a) On suppose que g est de classe C1.

i. Montrer qu'il existe une constante M > 0 telle que

∀(x, y) ∈ [0, 1]2 , |g(x)− g(y)| ≤M |x− y| .

ii. En déduire que

lim
n→+∞

n−1∑
k=0

g

(
k

n

)∫ (k+1)/n

k/n

f(x) dx =

∫ 1

0

g(x)f(x)dx (?)

(b) (Bonus) Montrer que (?) est toujours vraie (même sans l'hypothèse supplémentaire de la ques-
tion précédente que g est de classe C1).

Exercice 5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension �nie n ∈ N?. Soit u ∈ L(E) un endomorphisme
de E. Soient

C =
{
v ∈ L(E)

∣∣∣ v ◦ u = u ◦ v
}

et
P =

{
a0Id + a1u+ ...+ an−1u

n−1
∣∣∣ (a0, ..., an−1) ∈ Kn

}
.

On rappelle que, pour v ∈ L(E), v2 est une notation pour désigner v ◦ v, v3 pour v ◦ v ◦ v etc.

1. Montrer que C est un sous-espace vectoriel de L(E).

2. Montrer que P ⊂ C.

3. Soit e ∈ E. On note alors e0 = e, e1 = u(e),..., en−1 = un−1(e) et on suppose que (e0, e1, ..., en−1)
est une base de E.

(a) Montrer que P = C.
Indication pour montrer C ⊂ P : si v ∈ C, on pourra d'abord montrer qu'il existe un unique
n-uplet (a0, . . . , an−1) ∈ Kn tel que v(e) = a0e0 + · · ·+ an−1en−1.

(b) Donner la dimension de C.
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