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Devoir n°4

Exercice 1 On fixe a et b deux nombres réels distincts. Soit f : Ro[X] — R donnée par

a+b

VP € Ry[X], f(P):(b—a)P’( ) — P(b) + P(a).
1. Quelle est la dimension de Ry[X]? Justifiez votre réponse par une démonstration rigoureuse.
2. Calculer I'image par f des vecteurs de la base canonique de Ry[X].

3. Sans aucun calcul supplémentaire, en déduire la relation suivante :

VP eRy[X], (b—a)P' (a ; b) = P(b) — P(a).

Exercice 2

1. Soient f : R? — R? une application linéaire et A\ € R*. Montrer que
Ker(f — Ald) C Im(f). (1)
2. On suppose dorénavant que f est 'application donnée par

x —3r+y+Tz
fly|=| z+3y+=
z —r—Yy+z
(a) Vérifier que f est bien une application linéaire.

(b) Montrer que Ker(f + Id) (resp. Ker(f), Ker(f — 2Id)) est une droite vectorielle et en donner
une base (1) (resp. (g2), (€3))-

(c) Montrer que Ker(f) @ Im(f) = R3. L’inclusion (1) est-elle nécessairement vraie pour A = 07

(d) Donner la matrice de f dans la base (g1, e3,¢£3).

Exercice 3

. 12 . . . 2X5341
1. Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle w=55"517-

. . o . . 3 , .
2. Déterminer toutes les primitives de la fonction ¢ — % sur son ensemble de définition.

Exercice 4 Soit f :[0,1] — R une fonction continue fixée.

1. Calculer )
1§ (%)
D iU
k=0
2. On définit la suite (Sp,)nen+ par
T, (k+1)/n
Vn € N*, Sn_nzz:(n—k)Q/k/n f(x) de.
k=0
(a) Montrer que, pour tout n € N*, tout k € {0,...,n — 1} et tout = € [%, %], on a
E\?| 2
w18V <2
n n




(b) En déduire que (Sp,)nen+ converge et calculer sa limite.
3. Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue fixée.
(a) On suppose que g est de classe C.

i. Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que
V(z,y) € 0,17, g(z) — g(y)| < Mz —y|.

ii. En déduire que

i S0 (8) [T sy o= [oers@n )

k=0 /n

(b) (Bonus) Montrer que (%) est toujours vraie (méme sans ’hypothése supplémentaire de la ques-
tion précédente que g est de classe C1).

Exercice 5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit u € L(E) un endomorphisme
de E. Soient
C= {UEE(E) ’ vou:uov}

et
P = {aOId +au+ ... +a,_qut ‘ (agy..oyan_1) € K”} .

On rappelle que, pour v € L(E), v? est une notation pour désigner v o v, v> pour vowv o v etc.
1. Montrer que C est un sous-espace vectoriel de L(E).
2. Montrer que P C C.
3. Soit e € E. On note alors ey = e, e; = u(e),..., e,_1 = u" 1(e) et on suppose que (eg, €1, ..., €n_1)
est une base de F.

(a) Montrer que P = C.
Indication pour montrer C C P :siv € C, on pourra d’abord montrer qu’il existe un unique
n-uplet (ag,...,an,—1) € K" tel que v(e) = ageg + -+ + an_1€p-1.

(b) Donner la dimension de C.



