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Feuille d’exercices no 1-bis

Matrices

Dans toute la feuille, K est un corps égal à R ou C.

Exercice 1. Que peut on dire d’une matrice A ∈ Mn(R) qui vérifie Tr(AAT ) = 0 ? Est-ce toujours

vrai si A ∈ Mn(C) ?

Exercice 2. Soient A,B ∈ Mn(K) tels que Tr(AX) = Tr(BX) pour toute matrice X ∈ Mn(K).

Montrer que A = B.

Indication : On pourra considérer ce que donne l’égalité Tr(AX) = Tr(BX) pour les matrices élémen-

taires X = Eij .

Exercice 3. (Centre de Mn(K))

Déterminer le centre de Mn(K), c’est-à-dire les matrices A ∈ Mn(K) qui vérifient AM = MA pour

toute matrice M ∈ Mn(K).

Indication : On pourra considérer ce que donne l’égalité AM = MA pour les matrices élémentaires

M = Eij .

Exercice 4. (Polynômes de matrices)

Soit A ∈ Mn(K). Pour tout polynôme P ∈ K[X] qui s’écrit P (X) =
∑N

i=1
aiX

i, on définit P (A) ∈

Mn(K) la matrice :

P (A) = a0In + a1A+ a2A
2 + ...+ aNAN .

Montrer que pour tout A ∈ Mn(K) :

1. Si P (X) = 1 alors P (A) = In.

2. (P +Q)(A) = P (A) +Q(A), ∀P,Q ∈ K[X].

3. (λP )(A) = λP (A), ∀P ∈ K[X] et λ ∈ K.

4. (PQ)(A) = P (A)Q(A), ∀P,Q ∈ K[X].

Exercice 5.

1. Pour n entier ≥ 2 déterminer le reste de la division euclidienne de Xn par X2 − 3X + 2.

2. Soit A =





0 1 −1
−1 2 −1
1 −1 2



. Déduire de l’exercice 4 et de la question précédente An pour n ≥ 2.

Exercice 6. Soit A ∈ Mn(K) une matrice nilpotente, c’est-à-dire qu’il existe p ∈ N
∗ tel que Ap = 0.

Montrer que In −A est inversible et calculer son inverse.

Indication : penser aux sommes de suites géométriques.
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Exercice 7. Démontrer que la matrice suivante est inversible et calculer son inverse :

A =



















1 1 . . . . . . 1

0 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . 1 1

0 . . . . . . 0 1



















Exercice 8. Soit A ∈ Mn(K). Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est inversible.

(ii) Pour tout vecteur colonne X =







x1
...
xn






∈ Mn,1(K),

(

AX = 0 ⇒ X = 0
)

.

Indication : Pour démontrer (ii) ⇒ (i), on pourra d’abord considérer le cas où A est une matrice éche-

lonnée réduite non inversible et trouver un vecteur X 6= 0 tel que AX = 0.

Exercice 9. Soit A = (aij) ∈ Mn(R) telle que

∀i ∈ {1, 2, .., n} |aii| >
∑

j 6=i

|aij|

Montrer que A est inversible.

Indication :On pourra utiliser l’exercice 8 .
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