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Corrigé

Exercice 1 )
h h
1. En posant = 1 4 h, nous avons \/z =1+ h=1+ Ry lorsque A — 0. Ainsi,

f(l—&—h):ln(Z—i—g—h;—&-o(hQ)).

En factorisant par 2 a l'intérieur du logarithme et en transformant ce dernier, on obtient donc

f(1+h):ln2+ln(1+h_h2+0(h2)>
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On peut réécrire ce développement limité sous la forme suivante :

f(z) =In2+ i(x— 1) — %(m —1)2+o((x — 1)) quand = — 1.

2. Nous avons affaire a une forme indéterminée du type 1°°. Pour la lever, commencons par remarquer que
lorsque n — +00, on a

In2 In2 1 In3 In3 1
SW:SeXpn:?)(l—&—n—i—o()) et 2%:2expn:2(1+n+o<>>.
n n n n n n

Ainsi, on a

In2—21 1 1 1
3¢/§—ﬂ/§zl+3nng+o<) :1+n(8/9)+0<),
n n n n
puisque 3In2 — 2In3 = In(2?) — In(32) = In(8/9). En élevant & la puissance n, il vient donc
1 " 1 1
Uy, = <1 + M —l—o(n)) = exp (nln <1 + M +o0 <>>)
n n n
1 1
= exp (n (n(8/9) +o0 ())) .
n n

= exp (In(8/9) + o(1)) .

Cela montre que u,, — exp(In(8/9)) lorsque n — +o00, c’est-a-dire que

lim wu, ==
n—-+oo 9

Exercice 2 1. D’apres les formules du cours, lorsque x — 0, on a immédiatement

L+ o(z®) 1—%2—1-0(x2)
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Pour effectuer ce quotient de développements limités, on peut soit utiliser la formule 17— + , soit effectuer la
division selon les puissances croissantes de x.
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Ainsi, on a trouvé que

2

flx)=1+ g — % o(z?) lorsque = — 0.

2. Le développement limité précédent montre immédiatement que f(x) — 1 quand & — 0. La fonction f se
prolonge donc par continuité en 0 lorsqu’on pose | f(0) = 1|

3. L’existence d'un développement limité a I'ordre 1 de la fonction f en 0 montre que cette fonction est dérivable

en 0 et que f'(0) = ok La dérivabilité de f en 0 assure l'existence d’une tangente T a son graphe au point

d’abscisse 0, dont I’équation est y = f/(0)(x — 0) + £(0). Ainsi, Péquation cherchée est |y = g +1|

4. Etudier la position de la tangente T par rapport au graphe de f revient & étudier le signe de f (z) — (g + 1).
Or, lorsque z — 0, on a
2

f@) = (5 +1) = =T +ola).

Au voisinage de 0, le signe de f(z) — (g + 1) est donc le méme que celui de —%, c’est-a-dire qu’il est négatif.

’ Au voisinage de 0, la tangente au graphe de f au point d’abscisse 0 est située au-dessus de ce graphe.

Exercice 3
1. On vérifie d’abord que E C R* et que (0,0,0,0) € R*. Ensuite, soient A € R et X, X’ € E. Posant
X =(z,y,z,t) et X' = (2,9, 2/, ¢),ona A X+ X' =dx+ 2", \y+y, A2+ 2, At +t). Or,

—A+2 )+ Ay+y)+20z+2") = A~z +y+22)+(—2' +y +22')=0.

=0 car XeF —0 car X'€E
De méme, on a (Ay+y') + (Mt +1t') = 0, ce qui montre que AX + X’ € E, et donc que E est bien un sous-espace

vectoriel de R?.

2. Déterminer si la famille (u, v, w) est liée ou libre revient & voir si ’équation au+ fv+~w = 0 (F), d’inconnue
(o, B8,7), admet ou non d’autres solutions que (0,0,0). Or,

3a+48+~7 =0

a+28—v=0
a+ f+v=0
—a—20+~=0.

On remarque que la quatrieme équation est identique a la deuxiéme, de sorte que

a+ f+v=0 at+B+ v=0
at+pf+ v=0
(F) < a+20—-7=0 <= B—27y=0 < 5_2y=0
30 +48+7 =0 B—2y=0 T

Ce systéme admet des solutions non triviales, comme (—3,2,1). Par conséquent,

(u,v,w) est liée ‘




3. Pour répondre a cette question, on peut par exemple commencer par remarquer que dim F' < 2, puisque F'
est engendré par une famille liée de trois vecteurs. Or, la famille (u,v) est libre puisque c’est une famille de
deux vecteurs non colinéaires. Comme w et v sont des éléments de F', cela implique nécessairement dim F' > 2.

Vu l'autre inégalité, on a donc dim F' = 2 et donc ’ la famille (u,v) est une base de F|.

Remarque : on aurait aussi pu échelonner en colonnes la matrice dont les colonnes sont u, v et w, les
colonnes non nulles de la matrice échelonnée donnant une base de F'.

4. On peut déja vérifier que u et v sont des éléments de E, puisque leurs coordonnées satisfont les équations de
définition de E. Comme F' = Vect(u,v), cela montre que F' C E.
Par ailleurs, on peut remarquer que

—r+y+2z =0 {x:y+22
Y +t=0 t=—y,

ce qul montre que E= {(y+227 Y, %, _y) |y’ z e R} = Vect ((17 1a Oa _1)7 (2a 07 17 O))) OI', les vecteurs (17 17 07 _1)
et (2,0,1,0) forment une famille libre puisqu’ils ne sont pas colinéaires, de sorte que dim E = 2.
On a donc montré que F' C E et que dim F' = dim E, ce qui permet de conclure que .

Exercice 4
1. On remarque déja que E C R3 et que (0,0,0) € E puisqu’on peut écrire (0,0,0) = (3-0— 0,0+ 0,0). Soient
maintenant A € R ainsi que X, X’ € E. 1l existe donc des réels a, 3, o/, 5 tels que

X =0Ba—-B,a+8,8) et X =B -pa+05,8).

Onaalors A\ X + X' = B(Aa+a)— A8+ 7)), A+ )+ (AB+6"), A8+ ")). Ce vecteur est bien de la forme
(Ba” = p',a" + 8", 8") avec o' = Aa+ ' et f” = A3+ ' € R, ce qui montre que A\X + X’ € E, et donc que
E est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Les vecteurs e; = (3,1,0) et e2 = (—1,1,1) forment une famille libre car ce sont deux vecteurs non colinéaires.
Comme par définition, ils engendrent également F, ils en forment donc une base. Ainsi, dim F = 2.
Pour F', remarquons que z +y + 2 =0 <= z = —z —y, de sorte que

F={(z,y,—x —vy)|z,y,€ R} = Vect((1,0,—1), (0,1, —1)).

Or, les deux vecteurs f; = (1,0,—1) et fo = (0,1, —1) forment une famille libre : ils forment donc aussi une
base de F'. Ainsi, dim F' = 2.
Pour G, on écrit 20 — 2y +32 =0 <= y=zx+ %z par exemple, d’ou

G ={(z,2+ %z 2) | 2,2 € R} = Vect((1, 1,0), (0, g 1)) = Vect((1,1,0), (0, 3,2)).

Les deux vecteurs g; = (1,1,0) et go = (0, 3,2) forment une famille libre : ils forment donc aussi une base de G.
Ainsi, dim G = 2.

3. Soit X € ENF. Comme X € FE, il existe deux réels «, § tels que X = (3a— 3, a+ 3, 3). Mais comme X € F,
ses coordonnées vérifient I'équation = + y + z = 0, c’est-a~dire

3a—fB+a+5+pF=0, ouencore 4o+ =0.

On a donc 8 = —4a, et donc X = (7o, —3a, —4a) = (7, —3, —4). Cela montre que E N F C Vect((7,—3,—4)).
Par ailleurs, E et F' sont deux plans vectoriels distincts (en effet, on a par exemple e; € F), de sorte que
E N F est une droite, c¢’est-a-dire que dim(E N F) = 1. On a donc ENF C Vect((7,-3,—4)) et dim(ENF) =

dim Vect((7, —3, =4)), d'ott | EN F = Vect((7, -3, -4)) |

4. D’apres la formule de Grassmann, on a dim(E + F) = dimFE + dim F — dim(F N F), ce qui donne ici
dim(E + F) =2 +2 — 1= 3. Ainsi, F + F est un sous-espace vectoriel de R® de dimension 3 : nécessairement,
E+F=R3|

Remarque : on aurait aussi pu échelonner en colonnes la matrice dont les colonnes sont ey, es, f1 et fo, et
constater que la matrice échelonnée posséde exactement trois colonnes non nulles.



5. Attention : une erreur d’énoncé (dans la définition de E) rend fausse cette question. En effet, dire que ENF
est inclus dans G revient & dire que (7, —3, —4) € G, c’est-a-dire que 2 x 7 —2 x (—3) + 3 x (—4) = 0, ce qui est
faux.

4) en une base (a,b,c) de R? : il suffira alors
,1,0). Soient donc A, p, v des réels tels que

6. Pour déterminer V', on peut chercher & compléter a = (5, —
de poser V' = Vect(b,c). Essayons avec b = (1,0,0) et ¢ =
Aa + pb+ve=0. On a alors

17
(

DA+ =0
-A +v=0
4N =0.

On obtient immédiatement A\ = p = v = 0, ce qui montre que (a, b, c) est une famille libre. Comme elle est
formée de 3 éléments et que dim R3 = 3, c’est une base de R3.

Comme expliqué précédemment, V' = Vect(b,c¢) = Vect((1,0,0),(0,1,0)) est donc un supplémentaire de
E N F dans R3.



