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Eléments de réponse au devoir surveillé n°1

Exercicel On pose

1 2 3 4
B= 2 6 8 12
2 14 16 29
3 14 17 33
X
Pour X = }z/ eR* ona:
t
0 x+ 2y+ 3z+ 4t=0 (L)
_10]_ 2x+ 6y+ 8z+12t=0 (Lp)
XekerB = BX=||=0ps 2x+14y+162+29t=0 (L3)
0 3x+14y+17z+33t=0 (L4)
X+ 2y+ 3z+ 4t=0 (L) — Ly X+2y+3z+4t=0 (L)) — L]
— 2y+ 2z+ 41=0 (L)) — Ly -2L, — 2y+2z+4t=0 (L)) — L,
10y +10z2+21=0 (I}) — L3—2L, 1=0 (L) — L} 5L}
8y+ 8z+211=0 (L}) — Ly—3L, 56=0 (L) — L, — 4L}
x+2y =-3z—L{-4L} y=-z
— 2y =-2z—Lj-4L] < x=-2y-3z=2z-3z=-z
t= 0 —Ij t=0
-z -1
-z -1
— X= =Zv, avec v :=
z 1
0 0

On en conclut que le noyau ker B de B est {X eR*|3zeR, X = zv}. Au passage, on obtient que

S O O+
o o NN
S = o

S O N W

est une forme échelonnée (en lignes) de B.

Remarque : Ce n’était pas demandé, mais la forme échelonnée (en lignes) réduite de B est

oS O O
oS O = O
O O
o - O O

Exercice 2

1. Un calcul élémentaire donne

3 -5 2 -4 5 -3
A%=l0o 1 o]eta®=l0 1 0
-2 -1 3 2

Onadoncbien A3=—-A%2+ A+1.



2. Parlaquestionl,ona: A+ A>-A=1 < A(A>+A-1I)=(A>+A-I)A=1, dol Aestinversible et
A7l = A% + A—1.0On adonc en reprenant les calculs de la question 1 :

0 -5 1
Al'=l0o 1 o0
-1 10 -2
X a
3. Pourtout X =|y eRetY=|b €R3,0npeutécrire
z c
X  +5y =c X +5y =c
AX=Y < y =bh = ¥ =b
-2x -z =a -z =a-10b+2c

ou
0 5 1
C=]0 1 0
-1 10 -2

D’ol1 A est bien inversible et son inverse A™1 = C.

4. Montrons par récurrence sur I’entier n = 1 la propriété suivante
n 1 2
@Pp): AM= (anA®+bpA+cyl),

avec ay, by, ¢, donnés par les formules explicites de I’énoncé.

Initialisation : on vérifie que a; =0, by =4 et ¢; =0, d’ou1 (¢7)) est vraie.
Hérédité : supposons que (Z7;,) est vraie pour un entier n = 1 et montrons (%?,41). On a

AAT =4 A A" = 4 A3+ Dy AP+ chA= an(—A® + A+ D)+ b A’ + ¢, A
= (bp— an) A% + (cp+ ap) A+ anl,
utilisant la question 1 pour obtenir la troisiéme égalité. On vérifie alors :
bp—an=21+D"")+ D" 2n-D-1= D" 2m+D-D+1=ap,
cntan==D""12n-3)+1- (D" 2n-D+1=2(1+(=D""?) = bp1,
ap=CD"2n-D+1=(D"2Q2n+1)-3)+1=cus1,
ce qui prouve (%?,,41) et conclut.

La propriété (22,) est donc bien vraie pour tout n € N*.

Exercice 3
1. (a) Avec les quantificateurs, cette assertion peut s’écrire de la facon suivante :

e

X

-l <e.

Ve>0,IM >0, szM,‘

(b) Appliquons la question précédente avec € = 17—1 >0 (car l < 1) et M =: x > 0 ainsi fourni. On obtient

alors 1-1 204(1=1) 1+1
JO 120 e A ash
X 2 = 2 2
car x>0

utilisant aussi que ! < 1 dans la derniére inégalité, ce qui conclut.



(c) Parla question 1(b), 'ensemble E est non vide. Lensemble E c [0, +oo[ est évidemment minoré par
0, d’ou1 il admet une borne inférieure b = 0. Lexistence de b € R découle des propriétés de R tandis
que, par définition de la borne inférieure, b est plus grande que le minorant 0.

(d) i. Comme x, € E et par définition de la borne inférieure, on a b < x,, pour tout zn. On conclut car la
fonction f est supposée croissante.

ii. Comme x, € E, on a f(x,) < x, par définition de E; utilisant la question précédente, on obtient
donc f(b) < x;,, pour tout n. Comme (x,),en converge vers b, on peut faire tendre n — +oo dans
cette inégalité, ce qui conclut.

(e) On veut montrer dans cette question que
fb)=b. (%)

i. Comme f est a valeurs dans [0, +oo[, f(b) =0, ce qui prouve (%) pour b = 0.

ii. Si b>0,1'ensemble ]0, b] est non vide et on peut donc choisir € €]0, b]. Par définition de la borne
inférieure et comme b—¢ < b,ona b—¢ ¢ E, soit f(b—¢€) > b—¢ d’apres la condition de I'ensemble
E. Comme f est croissante, on a indépendamment f(b) = f(b—¢€). En faisant tendre € — 0 dans
I'inégalité f(b) = b — ¢, on obtient bien ().

(f) Par 1(d)ii. et (%), f(b) = b et b est bien un point fixe de f.
fx)

2. En considérant la fonction croissante f : x — x + 1 satisfaisant limy—_. ;0 =

forcément de point fixe si [ = 1.

=1, on voit que f n'a pas

Exercice 4

1. On vérifie tout d’abord que la fonction /2 : x — % est bien définie et continue sur R comme fraction de
deux fonctions polyndmiales dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, h est a valeurs dans [—1,1]
car:

X
VxeR, S|=1 = 20xl=1+x* <= 0= 1-2/x|+[x* =1 - x)?,

cette derniere propriété étant clairement vraie. D’ol1, comme la fonction arcsin est continue sur [-1, 1],
g = arcsinoh est bien définie et continue sur R comme composée. Enfin, pour x € R, on a h(—x) = —h(x),
d’ot1 & est une fonction impaire, comme I'est arcsin. D’ou1 g = arcsinoh est aussi impaire.

2. Lafonction arcsin est dérivable sur ] — 1, 1], et on a, en reprenant le calcul précédent,
VxeR, hx)e{-1,1} < 1—-|x|=0 < xe{-1,1}.
D’ol g = arcsinoh est dérivable sur R\{—1, 1} comme composée. On peut alors calculer directement
1 20+xH)-2x)%*  2(1-x%)

a2 1+x2)2 |1-x2|1+x2)’
(1+x2)2

VxeR\{(-1,1}, g'(x)=

ce qui coincide bien avec la formule de I'énoncé (A v/ (1 — x2)2 = |1 - x*| A).

3. (a) On peut écrire lorsque h — 0,

1 B 1 1 1
1+(1+h?2 2+2h+h? _21+(h+h72)

1 2
s [1- (5
2 2

utilisant que i + %2 = h(1+ o(1)) — 0 et le développement limité usuel (1+u)"' =1 - u+ u?+ o(u?)
quand u — 0. On conclut alors que

2
+(h(1+0(1)))? + o(hz)) = % (1 —h+ % + o(hz)) ,

1+h 1 h? ) ) 1 h? )
[——— [ I _ =—(1-—
T a2 2( h+2+h h+o(h)) 2( 2+0(h))

quand & — 0, comme attendu.



(b) i. Lafonction arcsin est bien définie sur [-1,1], d’ou f est bien définie. D’autre part, arcsin(1) = %
et arcsin est continue en 1, d’ott limy,. f(y) =  —lim,_qarcsin(1 - y) = 0.
ii. Appliquons la fonctions sin a I'égalité arcsin(1 - y) = 7 — f(y), on obtient

1-y= singcos(f(y)) —cos % sin f(y) = cos(f (), (x%)

par parité de cos et comme cos 7 = 0. Maintenant, comme f(y) — 0 quand y — 0, on peut écrire

cosf(y) =1- f(Ty)z +o0 (f(y)z), utilisant le développement limité usuel cos(u) = 1 — ”72 + o(u?)
quand u — 0; toujours pour y — 0, on obtient alors par (x*) que f(y)2 =2y(1+o0(1)),douona

f=+2y0+0(1)=1+01))/2y
comme y = 0 et f(y) =0, ce qui conclut. Rappel: Va,b=0,Vab=+avb.

(c) Posant x =1+ h, on a bien que

(1+ h) = arcsin (2 X i
§ - 1+ (1+h)?

quand & — 0 (i.e. x — 1), ce qui conclut. La deuxieme égalité utilise la question 3(a), tandis que la

derniere utilise 3(b)ii (AVy? =1yl A).
(d) Parimparité de g, il suffit de montrer le résultat en 1. Par la question précédente, on a

h? ) m h? n
?+o(h ))) = E—f(?(1+o(1))) _E_|h|+0(h)

) = arcsin (1 —

im ELHD =W L —thltoly gl —gM) L —lhi+oth)
h—0* h h—0~ h—0- h

h—0*

car g(1) = 7. D’ol1 g n'est pas dérivable en 1.



