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Exercice 1. Une forme linéaire

On considere un élément ¢ dans (R3)*, Pespace dual de R? (= I’espace des applications linéaires de R? — R).
On dit que ¢ est une forme linéaire sur R3, car ¢ € (R3)* est caracterisé par les coefficients o, 3,7 de son action
sur un vecteur quelconque :

T
1) y =az + By + vz.
z
Soient
1 2 1
oll1l]=0 osl|lo]]=1 ol|2]|]|=4
1 1 3

1. Déterminer «, 3,7 pour décrire la forme linéaire ¢.

2. Trouver le sous-espace annulé par ¢, autrement dit le noyau de la forme linéaire ¢ : R® — R.

Exercice 2. Une base de (R?)*
Soient ¢1, g2 les deux éléments de (R?)* définis par ¢ ([ z ]) =z +yet ¢ ({ le }) =z — y. Montrer

que (@1, ¢2) forment une base de (R?)*. Exprimer les formes linéaires suivantes dans la base (¢1, ¢2)

() w3 ]) e

Exercice 3. Formes linéaires multiplicatives sur les matrices
Soit ¢ une forme linéaire sur M, (R) vérifiant ¢(AB) = ¢(BA) pour toutes matrices A, B € M, (R)

1. Vérifier que la trace d’une matrice tr : M, (R) — R est bien un élément de M, (R)*.

2. Choisir les matrices E;; (avec 1 en ligne ¢ et colonne j et 0 ailleurs) pour une base de M,,(R) et voir
laction de ¢ sur le produit de deux elements de la base : ¢(E;; Ey;). Dans quel cas ¢(E;; Ex;) n'est pas
nul 7

3. Montrer qu'il existe A € R tel que ¢(M) = X tr(M).

Exercice 4. Endomorphisme adjoint
Soit v un endomorphisme d’un espace euclidien (E, (-, -)). On définie v* € End(F) par (v*(x),y) = (z,v(y))
pour Vz,y € E. Montrer que :

Ker( v*) = (Im v)* et Im( v*) = (Ker v)*
En déduire rg(v) = rg(v*).

Exercice 5.
Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien (E, (-, -)). Montrer que rg(u) = rg(u* o u).

Exercice 6. Endomorphisme symétrique

Soit w un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E vérifiant, pour tout z € E, < u(z),z >= 0.
Quelles sont les valeurs propres possibles de u 7 En déduire I’expression pour wu.

On rappelle qu'un endomorphisme symétrique est diagonalisable.

Exercice 7. Rappels du cours
Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E. Démontrer les équivalences suivantes :

u est orthogonal <= pour toute base orthonormée B de E, la matrice de u dans B est orthogonale

<= il existe une base orthonormée B de E dans laquelle la matrice de u est orthogonale.



et

u est autoadjoint <=  pour toute base orthonormée B de F, la matrice de u dans B est symétrique

<= il existe une base orthonormée B de E dans laquelle la matrice de u est symétrique.

Exercice 8.
On se place dans un espace euclidien F de dimension 3. Soit © un endomorphisme orthogonal de E tel que
det(u) = 1.
1. Montrer que u admet au moins une valeur propre (nécessairement réelle).
2. Montrer que 1 est une valeur propre de u. Est-ce forcément la seule ?
3. Soit e; un vecteur propre de u associé a la valeur propre 1 de norme 1.
(a) Justifier 'existence d’une base orthonormée (e, e, e3) de E prolongeant e;.

(b) Quelle forme a la matrice de u dans cette base ?

Exercice 9.
Soit E un espace euclidien.

1. On suppose que u € End(F) est un endomorphisme orthogonal.
(a) Quelle peut étre la valeur du déterminant de w ?
(b) Quelles sont les valeurs propres (nécessairement réelles) de u ?
2. Quelles sont les projections orthogonales qui sont des endomorphismes orthogonaux ?

3. Quelles sont les symétries orthogonales qui sont des endomorphismes orthogonaux ?

Exercice 10. Groupe orthogonale en dimension 2
On note O2(R) Pensemble des matrices orthogonales de taille 2 x 2. Le but de I’exercice est de les expliciter.

. b
1. Soit A = (CC‘ d) € 05(R).

(a) Montrer qu'’il existe un réel 6 tel que a = cos(d) et ¢ = sin(6).
(b) Montrer que le vecteur (d,—b) est colinéaire au vecteur (a, c).
(c) Montrer que A est nécessairement d’une des deux formes suivantes :
_ [cos(f) —sin(0) _ (cos(f)  sin(0)
Ry = (sin(&) cos(0) ou Sy = sin(f) —cos(9) /)"
2. En déduire que O2(R) = {Rp | 6 e R} U{Sp | 6 € R}.
3. Soient 6,60" € R. Montrer que Ry et Ryr commutent. Les élements de O3(R) commutent-ils entre eux ?

4. On se place dans un plan euclidien £ muni d’une base orthonormée B.

(a) Soit 6 € R. Interpréter géométriquement les endomorphismes ry et sy ayant pour matrices respectives
Ry et Sy dans la base B.

(b) Montrer que le produit de deux réflexions sy et s, est une rotation. Obtient-on ainsi toutes les
rotations ?

Exercice 11.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’une base orthornormée B = (e, €2, e3). Déter-
miner la nature, et préciser les éléments caractéristiques, de I’endomorphisme f de E dont la matrice dans B
est donnée par

7T 4 4
A=—|-4 8 -1
4 1 -8

Exercice 12.
Soient a et b deux réels. On consideére la matrice

a b b
A=1|b a b
b b a



1. Pour quels a,b € R a-t-on A orthogonale 7

2. Dans ce cas, préciser la nature et les éléments caractéristiques de ’'endomorphisme f de R? dont la matrice
dans la base canonique est A.

Exercice 13.
On considere u I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

3 0 =3
A=10 3 1
-3 1 0

Montrer que u est autoadjoint. Justifier I'existence, puis expliciter une matrice P orthogonale pour laquelle
P~ AP est diagonale.

Exercice 14.
On considere la matrice symétrique

1 -2 6 -3
-3 2 6

Calculer B? et en déduire que B est orthogonale. Justifier I’existence puis déterminer une matrice @ orthogonale
pour laquelle Q~'BQ est diagonale.

Exercice 15.
Soient E un espace euclidien de dimension n > 2, a un vecteur unitaire de E et k un réel.

1. Montrer que
f(z) =z + k{z,a)a

définit un endomorphisme symétrique de F.

2. Etudier les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

Exercice 16.
Soit n € N*. On munit M,,(R) du produit scalaire défini par

YM,N € M,(R), (M,N)=Te("MN).
Soit A € M,,(R). On considére 'endomorphisme ® de M,,(R) défini par
VM € M,(R), ®(M)="AMA+ AM'A.

Montrer que @ est un endomorphisme autoadjoint. ® est-il diagonalisable ?



