| ﬁiwm ,A\«p& A;{é#fe [V 20t Ga-ﬂ’r'du’

On considére R,[X], I'espace vectoriel des polynomes de de

s ynomes de degré au plus 2 : . +
e 1] Procks
R.[X] ={a.X*+a, X +a, ol a,a,a,cR}

Pour P,() € Rz[\] 1 pose < P(X), Q{ ) >= P(o) Q{ )+ Q1) (2) - Q[2). S‘W V'{ '7
1. Vérifier qu’avec cette application, R, [)\] st 1

I|ItI

r .
2. On considére le sous-espace F de R,[X] (-‘11;;011(11'(’ par deux monémes : / e M V‘C ,' % ﬂ
Q. (X)=1et Q(X)=X.

. t -
En utilisant la procé 1 l Gram-Schmidt trouver une base orthonormée de F en commen- = "l &w a4 r.e
cant par le premier me (), (X). i ,‘+Yl~ 2 ¢
3. On consideére les polyuomos RX)=X?et S(X)=X*"—X +2. JZ 4 f" = ,\L' / 6 H

(a) Trouver la pr()iec-tinn Rp(X) de R(X) sur F. Puis trouver la projection Sp(X) de

S(X) s
(b) Calenler i s distances de R(X) et de S(X) a F., les comparer et expliquer le résultat

de cette comparaison.
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Exercice 2.

1. Montrer quun endomorphisme orthogonal et diagonalisable d'un espace euclidien est une
symétrie orthogonale.

2. Nous travaillons dans R" muni de la norme euclidienne usuelle. Soient U, V' deux vecteurs
non nuls de R", de méme norme (||U/|| = ||V||). On considére 'hyperplan H, C R™ ortho-
gonal au vecteur U — V et la réflexion o, : R" — R" par rapport a H,,.

(a) Sin =2 (donc dans R?), dessiner U, V.U — V et finalement H, et trouver une base de

H,.

(b) Ecrire la matrice de o, dans la base de R* constituée de la base de H, complétée par
U —V (le dernier vecteur de cette base doit étre U — V).

(¢) Pour n quelconque, caleuler o, (U). Justifier brievement.
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Exercice 3.
Soit ¢ : B3 — B3 I'endomorphisme inversible dont la matrice dans la base canonique est

2 2 1

I'=|2
1
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|
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1. Comment sait-on sans calculer les valeurs propres de T que T est diagonalisable ? Citer le
théoreme du cours en question et écrir son énonce.

2. Soit M, l'espace propre de valeur propre A\, = —2 de ¢, engendré par le vecteur v, =
(1.a,,b,). Trouver les valeurs a,,b,.

3. Soit M, I'espace propre de valeur propre A, = 1 de ¢, engendré par le vecteur v, = (1, a., b, ).
Trouver les valeurs a,, b..

4. Soit M, 'espace propre de valeur propre A, = 4 de ¢, engendré par le vecteur vy = (1, ay, by).
Trouver les valeurs ay, b,.

o

. Dans la base canonique trouver les matrices E,, E,, E, des projections orthogonales sur les
sous-espaces M, , M,, M, respectivement.

6. Calculer E, + E, + E, et expliquer le resultat.

7. Ecrire T comme combinaison linéaire de E,, E,, E,, c¢'est-a-dire trouver les réels a, 3, v tels
que T'=aFE, + BE, +vE,.

8. Trouver une matrice orthogonale P (c’est-a-dire satisfaisant P7' = 'P) qui diagonalise la
matrice T, donce telle que

A 0 0
T=P|lo M olfP
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(Théoréme spectral). Soit f un endomorphlsme auto-adjoint. Alors f est diagonalisable dans une base orthonormée.
Autrement dit, il existe une base orthonormée qui consiste en des vecteurs propres de f.

: méoreme spectral pour les matrices — Soit A une matrice symétrique réelle alors il existe une matrice P

orthogonale et une matrice D diagonale dont tous les coefficients sont réels, telles que la matrice A est égale a
PDP-1.
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Exer 4
On e lere I'espace R orienté par la | anonique. Soit p la rotation de R
1
lirigé par le vecteur v = [ —2 | et d’angl
2
1. Eerire la matrice de p dans base orthonormée directe dont le dernier v
Comment trouver la matrice de p dans la base ?
iq 1 suffit d'explig 1étail le procéde q T
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