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Exercice 1. (6 points)
Dans l'espace vectoriel R? avec la base canonique (ey,e,,e3) on considére 'endomorphisme
¢ : E — E qui échange les vecteurs de base comme suit e; — €3 — €3 — €;.

[ 1. Ecrire la matrice de 'endomorphisme ¢ dans la base canonique. Notons la A.

[ 2. Vérifier que A est une matrice orthogonale.

| 3. Trouver un vecteur v € R? tel que ¢(v) = v. Le normaliser.

[ 4. Est-ce que 1 est une valeur propre de A 7 Est-ce que —1 est une valeur propre de A ?
/ 5. Décrire la nature géométrique de A (rotation ou réflexion-rotation).

/ 6. Trouver 'axe de la rotation et cos# ot f est I'angle de rotation.
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Exercice 2. (9 points)
On considere I'espace vectoriel R? muni du produit scalaire usuel et Iapplication linéaire
f : R? = R? dont la matrice dans la base canonique B, est la suivante
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Le but de cet exercice est de donner la décomposition polaire de cette matrice. Pour cela

[ 1. On considere le produit 'T'T. Sans calculer que peut-on dire sur les valeurs propres et les
espaces propres de ‘717

| 2. Quels sont les valeurs propres de 'T'T ?

I' 3. Déterminer une base orthonormée de R? formée de vecteurs propres de ‘TT. On désigne
cette base par B.

| 4. Notons P la matrice de passage de By a B. Calculer I'inverse de P.

5. Diagonaliser *T'T.
[ 6. Trouver S - la matrice symétrique définie positive, telle que S* = 'TT.
[ 7. Quelle est la matrice R telle que RS =T 7

/ 8. Quelle est la nature de cette matrice R 7
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Exercice 3. (5 points) (*)

Soit E un espace euclidien de dimension > 2 et ¥ : £ — E un endomorpisme tel que pour
Yo e Fona<(z),r>= 0. On considere deux sous-espaces de E :

| © Kery={z € E| ¢(z) =0}
-ZI e Imy = {z € E| Jy € E tel que z =1(y)}
1. Rappeler le lien entre les dimesions de ces sous-espaces.

2. Soit z € Ker¢ et y € E. Utiliser le produit scalaire < ¢)(x + y), (z + y) > pour montrer
que Ker est orthogonal & Im ).

3. Conclure que Ker¢ = (Im)*-.
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