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Fiche n° 4

Exercice 1. Soit E un espace euclidien. Soient a € F et «, 8, trois réels. Résoudre « (z:,z) + 5 {x,a) +v = 0.

Exercice 2. En définissant le bon produit scalaire, montrer que pour tout 4, B € S,(R) on a

(tr(AB + BA))? < 4tr(A?)tr(B?)

Exercice 3. Soit E un espace euclidien et z,y € E. Montrer que x et y sont orthogonaux si et seulement si

VAER, [z + Ayl > [l«]-

Exercice 4. On considere R* muni de sa structure euclidienne canonique et F le sous-espace vectoriel de R*
défini par
F= {(w,y,z,t) €R4|x+y+z+t:wfy+zft:()}.
1. Trouver une base orthonormée de F'.
2. Trouver une base orthonormée de F'*.

3. Ecrire la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale sur F.

Exercice 5. On note O3(R) I’ensemble des matrices orthogonales de taille (2,2). Le but de 'exercice est d’expli-

citer les matrices de Oz(R).

. a b
1. Soit A = <C d> S OQ(R)

(a) Montrer qu'’il existe un réel 0 tel que a = cos(0) et ¢ = sin(0).
(b) Montrer que le vecteur (d, —b) est colinéaire au vecteur (a, c).

(c) Montrer que A est nécessairement d’une des deux formes suivantes :

ne= (Sl ) s (Gl )

2. En déduire que O2(R) = {Rp | 0 e R} U{Sp | 0 € R}.
3. Soient 6,0 € R. Montrer que Ry et Ry commutent. Les élements de O3(R) commutent-ils entre eux ?
4. On se place dans un plan euclidien £ muni d’une base orthonormée B.

(a) Soit 6 € R. Interpréter géométriquement les endomorphismes rg et sg ayant pour matrices respectives

Ry et Sy dans la base B.

(b) Montrer que le produit de deux réflexions sg et s, est une rotation. Obtient-on ainsi toutes les rotations ?



