Analyse II : Intégration et approximation
MAT1009L / séquence 4 / printemps 2016

cours de Francis Clarke
CMS:

I. Le calcul des variations

2. Les fonctions hyperboliques

3. Résumé de I'intégration, tableau final
4. Quelques exemples

5. KH 5

6. Partiel 1 : les copies

Analyse II Calendrier 2016 (les mercredi)

Dans ce cours, il s‘agit principalement
de connaitre les fonctions élémentaires,
les intégrer, et les calculer

27 janvier cours TD
3 février  cours D
10 février cours L)

TD

17 février cours -g=— DSI
-24-février—cours——TID (congé de travail intensif chez soi)
2 mars cours TD

9 mars cours TD

16-mars———cours——7FD (CC en commun, on ne participe pas)
23 mars  cours T0 —g=— partiel 1

30 mars  cours TD - fin de |'intégration !

6 avril cours T

13 avril cours 7D <= DS 2
20-avril——cours——TD- (congé de travail intensif chez soi)

27 avril cours TD
4 mai cours TD = partiel 2

CC final : entre le 30 mai et le 8 juin

Une application importante
de l'intégration :

le calcul des variations

(optimisation par rapport aux courbes)

(a,A) Quelle courbe y(x) entre les points

(a,A) et (b,B) minimise le temps de la
descente ?

( = le brachistochrone )
(b,B)

On cherche la courbe y(x) qui minimise le temps de descente,

qui est donné par
dx
a 29(y(z) — A)




Le profil minimal satisfait ’équation différentielle d’Euler
pour ce probléme, qui est la suivante:

La monographie de Euler de 1744 :

Méthodus Inveniendi Lineas Curvas Maximi On sépare :
Minimive Proprietate Gaudentes sive Solutio pare : Yy = Vy?—k?
Problematis Isoperimetrici Latissimo Sensu dy
Ve-w @
Ony trouve : ‘Rien ne se passe dans ) .
il gl i le monde qui ne soit la Comment integrer a gauche ?
* Position générale du probleme Tt ! i
Equation d’Eul signification d'un Le changement de variable
[ ] - -
ittt certain maximum ou g
* Principe de moindre action 1 P i ’
[ il feLite d'un certain minimum y =kcos6 (ou mieux, 8 = arccos(y/k))
* Méthode des multiplicateurs pour
les contraintes g / n’est pas utile ici.
* 100 exemples et !
Le comportement d’un systeme Car il transforme / y2 — k2 en k+/ cos20 — 1

physique correspond a un minimum.
De méme le changement de variable 8 = arcsin(y/k).

Le profil minimal satisfait I’équation différentielle d’Euler

Un exemple d’Euler . pour ce probléme, qui est la suivante:
profil y(x) On sépare : y = y? — k2
} i
La surface JvE -k d
observée
est d’aire Comment intégrer a gauche ?
minimale

L. , Le changement de variable 8 = arctan(y/k)
(principe de d'Alembert) n’aide pas non plus.

11 s’agit alors de trouver la courbe y(x) qui minimise

P’aire de la surface de révolution, c-a-d l’intégrale Car il transforme /y2 — k2 en k+/ tan%6 — 1.

b
27r/ y(@)v 1+ vy (x)? dz



dy
y2 _ k2

et + et 2
Alors y? — k2 = k? <2> — k2 —t

. k2{e2t +2+e 2 —4}

4

:>/\/yjy_7kz:/dt:/d:c

= t=x+4+C

= dx On pose y =

On trouve

ea:—i—C + e—m—C

y = kcosht =kcosh(x+C) =k 5

On trouve
em+C +e—m—C

y =kcosht = kcosh(x + C) =k 5

C’est une caténaire

Euler considére aussi la forme d’une chaine qui
est attachée en deux points :
(b,8)

(a,A)

Ce probléme Y0
meéne a la méme
équation d’Euler

Ce qui explique
que la caténaire
porte aussi le
nom chainette

Les|fonctions hyperboliques|sont définies par

t _ ot
sinht :=
et + et
cosht := +—
sinh t et —et
tanht := —
cosht et + et

pour tout t € R.

11

(On écrit afissi: ch t)
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. t_ ot
sinht :=
t
__________________________________________ L
sinh t et —et
tanht := =
cosht et et
t
—1

Les fonctions hyperboliques présentent nombreuse
analogies avec les fonctions trigonométriques.

L’identité suivante (analogue a la formule circulaire)
est facile a prouver

coshzw@sinh2m =1,
preuve :
2 .12 1 2z 1 a2
cosh“x — sinh“x = —(em—l—e m) ——(em—e ”3)
4 4
1 2x —2x 2x —2x
:Z{e +24e —e“"+2—e¢ }
=1
13 15
cosh?z —sinh?z = 1

sinh(x 4+ y) = sinh z coshy + cosh « sinh y
cosh(x +y) = coshx cosh y + sinh « sinh y

La formule
cosh(xz + y) = cosh x cosh y 4 sinh x sinh y

donne en particulier

cosh(22) = cosh?z + sinh? z
L = 2cosh®’z —1

ainsi que

sinh(2x2) = 2 sinhx coshx
14 16



Dérivées
On vérifie aisément

(cosh )’ =Osinh x

(sinh z)’ = coshx
1
(tanh z)’ = onis = 1Otanh?z.
cosh’z

Résumé : fonctions hyperboliques

2 . 2 _ t_ ot
cosh“x —sinh“x = 1 sinht o= < °

sinh(z + y) = sinhz cosh y + cosh z sinh y

cosh(z +y) = cosha coshy + sinh z sinh y

cosh(2z) = 2cosh’z —1 = 2sinh® +1

sinh(2x2) = 2sinhx coshx

et +et
2

cosht :=

sinht et —e !

T Cosht | ettet

(coshz)’ =

(sinh z)! =

Il
Il
-
|
o+
V)
=]
=
N
8

(tanh )’

Pour traiter /\/ x?2 — 1 dx dans ce monde hyperbolique,

on voudrait poser (lorsque = > 1)

et +et
2

x = cosht. (t>0)

Alors dx = sinh tdt et ’intégrale devient

/\/ 2 —1der — /\/ cosh?t — 1 sinhtdt

= /sinhzt dt (car cosh’t — 1 = sinh®t et sinht > 0).
On peut trés bien déterminer cette intégrale, mais
par la suite (afin de revenir a la variable x) il faudra

trouver t a partir de * = cosht.

C-a-d, il faudra les réciproques des
fonctions hyperboliques

Fonctions hyperboliques réciproques
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Comme pour les fonctions trigonométriques (mais avec
des différences), les fonctions hyperboliques admettent
des réciproques, qui sont notées argsinh, argcosh, et
argtanh.

La fonction argsinh: R — R est tout simplement la
fonction inverse de sinh.

La fonction argtanh, par contre, est définie seulement
sur |— 1,1[ (c’est-a-dire l’intervalle image de R par tanh);
elle est alors caractérisée par :

argtanh x est ’unique réel u tel que tanhu = «.

sinht :=

sinht et —et

tanht := =
cosht et et

Pour argcosh, les choses sont aussi compliquées
qu’en trigonométrie ordinaire, puisqu’il faut
a la fois restreindre les ensembles de départ
et d’arrivée de cosh pour obtenir une bijection.

On obtient que argcosh est définie sur [1, +00)
(c’est-a-dire sur l’intervalle image de R par cosh)
et est caractérisée par :

argcosh x est ’unique wu réel positif

tel que coshu = «

et 4 et
2

(ne pas oublier le positif).

21
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Exemple

Calculer
/ vV x2 —1dx

dans le domaine > 1.

/mdw

x = coshu,
ou (préférable)
u = argcosh x

dx = sinh u du

Calculer
/ Va2 —1dx

dans le domaine = > 1.

/\/ cosh?u — 1 sinhudu

/v sinh?w sinh u du

/sinhzu du (car u et sinhu > 0)

N[ =

N = NI

N =

N[ =

/[cosh(2u) —1]du
sinh(2u) — %u +C
(sinhu)(coshu) — fu + C
1Y

[cosh2u -1 2 coshu — %u—i— C

r\/ 2 —1 — %argcoshw+ C

23
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Calculer . h
/ v —1dx

1 dans le domaine z > 1.

Remarque : Pour traiter /\/ 1 — x2 dz plutdt que

/ v/ 2 — 1 dx , aucun aspect hyperbolique intervient.

cos 6

Le changement de variable § = arcsin x donne le résultat : .
ou mieux,

6 = arccos(1/x) € ]0,7/2]

/\/ 1—z2der — /\/ 1 — sin®0 cos 6 do donne dp = o

4 cos? 0
= /cos20d0 = 5/(cos(2¢9) + 1) de /mdw _ /mms_zesinede
= isin(%’) +50+C — /m cos~20sin@do (car 1 + tan? = 1/ cos?)
= % {sinfcos6 + 0} + C = /tan0 cos™20sinfd (car tand > 0 )
= % {mm—i— arcsin a:} + C. N = / :::"Z de

sin?0

Pour calculer / df on peut écrire

COos

sin?6 do 1
/ a0 = / - / 0
cos36 cos36 cos 0

et calculer séparément les deux intégrales. ..

Exemple (le méme)

Calculer

/\/ r?2 —1dx / o _ <1—}—sin0>+lsin9 e
cos360 at 1 —sin® 2 cos26
dans le domaine x > 1. / do :1ln<1+sin9>+c
J cos@ 2 1 —sin®

mais sans utiliser les fonctions
hyperboliques
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Suite au retour a la variable x on obtient la réponse

/\/ccz—ldzc = %\/mz—l—%ln(w+\/cc2—1)+c

En passant par les fonctions hyperboliques on avait trouvé

/\/wz—lda: = %\/1‘2—1 —%argcoshw—{—C’

?

Proposition. On a, pour * > 1:
argcoshx = In (az +vz2 -1 ) .

Démonstration. Mettons 8 := argcoshx > 0.
Alors 0 satisfait 1’équation

ee—i—e_e = 2z — eze+1 = 2zxef.
Posons X := € > 1. Alors

2¢ £V 4x?2 — 4
2

— X =z++V22—-1 (car X > 1)

On en déduit

argcoshx = 6 = InX = ln(:c—l—\/ m2—1) . .

X?2-—22X4+41 =0 — X =

29

30

Proposition.

argcoshx = ln(:c—l—\/:c2—1> (x>1)
argsinh x :ln(m—l—\/:v2—|—1> (x € R)

1 1
argtanhx = Eln( -|—:13) (lz| <1)
[argcoshw], = — (z>1)
[argsinhw], = —— (z€R)

[argtanha)}/ = {2 (Jz] < 1)

31

Pour le calcul des primitives, les fonctions
hyperboliques et leurs réciproques sont
le plus souvent utiles lorsque le terme

v 2 + a2

ou
v/ a2 £+ x2

est présent.

(mais elles ne sont pas strictement essentielles)

On n'en parlera trés peu...
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fonction primitive fonction primitive
ot
x% (a#—1) po 1/x In|x|
e e* cosx sinx
sinx —cosx tanx —In|cosx|
sinhx coshx coshx sinhx
1 1 .
arctanx arcsinx
x2+1 1—x2
1 1
ln(x+\/x2+l) (Ix] > 1) ln‘x+\/x271‘
x2+1 x2—1
! inh 1 h
e argsinhx = (x>1) argcoshx
L4 eg e
tableau definitif
fonction primitive fonction primitive
1
x% (o #-1) x4 1/x In|x|
a+1
e* e* cosx sinx
sinx —cosx tanx —In|cosx|
sinhx coshx coshx sinhx
1 1 X 1 L (X
Tra? (a#0) - arctan (;) = (a>0) arcsin (E)
: 0 argsinh (= : 0) | argcosh (=
et (a>0) argsin| (;) s (x>a>0) argcos (;)
1 1
(@ #0 1n(x+ x2+a2) x>a>0 ln<x+ x27a2)
s (@#0) — )
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Le club trés fermé des fonctions dites élémentaires

les polynémes agz™ + a1z ' +azx” 2+ ...an_1¢+ an

Inz

sinx

Ccos T

tanx

sinh @

coshx

tanh x

+ les fonctions
engendrées

logpz =Inz/Inb

1
:/—dt
Ji t

= la réciproque exp de In a® = exp (zlna)

compliquée. ..

(5 -%)
=sm| ——x

2 Rq: les deux fonctions In et sin

_ sme servent a tout engendrer

COsS T

et —e %
T2

e* +e T
N 2 . . .

+ certaines réciproques

. sinh @ . e —e %
" coshzx er + e~ ®

Exemple La fonction

In(7 + cos(z? + 3z + 1))
14 x4

est obtenue en utilisant la composition de fonctions
élémentaires, ainsi que les opérations arithmétiques.

Le club est-il fermé sous l'intégration 2 NON

Exemple La fonction

b t2
T —> e’ dt
0

ne peut pas étre exprimée par les fonctions
élémentaires (c-a-d, en utilisant la composition
et les opérations arithmétiques)
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Les fonctions de base sont caractérisées par
une équation différentielle :

Inx y'(x) =1/z,y(1) =0

e” y' =y,y(0) =1

sin x y”"+y =0,y(0) =0,y’(0) =1
cos T y"+y=0,y(0) =1,y'(0) =0

tan x y' =14+y%,y(0) =0
sinhz  y”’—y=0,y(0) =0,y'(0) =1

coshz  y”"—y=0,y(0) =1,9'(0) =0

Techniques d’intégration: résumé

e Directement d’apres la définition
e On reconnait une primitive d’apres le tableau
e On fait une réécriture qui simplifie

e On reconnait la forme f(yp(x))¢’(x) ou une
primitive pour f est connue

e Intégration par parties

e Réduction d’ordre

e Décomposition des fractions rationnelles
e Changement de variable t = ()

e Fraction rationnelle f(sinx,cosx)

37

38

Exemple Trouver/ 0

cos @
On écrit

/ do _/cosGdO_/ cos 0 do
cosO cos20 1 — sin? 0

du ] ]
= / 1 5 (ayant mis u = sin )
—u

—du
z/fu—nw+n
(-1/2)du (1/2) du
S u—1 w1
:—%ln|u—1| + %ln|u+1| +C

= —1In|sinf—1| + IIn|sin6+ 1| +C
= —%ln(l —sin @) + %ln(l—i-sin@) +C

1+ siné
2 1—siné@ +

Exemple sin’6 do
Déterminer / -
cos40

On trouve

sin?0 do

cos40

39
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Exemple

do cos 0 do
/cos30 - / cos? 0
_ cos 60do
B / (1 — sin? )2

= [y

(o1 on a posé u = sin#@)

B / (u— 1)2?u +1)2

41

1
(u—1)2(u+1)2

1 1 1
4 4 4
u—1+(u—1)2+u+1 (u+1)2

1
4

On a par conséquent

du

(u —1)*(u+1)2

1
Z{—1n|u—1|—(u—1)—1+1n|u+1|—(u+1)—1}+c

4

e

(On note que u = sin @ sera dans |— 1,1[.)
42

D’ou la réponse

/ ae
cos30

exemple

/ arcsinxz dx

4

Calculer

1] 1+ sin@
1—sin@

, sin@
+ 3 +C

cos26

/ arcsinx dx

/(m)’(arcsin x)dx

x arcsin x

x arcsin x

x arcsin x

x arcsin x

+

/(:13) (arcsinz)’ dz

/(a:)( 1_m2)d:c
rxdx
Vi—z2 +C

43
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n 2 d
Déterminer / % Afin d’avoir = 2sin 6, on pose 0 := arcsin(z/2).
4 —x

On trouve ensuite

I.— / x? dx B / 4sin%0 x 2cos 0 do
(4 — 322)5/2 (4 — 4sin20) 5/2

Les deux prochains exemples exigent
deux ou trois étapes

. / 8 sin?0 x cos 6 do
45/2 (1 — sin20)5/2

. / 8 sin%0 x cos 0 dO
32 (cos2t9)5/2

(car cos 6 > 0)

/ 8 sin?6 X cos 0 dO

32 (cos®0)
_ 1/ sin’6 d
45 4 cos%6
2 A ce stade on a :
Exemple peaterminer / _ wdr ]
(4 — 1:2)5/2 z? dz . [ sin“6d6
YR
(4 — x2) cos
Afin d’avoir x = 2sin 6, on pose 0 := arcsin(z/2). - -
ol 0 = arcsin .
- ” (x/2) 2 .,
D’ou —3 <0 < 3 et dr = 2cos6do.
0
1 © L’exemple précédent montre que
RS B S vV 4—x2
/sin20d0 L an® 0+ C .
—————— = z tan tanf — 5
arcsint cos*0 ° — V4 —x2
1 1 t D’ott
: : 1 1 23 1 23 o
= — X — = —
4 3 (4_w2)3/2 12 (4—ZC2)3/2
_g arcsin'(t.) = 11—t2
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Exemple Le changement de variable
Trouver r = tan0l <—> 0 = arctanx

/ dx se suggere, a cause de l’identité
V14 x2 X

1 + tan?0 = .
cos2 0

On adz = (tan6)’df = dO/ cos?6, et l’intégrale devient

/ dx _)/ deo _/ do
VvV 1+ x2 cos20 x L cos 0

cos @

(on sait que cos 0 > 0 puisque 0 = arctanx € |— 7 /2,7/2[)

do

cos 6

Il s’agit maintenant de calculer /

49

Rappel

/ do 1 (1—|—sin9>+c
= =-In| —
cos 6 2 1 —sin@

50

On a par conséquent

/ dx _/ de
Vitzz cos 6
1+ sin@
=iln(—"F— (o)
2 n<1—sin0>+
1n(1+sin(arctanm))+c

1 — sin(arctan x)

=

—?

=m(z+Va2+1)+C

(suite au remplacement de sin(arctan x) par x/+/1 + x2))

V1+x2

une application géométrique en détail
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Exemple : calculer la longueur de la courbe

(b,6%)
y = 2°
entre les points (0,0) et (b,b?).
(0,0)
‘ Archimeéde Y
(3 siecles
av. J-C)
Rappel : calculer l'aire
sous la parabole b3/3 > T

53

Exemple : calculer la longueur de la courbe
y — mz (b’b)
entre les points (0,0) et (b,b?).

(0,0)

Théoréme Soit f une fonction de classe C* sur [a,b],
et soit C la courbe représentative
de f sur [a,b]. Alors

b
Longueur (C) = / V14 fl(x)? dz.

b
Il s’agit donc de calculer / vV14+4x? dx
)

54

L’identité 14422 = 1+4(Ltan0)?
1
1+ tan®?0 = 1/cos? 0 T cos20
motive le changement de variable
dr = %d@/ cos?0
6 = arctan(2z) —> x = ;tan6

Puisque (tanf)’ = 1/cos? 6, on obtient

do
/\/1—{—4:1:2 de — %/

cos3 6
(On a pris cos @ > 0 parce que —3 < 0 < 5 = cosf > 0)

55

On avait calculé

do 1+ sin6 in 0
/ :1m<+w1>+;ﬂn e

cos36 4 1 —sin@ cos20

On a donc

do
/\/1—|-4:c2 der = ;/

cos3 6
1+ sin@ sin @
= lp({—""" 1 C
8 n(l—sin0>+4cos20 +

ou sinf = sin(arctan(2x)) = 2x/v1 + 4x2.
V14 4x2
Et cos® = cos(arctan(2x)) = 1/+v/1+ 4z2. 0

1
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On a donc

b V14 4x2
/\/1+4w2 dx 2w
0 ]
. . 2]
_ %ln 1—|—an0 +ism0 1
1—sin6 cos?6 |,

oi1 sinf = sin(arctan(2b)) = 2b/+/1 + 4b2
et cosf = cos(arctan(2b)) = 1/+/1 + 4b2.

= (26 + V1467 ) + 1bV1 + 482

= la longueur de la courbe
entre les points (0,0) et (b,b?).
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KH 5

Kholle 5 (20 minutes)

3
1. Trouver [ := /Md@
1 —sin@
dx
2. Calculer J.—/ (4—x2)3/2

58

cos’ 6

1.T I:= do
rouver [ —sin® KH 5

d . T4

2. Calculer J::/—x Corrlge

(4—x2)3/2
1.
cos’ 0 cos 6 (1—sin?0 cosf (1 —sin®)(1+sin0)
"= 1o _/ 1—sme 46 = / 1—sin® a6
:/cos6(1+sin9) de = /cos@d@—i—/cosesmed(-):s1n9+§s1n29+C

2. On pose 6 = arcsin(x/2), d’ott x = 2sin 0, dx = 2cos 0 d0, et

- 2cos6dO cos6doO cos0do 00
/43/2 1—sm29 3/2 8/ (cos2)3/2 4/ cos30 (car cos & > 0)
4/00529 - tan9+C
Ztan(arcsm(x/Z)) +C
1 X

=-—=——+C.
tVa-x 59

Fin du huitiéme cours
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