
 Analyse II : Intégration et approximation 
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cours de Francis Clarke

CM6 : 

1. Intégrales impropres (suite et fin)
2. Les fonctions arcsin et arccos
3. Changements de variable adaptés
4. Euler
5. KH4 + préparation partiel

Partiel 1 : 23 mars
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1 Optimal Control Oct 2010It is of interest to show that T is continuous, and that T is smooth on the open set

which is the complement of the switching curve S. However, T is nondifferentiable,
and indeed, fails to be locally Lipschitz, at points onS.
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Fig. 1.1 The switching curve

1.3 An extended PMP; statement only, and conseq

FC→ Now, say: more general model, less regularity.Now less regularity, U(t), meas in t...can have U(t) L2
bounded...BUT: u not bdd here

FC→ QUESTION: why prove NC in a non existence context?Possible answers: technical, theor tool. Even pf of relaxed PMP would use such
NC? Really?

Used in indirect existence method, perhaps?

We do Theorem
extpmp1.7 below, an advanced version of PMP. Pf is an application of

Theorem
6th1
1.26

We consider the following problem (P) of optimal control :
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1.3 An extended PMP; statement only, and conseq

FC→ Now, say: more general model, less regularity.
Now less regularity, U(t), meas in t...can have U(t) L2 bounded...
BUT: u not bdd here

FC→ QUESTION: why prove NC in a non existence context?
Possible answers: technical, theor tool. Even pf of relaxed PMP would use suchNC? Really?

Used in indirect existence method, perhaps?

We do Theorem
extpmp
1.7 below, an advanced version of PMP. Pf is an application ofTheorem

6th1
1.26

We consider the following problem (P) of optimal control :

1
y = 1/x

On construit un verre à champagne (une flute)

infini par la rotation du graphe de la fonction

f(x) = 1/x (x � 1) autour de l’axe des x.

On s’intéresse à son volume (solide de 
révolution) et son aire (surface de révolution)

Volume = π

� b

a

�
f(x)

�2
dx.

Aire = 2π

� b

a
f(x)

�
1 +

�
f �(x)

�2
dx

Pour l’aire de la trompette (f = 1/x) on trouve:

A = 2π

� ∞

1

1

x

�
1 + (−1/x 2)2 dx

= 2π

� ∞

1

√
1 + x 4

x 3
dx

Pour son volume:

V = π

� ∞

1

1

x 2
dx

des intégrales 
impropres 
de type 1 

3

4



V = π

� ∞

1

1

x2
dx

= lim
b→∞

π

� b

1

1

x2
dx

= lim
b→∞

−π
1

x

����
b

1

= π − lim
b→∞

π

b
= π.

(si cette limite existe)

le volume

= 2π

� ∞

1

√
1 + x 4

x 3
dx

≥ 2π

� ∞

1

√
x 4

x 3
dx

= 2π

� ∞

1

1

x
dx = lim

b→∞
2π

� b

1

1

x
dx = lim

b→∞
2π ln b = +∞

l’aire A

(on n’a pas de primitive)

(si cette intégrale a un sens)

On voit par comparaison que l’aire vaut +! 

5

6

Rq : Dans l’exemple ci-dessus, l’aire 
vaut + infini et le volume est fini.
Il est naturel de demander si le 
contraire peut arriver.

Exer : Montrer que non ; c-à-d, 
si l’aire est finie, alors le volume 
l’est aussi.

Intégrales impropres de type 2
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On a étudié ci-dessus des intégrales où l’intervalle 
sous-jacent est non borné. La fonction f était, elle, 
très correcte (continue). 

Il existe une autre sorte d’intégrale impropre, où 
l’intervalle est borné mais la fonction (tout en étant 
continue dans l’intérieur de l’intervalle ouvert) est 
non bornée en un des deux points du bord.

Exemple:
� 1

0
x−1/2dx

Peut-on associer une valeur à cette 
intégrale? On va voir que oui...

f(x) =
1

x1/2

Pour fixer les idées, traitons le cas où f est continue sur
l’intervalle [ a + � , b ] pour tout � > 0, mais non bornée sur
[ a, b ] (donc la difficulté est au point a). Par exemple, f
pourrait admettre une asymptote verticale en a.

L’intégrale � b

a+�
f(x) dx

étant bien définie pour tout � > 0, on peut considérer
la limite lorsque � → 0. Quand cette limite existe (dans R),
on dit que l’intégrale impropre

� b

a
f(x) dx

existe, ou converge ; sa valeur est par définition celle
de la limite.

Quand la limite vaut +∞ ou −∞, on dit que l’intégrale
diverge vers cette limite.
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Exemple: Est-ce que l’intégrale impropre

converge?

� 1

0

1

x
dx

En clair, on demande si la limite
suivante existe ou pas:

lim
� ↓ 0

� 1

�

1

x
dx

1/x

x

5

Pour � > 0 on calcule

� 1

�

1

x
dx = lnx

����
1

�

= ln 1 − ln � = − ln �.

On en déduit que l’intégrale impropre

� 1

0

1

x
dx

diverge vers +∞.

� 1

0

1

x
dx La difficulté (l’impropreté?) a lieu en 0
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De façon plus générale, on prouve
que l’intégrale impropre

� 1

0

1

x p
dx

diverge vers +∞ quand p ≥ 1,
et converge vers 1/(1 − p)
lorsque 0 < p < 1.

(L’intégrale n’est pas impropre
lorsque p ≤ 0.)

Exemple:

Vrai ?

� 1

0
x−1/2dx

= 2x1/2

����
1

0

= 2

La comparaison nous aide à nous 
rappeler de ces convergences...

Oui, car

� 1

�
x−1/2dx

= 2x1/2

����
1

�

= 2 − 2
√
�

→ 2 .

L’intégrale impropre

� 1

0

1

x p
dx

diverge vers +∞ quand p ≥ 1,
et converge vers 1/(1 − p)
lorsque 0 < p < 1.
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1

x

1

1

Donc, par exemple,

� 5

0

1
√
x

dx converge

� 7

0

1

x7
dx diverge

� ∞

8

1
√
x

dx diverge

� ∞

4

1

x10
dx converge

1

xp
(p > 1)

1

xp
(p < 1)

Retour à un exemple choquant Calculer

� 1

−1

dt

t4

Pourtant, la fonction 1/t4 est positive!

Comment son intégrale peut-elle être négative?

On avait, avec une désinvolture flagrante, calculé:

� 1

−1

dt

t4
=

−1

3t3

����
1

−1

=
−1

3(1)3
−

−1

3(−1)3

= −
1

3
−

1

3
= −

2

3
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En réalité, le calcul ci-dessus est absurde parce 
que la fonction n’est pas continue sur 
l’intervalle en question (en fait, elle explose...)

f(t) =
1

t4
Ceci n’est pas une 
intégrale impropre 

telle que nous 
discutons

� 1

−1

dt

t4

Par contre, la présence des intégrales impropres donne 
encore une raison de justifier l’existence et le calcul 
des intégrales que nous rencontrons...

Exemple
1. (a) Pourquoi l’intégrale I :=

� 1

0

ex dx
√

ex − 1
est-elle impropre ?

(b) Étudier I.

1. (a) Parce que la fonction f(x) :=
ex

√
ex − 1

admet un asymptote

vertical en x = 0 (c-à-d, limx↓0 f(x) = +∞).

(b) On trouve

�
ex dx

√
ex − 1

= 2
√

ex − 1 + C, d’où, pour � > 0

petit, on a (par le théorème fondamental)

I� :=

� 1

�

ex dx
√

ex − 1
= 2

√
ex − 1

����
1

�

= 2
√

e − 1 − 2
√
e� − 1 .

Puisque lim�↓0 I� = 2
√

e − 1 , on en déduit que l’intégrale impropre

I converge, sa valeur étant 2
√

e − 1 .
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Exemple
Etudier la convergence de l’intégrale impropre

� π/2

0
tan θ dθ

y

π

2
−

π

2

y = tanx

x
3π

2

−3π

2
0

19
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Exemple
Etudier la convergence de l’intégrale impropre

� π/2

0
tan θ dθ

L’aspect impropre provient du point θ = π/2,
où tan n’est pas définie, puisque cos(π/2) = 0.

Pour 0 ≤ θ < π/2, on a cos θ > 0.

On peut donc écrire

� π
2
−�

0
tan θ dθ = − ln(cos θ)

����

π
2
−�

0

= − ln
�
cos(

π
2
− �)

�
+ ln(cos 0)

= − ln
�
cos(

π
2
− �)

�
+ ln 1

= − ln
�
cos(

π
2
− �)

�

Lorsque � ↓ 0, le terme cos(
π
2
− �) tend

vers 0 (par la continuité de la fonction cos).

On voit alors que l’intégrale tend vers

(ou diverge vers) +∞.

fonction primitive

xα (α �=−1)
xα+1

α +1

1
x

ln |x |

eax (a �= 0)
eax

a

cosx sinx

tanx − ln |cosx |

1√
a2 − x2

(a > 0) arcsin
� x

a

�

1
a2 + x2 (a �= 0)

1
a

arctan
�x

a

�

Les autres fonctions 
trigonométriques réciprocques :

arcsin, arccos

21

22

5

sinx

π−π

Sur [-"/2,"/2], la fonction est croissante.
On choisit cet intervalle, en ce qui concerne les valeurs de la 
réciproque. Contrairement au cas arctan, il faudra aussi 
contraindre le domaine de la réciproque à l’intervalle [-1,1].

5

x 

π

2
−

π

2

y = sinx

t

x x

1

−1

Définition : arcsin cette valeur de =  t x

Pour chaque t ∈ [−1, 1] il existe un seul

x ∈ [−π/2,π/2] tel que t = sinx.
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t

�

Par le théorème général, on sait que arcsin
est dérivable sur

�
−1, 1

�

arcsin�(sinx) cosx = 1=⇒

On a arcsin(sinx) = x pour x ∈ (−π/2 ,π/2) .

arcsin�(t) =
1

cosx

=
1

�
1 − sin2x

(car cosx ≥ 0)

=
1

√
1 − t2

=⇒

Résumé:
la fonction arcsin

Remarque: la dérivée devient infini au 
bord du domaine 

5

π

2

−
π

2
arcsin�(t) =

1
√
1 − t2

arcsin t

−1 1 t

25
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De façon similaire, on définit arccos.

Mais contrairement au cas de sinus, 
l’intervalle sous-jacent [-!/2,!/2]

 ne convient pas.

5

sinx

π−π

Sur [-"/2,"/2], la fonction est croissante.
On limite la définition de la réciproque à cet intervalle.

27
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5

π−π

Sur [0,"] , la fonction est décroissante.
On choisit cet intervalle pour les valeurs de la réciproque. 
A nouveau, comme pour arcsin, le domaine de la réciproque 
sera [-1,1].

cosx

Résumé:
la fonction arccos

Remarque: la dérivée devient infini au 
bord du domaine 

5

−1 1 t

arccos t

arccos �(t) =
−1

√
1 − t2

π

29
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Résumé: les fonctions trigonométriques réciproques

5

π

2

−
π

2
arcsin�(t) =

1
√
1 − t2

arcsin t

−1 1 t

π

2

−
π

2
arctan�(t) =

1

1 + t2

arctan(t)

t

5

−1 1 t

arccos t

arccos �(t) =
−1

√
1 − t2

π

Application aux primitives

�
dt

√
1 − t2

= arcsin t + C

�
du

1 + u2
= arctanu + C

� −dt
√
1 − t2

= − arcsin t + C

= arccos t + C

=⇒ arccos t + arcsin t = K

=⇒ arccos t + arcsin t =
π

2

Il n’y a aucune autre formule raisonnablement simple
liant les fonctions trigonométriques réciproques
(si on en applique une, on se trompe). Il est faux,
par exemple, que arctan = arcsin / arccos.
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De façon plus générale

�
dx

�
a2 − x2

= arcsin

�
x

a

�
+ C (a > 0)

�
dx

x2 + a2
=

1

a
arctan

�
x

a

�
+ C (a �= 0)

tableau minimal de primitives à connaître

fonction primitive fonction primitive

xα (α �=−1)
xα+1

α +1
1/x ln |x |

ex ex cosx sinx

sinx −cosx tanx − ln |cosx |

1
x2 +a2 (a �= 0)

1
a

arctan
� x

a

� 1√
a2 − x2

(a > 0) arcsin
� x

a

�

Un changement de variable
 trouvé par Monsieur Euler

Il permet d’intégrer (en principe) toute 
fonction de la forme

où f est une fraction rationnelle
 en deux variables

f(sinx, cosx)

Par exemple

f(u, v) =
u2 + 6uv2 + 1

u3 + u2v4 + v + 2

33
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�
dx

3 + 5 sinx

Exemple

=⇒
1 + cos(x)

2
=

1

1 + t2

=⇒ cosx =
1 − t2

1 + t2

=⇒ cos(x/2) =
1

√
1 + t2

�
1 + t2

x/2

t

1

� �� �
dx =

2

1 + t2
dt , sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1 − t2

1 + t2

x = 2arctan t =⇒ t = tan(x/2) , et |x| < π

35

36



�
dx

3 + 5 sinx
=

� 2
1+t2

dt

3 + 5 2t
1+t2

=

�
2dt

3t2 + 10t + 3

=

�
3/4

3t + 1
dt −

�
1/4

t + 3
dt

=
1

4
ln |3t + 1| −

1

4
ln |t + 3|

=
1

4
ln

����3 tan

�
x

2

�
+ 1

���� −
1

4
ln

����tan
�
x

2

�
+ 3

���� +
C

x = 2arctan t =⇒ t = tan(x/2) dx =
2

1 + t2
dt

sinx =
2t

1 + t2

cosx =
1 − t2

1 + t2

3t2 + 10t + 3 = (3t + 1)(t + 3)

Remarque.

On peut simplifier le terme tan(x/2):

tan(x/2) =
sin(x/2)

cos(x/2)

=
1
2

2 sin(x/2) cos(x/2)

cos2(x/2)

=
1
2

sinx
1+cosx

2

=
sinx

1 + cosx

37
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On n’utiliserait PAS le changement de variable de 
Euler pour

�
cos 3x sin 2 x dx

�
cos 3x sin 2 x dx =

�
cosx (1 − sin 2x) sin 2 x dx

=

�
cosx (sin 2x − sin 4x) dx

=
1

3
sin 3x −

1

5
sin 5x + C

Il vaut mieux faire une réécriture:

Avec le changement de variable, on obtiendrait

�
8 t2(1 − t2)3

(1 + t2)3
dt

(fraction rationnelle
impropre)

Une autre classe de fonctions dont 
l’intégration se fait (en principe) par les 

fractions rationnelles:

f

�
t ,

n

�
a t + b

c t + d

�

(f étant toujours une fraction rationnelle
en deux variables)
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f

�
t ,

n

�
a t + b

c t + d

�

(f étant toujours une fraction rationnelle
en deux variables)

On pose

x =
n

�
a t + b

c t + d

et l’on tourne la manivelle. . . à la fin,

il résulte une fraction rationnelle en x !

� �
t

t + 1
dt x =

�
t

t + 1

x2 =
t

t + 1
, t = −1 + 1/(1 − x2)

dt =
2x

(x2 − 1)2
dx =⇒

�
2x2

(x2 − 1)2
dx

2x2

(x2 − 1)2
=

1/2

x − 1
+

1/2

(x − 1)2
−

1/2

x + 1
+

1/2

(x + 1)2

Exemple

41
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2x2

(x2 − 1)2
=

1/2

x − 1
+

1/2

(x − 1)2
−

1/2

x + 1
+

1/2

(x + 1)2

�
2x2

(x2 − 1)2
dx =

1
2

�
ln |x−1|−

1

x − 1
− ln |x+1|−

1

x + 1

�
+C

D’où

�
t

t + 1

Et

� �
t

t + 1
dt =

cette fonction, en remplaçant x par

Leonhard 
Euler

1707-1783
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18501700 18001650 1750

Frédéric le Grand

Catherine la Grande

Voltaire

Maupertuis

Euler 1707-1783

1900

Lagrange

d’Alembert

Gauss

Laplace

Riemann

Cauchy

Weierstrass
Galilée

Newton

Fermat
Huygens

Descartes

Leibniz
Bernoulli (Jean)

• Académie de Berlin (34 à 59)
        Frédéric le Grand,  Maupertuis,  Voltaire

04/02/2007 12:01 PMEuler Portraits

Page 1 of 4http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/PictDisplay/Euler.html

Leonhard Euler

• prodige

• mémoire eidétique

• calcul mental

• université à 14 ans

• Johann Bernoulli

• théologie 

Né à Bâle (Suisse) en 1707 

• Académie de Saint-Pétersbourg (59 à 76)
                                                Catherine la Grande,  école russe

• Académie de Saint-Pétersbourg (19 à 34)
                                                                Catherine I

      maths
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Leonhard Euler

mathématiques pures : 
théorie des nombres, algèbre, séries, 
calcul différentiel et intégral, géométrie, 
topologie, variables complexes, 
probabilités, combinatoire...

Travaux

  (maths + phys math + ingénierie méca)
    

1
3

• aveugle dès 1771
• une publication par semaine en 1775

• 800 publications (+ correspondance)
• Omnia Opéra : 80 volumes 
• entre 1725 et 1800, Euler =

mathématiques appliquées : 
science navale, mécanique, optique, 
hydrodynamique, élasticité, champs 
électrique, analyse numérique, 
acoustique, musique, astronomie...

2587 pages

  12 

 
 Integral calculus seems to be about differential equations and antiderivatives. It is 
not about curves or areas.  Later he writes (page 9, paragraph 16) 
 

Certain of what is treated in later parts of these elements has greatest 
use in Mechanics and in the doctrine of fluids.  On account of this, 
only the very first rudiments of these things will be treated, and our 
second book of integral calculus will be sterile of such commentary, 
which, though it has long been necessary, very little has yet been done.  
When it is done, it will be seen to confer a great many scientific 
advances. 

 
 Euler draws his line even 
more sharply.  His treatment of 
integral calculus will include no 
applications, either.  This leaves 
just pure, sterile analysis.  
 
 The text itself is stark and 
fast moving.  After a 
“praenotanda” on the nature of 
integral calculus, the curriculum is 
structured about a long sequence of 
“problems,” each followed by a 
solution, and usually several 
corollaries, scholions and 
examples.  The first two volumes 
have 173 such problems, the 
numbers continuing from one 
volume to the next.  The third 
volume has 88 problems, with 
twenty more problems (and seven 
illustrations!) in an appendix on the 
calculus of variations. A typical 
problem is number 79 from the first volume: 
 

612. If : z!  denotes a function of z such that  

4
: dzz

A Czz Ez
! =

+ +
" , chosen so that it vanishes when z = 0, then 

to investigate the comparisons among such kinds of functions. 
 
 The kinds of “comparisons” Euler means are relations like 

: : : 0p q r! +! +! = .  Some readers will recognize this as one of the arc length sum 
formulas for elliptic integrals.  As we mentioned, the text is fast moving. 
 This problem is followed by its solution three corollaries and two scholions. Work 
a few pages earlier makes it clear how such formulas are related to angle-sum identities 

  10 

IV. If ( )( )ln lny p q=  with p 
and q being any functions of x, by 
the product rule given before 

ln lndp dqdy q p
p q

= + . 

 
 This, and eight other such 
examples, take the place of exercises in 
this and other chapters.  Another delightful 
example of the chain rule appears on page 
110: 
 

If 
xeey e= , then 

xe xe e xdy e e e dx= . 
 
 Euler bases his entire approach on 
the relations between an arithmetic 
sequence of values of the independent 
variable, , , 2 , 3 , 4 ,etc.x x x x x! ! ! !+ + + + , and the corresponding values of the 
dependent variable, which, for want of subscript notation, he writes 

, , , , ,etc.I II III IVy y y y y  He defines first differences as , , etc.I I II Iy y y y y y! = " ! = " , 
then second differences, and so forth.  Only after he as developed as much theory of 
differences as he can does he take # to be an infinitely small number and get his 
differentials. 
 Some people criticize Euler for failing to pay attention to the rigorous foundations 
of the calculus.  This criticism is unjustified.  Euler takes great pains in his Preface to try 
to secure the foundations, with explanations like this (page viii): 
 

To many who have discussed the rules of differential calculus, 
it has seemed that there is a distinction between absolutely nothing and 
a special order of quantities infinitely small, which do not quite vanish 
completely but retain a certain quantity that is indeed less than any 
assignable quantity.  Concerning these, it is correctly objected that 
geometric rigor has been neglected.  … 

 
 Euler goes on to try to justify the foundations of calculus.  He did not neglect 
them; he merely failed in his attempts to make them rigorous. 
 
 In the Calculus differentialis, Euler’s conversion from Geometer to Analyst is 
complete.  None of the chapter titles mention curves.  There are no illustrations in the 
entire text, no differential triangles, no tangent lines.  The objects of study are functions, 
given by rules or as series.   

• Calcul différentiel et intégral                        
1755-1770

• Algèbre  (russe, allemand, français, latin, anglais..)

1770

Publications : quelques points forts

1768
• Lettres à une princesse d’Allemagne 

bestseller

  8 

 
 A few of the chapter titles from the first book of the Introductio, on the other 
hand, are 
 
I. On Functions in General 
II. On the Transformation of 

Functions 
IV. On the Development of Functions 

in Infinite Series 
VI. On Exponentials and Logarithms 
XII. On the Development of Real 

Rational Functions 
XIII. On Recurrent Series 
XVIII. On Continued Fractions 
 
 All of these chapters are about 
functions, not about curves.  Even chapters 
like VI, XIII and XVIII that do not 
mention functions in their title deal with 
functions as the primary objects.  Curves 
play no role. 
 
 The second volume of the 
Introductio, though, has an entirely 
different emphasis.  It is about curves, and 
how to use analysis to understand curves.  
A few of its chapter titles are: 
 
I. On Curves in General 
III. On the Classification of Algebraic Curves by Orders 
VIII. Concerning Asymptotes 
XIV. On the Curvature of a Curve 
XIX. On the Intersection of Curves 
XXI. Transcendental Curves 
 
 It is widely accepted that during the 18th century, Mathematics underwent a 
transformation from a geometric approach, as characterized by L’Hôpital, to an analytic 
one, as in Book I of the Introductio.  By 1755 when Euler published the Calculus 
differentialis, as we will see, he was almost completely committed to analysis over 
geometry, but in 1748, it seems he still had divided loyalties. 
 
 The mathematics of the Introductio itself is spectacular.  It is the first important 
book to treat trigonometric functions as functions rather than as measurements.  We see 
exponentials and logarithms for the first time in almost the same way we do them now, 
though Euler does use infinite numbers and infinitesimals in his calculations and 
derivations.  Because Euler used the symbols e and !   in the Introductio to denote those 

1748
• Introductio                        
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KH 4
+ Le partiel de 2015 et son corrigé

+ feuille de dix primitives...

Math Analyse II (séq 4) printemps 2016

Cours de Francis Clarke
Khôlle 4 (25 min)

1. Parmi les suivantes, indiquer la date de naissance de Leonhard Euler :

1583,1789,1707,1636,1815,1948

2. Trouver la solution y(x) de l’équation différentielle y � = 6xy2
qui satisfait y(0)= 1.

3. On s’intéresse à l’intégrale indéfinie I :=
�

2+ sinθ
cosθ sin

2θ
dθ , où 0 < θ <

π
2

.

(a) Mettre en œuvre un changement de variable qui transforme I en J :=
�

2+u
(1−u2)u2

du .

(b) Calculer J, et déterminer I par conséquent.

4. Expliquer pourquoi l’intégrale

�
0

−1

dx
x2 +2x+2

est bien définie, et calculer sa valeur.

5. Étudier l’intégrale impropre

� ∞

2

xdx
x2 −1

.

6. Simplifier l’expression sin(2arctanx)

49
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KH 4
corrigé1. 1707

2. On sépare : dy/y2 = 6xdx =⇒ −1/y = 3x2 +C.

On trouve C =−1 =⇒ y(x) = (1−3x2)−1
.

3(a) On pose u = sinθ . . . .

(b) La décomposition
2+u

(1−u2)u2
=

1

u
+

2

u2
+

3/2

1−u
+

1/2

1+u
donne

J = ln |u|− 2

u
− 3

2
ln |u−1|+ 1

2
ln |u+1|+C.

On remplace u par sinθ ; puisque 0 < sinθ < 1, on trouve la réponse

I = ln(sinθ)− 2

sinθ
− 3

2
ln(1− sinθ)+ 1

2
ln(1+ sinθ)+C

4. Le dénominateur de la fonction intégrée ne s’annule jamais ; la fonction est alors continue

sur la droite, donc intégrable sur tout intervalle, en particulier sur [−1,0]. On trouve la

primitive arctan(x+1) et ensuite la valeur arctan1− arctan0 = π/4.

5. On observe que la fonction intégrée est continue sur [2,∞[ , car c’est une fraction ration-

nelle dont le dénominateur ne s’annule pas dans l’intervalle concerné. On trouve

� xdx
x2 −1

= 1

2
ln(x2 −1)+C,

d’où JT :=
� T

2

xdx
x2 −1

= 1

2
ln(x2 −1)

����
T

2

= 1

2
ln(T 2 −1)− 1

2
ln3 .

Puisque limT→∞ JT = +∞, on en déduit que l’intégrale impropre J ne converge pas, mais

diverge vers +∞.

6.

sin(2arctanx) = 2sin(arctanx)cos(arctanx)

= 2× x√
1+ x2

× 1√
1+ x2

=
2x

1+ x2

2

KH 4
corrigé (suite et fin)

1. 1707

2. On sépare : dy/y2 = 6xdx =⇒ −1/y = 3x2 +C.

On trouve C =−1 =⇒ y(x) = (1−3x2)−1
.

3(a) On pose u = sinθ . . . .

(b) La décomposition
2+u

(1−u2)u2
=

1

u
+

2

u2
+

3/2

1−u
+

1/2

1+u
donne

J = ln |u|− 2

u
− 3

2
ln |u−1|+ 1

2
ln |u+1|+C.

On remplace u par sinθ ; puisque 0 < sinθ < 1, on trouve la réponse

I = ln(sinθ)− 2

sinθ
− 3

2
ln(1− sinθ)+ 1

2
ln(1+ sinθ)+C

4. Le dénominateur de la fonction intégrée ne s’annule jamais ; la fonction est alors continue

sur la droite, donc intégrable sur tout intervalle, en particulier sur [−1,0]. On trouve la

primitive arctan(x+1) et ensuite la valeur arctan1− arctan0 = π/4.

5. On observe que la fonction intégrée est continue sur [2,∞[ , car c’est une fraction ration-

nelle dont le dénominateur ne s’annule pas dans l’intervalle concerné. On trouve

� xdx
x2 −1

= 1

2
ln(x2 −1)+C,

d’où JT :=
� T

2

xdx
x2 −1

= 1

2
ln(x2 −1)

����
T

2

= 1

2
ln(T 2 −1)− 1

2
ln3 .

Puisque limT→∞ JT = +∞, on en déduit que l’intégrale impropre J ne converge pas, mais

diverge vers +∞.

6.

sin(2arctanx) = 2sin(arctanx)cos(arctanx)

= 2× x√
1+ x2

× 1√
1+ x2

=
2x

1+ x2

2

1

θ
x

�
1 + x2
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Le partiel de 2015 et son 
corrigé suivent...

Math Analyse II Cours de Francis Clarke Partiel du 22 avril 2015

L’utilisation de documents de toute nature, de calculatrices, de téléphones ou autres appareils
électroniques n’est pas autorisée. Le total des points est de 24 (la note étant plafonnée à 20).

1. (8 pts)

(a) Trouver la solution y(x) de l’équation différentielle y � = 6xy2
qui satisfait y(0) = 1.

(b) Calculer

� √
ex −1 dx en utilisant un changement de variable.

(c) Calculer

�
t 2

ln t dt en utilisant l’intégration par parties.

(d) Simplifier l’expression sin

�
2 arctan

� x
3

��
.

2. (6 pts) On définit une fonction x �→ f (x) par f (x) =
x

x2 +8x+20
.

(a) Pourquoi la fonction f est-elle définie et continue partout sur la droite ?

(b) Déterminer

�
f (x)dx.

(c) Prouver que l’intégrale impropre

� ∞

1

f (x)dx diverge vers +∞.

(d) Sans calculer sa valeur, prouver que l’intégrale impropre

� ∞

1

xdx
(x2 +8x+20)2

converge.

3. (5 pts) On s’intéresse à l’intégrale indéfinie I :=
�

2+ sinθ
cosθ sin

2θ
dθ , où 0 < θ <

π
2

.

(a) Mettre en œuvre un changement de variable qui transforme I en J :=
�

2+u
(1−u2)u2

du .

(b) Calculer J, et déterminer I par conséquent.

4. (5 pts) Soit f la fonction définie par f (x) =
1√

6x− x2
.

(a) Prouver que f est continue dans l’intervalle ouvert ]0,4[ .

(b) Déterminer

�
f (x)dx .

(c) Expliquer pourquoi l’intégrale L suivante est dite impropre : L =
�

3

0

dx√
6x− x2

.

(d) Montrer que L converge et trouver sa valeur.

ancien partiel : p. 1
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Math Analyse II Cours de Francis Clarke Partiel du 22 avril 2015

L’utilisation de documents de toute nature, de calculatrices, de téléphones ou autres appareils
électroniques n’est pas autorisée. Le total des points est de 24 (la note étant plafonnée à 20).

1. (8 pts)

(a) Trouver la solution y(x) de l’équation différentielle y � = 6xy2
qui satisfait y(0) = 1.

(b) Calculer

� √
ex −1 dx en utilisant un changement de variable.

(c) Calculer

�
t 2

ln t dt en utilisant l’intégration par parties.

(d) Simplifier l’expression sin

�
2 arctan

� x
3

��
.

2. (6 pts) On définit une fonction x �→ f (x) par f (x) =
x

x2 +8x+20
.

(a) Pourquoi la fonction f est-elle définie et continue partout sur la droite ?

(b) Déterminer

�
f (x)dx.

(c) Prouver que l’intégrale impropre

� ∞

1

f (x)dx diverge vers +∞.

(d) Sans calculer sa valeur, prouver que l’intégrale impropre

� ∞

1

xdx
(x2 +8x+20)2

converge.

3. (5 pts) On s’intéresse à l’intégrale indéfinie I :=
�

2+ sinθ
cosθ sin

2θ
dθ , où 0 < θ <

π
2

.

(a) Mettre en œuvre un changement de variable qui transforme I en J :=
�

2+u
(1−u2)u2

du .

(b) Calculer J, et déterminer I par conséquent.

4. (5 pts) Soit f la fonction définie par f (x) =
1√

6x− x2
.

(a) Prouver que f est continue dans l’intervalle ouvert ]0,4[ .

(b) Déterminer

�
f (x)dx .

(c) Expliquer pourquoi l’intégrale L suivante est dite impropre : L =
�

3

0

dx√
6x− x2

.

(d) Montrer que L converge et trouver sa valeur.

ancien partiel : p. 2

Analyse II Cours de Francis Clarke Partiel du 22 avril 2015 : correction rapide

1(a) On sépare : dy/y2 = 6xdx =⇒ −1/y = 3x2+C. On trouve C =−1 =⇒ y(x) = (1−3x2)−1
.

(b) On pose
√

ex −1 = u =⇒ ex−1= u2
, d’où exdx= 2udu =⇒ dx= 2udu/(1+u2). On trouve

� √
ex −1 dx =

�
2u2 du
1+u2

= 2

�
du−2

� du
1+u2

= 2u−2 arctanu+C

= 2
√

ex −1 −2arctan
√

ex −1 +C.

(c) On prend u�(t) = t2
et v(t) = ln t, d’où u = t3/3 et

�
u�v = uv−

�
uv� =

t3

3
× ln t −

� t3

3
× 1

t

=
1

3
t3

ln t − 1

3

�
t2 dt =

1

3
t3

ln t − 1

9
t3 +C.

(d) Soit θ = arctan(x/3). Alors sinθ = x/
√

x2 +9 et cosθ = 3/
√

x2 +9 (cosθ > 0 puisque −π/2 < θ <
π/2). Donc sin(2 arctan(x/3)) = sin(2θ) = 2sinθ × cosθ = 6x/(x2 +9).

2(a) f est le quotient de deux fonctions continues, et le dénominateur n’est jamais nul (le trinôme étant

irréductible).

(b)

� xdx
x2 +8x+20

=
� xdx

(x+4)2 +4
=

� u−4

u2 +4
du (où u = x+4)

=
� udu

u2 +4
−4

� du
u2 +4

=
1

2
ln(u2 +4)−4× 1

2
arctan

� u
2

�
+C

=
1

2
ln(x2 +8x+20)−2arctan

�
x+4

2

�
+C .

c)

� T

1

f (x)dx =
�

1

2
ln(x2 +8x+20)−2arctan

�
x+4

2

������
T

1

=
1

2
ln(T 2 +8T +20)−2arctan

�
T +4

2

�
− 1

2
ln29+2arctan(5/2) ,

qui tend vers +∞ lorsque T →+∞ (sachant que la fonction arctan est bornée).

(d) Pour x ≥ 1, on a 0 � x
(x2 +8x+20)2

� x
(x2)2

=
1

x3
. Puisque

� ∞

1

dx
x3

converge, il suit par compa-

raison que l’intégrale en question converge aussi.

ancien partiel corrigé : p. 1
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Analyse II Cours de Francis Clarke Partiel du 22 avril 2015 : correction rapide

1(a) On sépare : dy/y2 = 6xdx =⇒ −1/y = 3x2+C. On trouve C =−1 =⇒ y(x) = (1−3x2)−1
.

(b) On pose
√

ex −1 = u =⇒ ex−1= u2
, d’où exdx= 2udu =⇒ dx= 2udu/(1+u2). On trouve

� √
ex −1 dx =

�
2u2 du
1+u2

= 2

�
du−2

� du
1+u2

= 2u−2 arctanu+C

= 2
√

ex −1 −2arctan
√

ex −1 +C.

(c) On prend u�(t) = t2
et v(t) = ln t, d’où u = t3/3 et

�
u�v = uv−

�
uv� =

t3

3
× ln t −

� t3

3
× 1

t

=
1

3
t3

ln t − 1

3

�
t2 dt =

1

3
t3

ln t − 1

9
t3 +C.

(d) Soit θ = arctan(x/3). Alors sinθ = x/
√

x2 +9 et cosθ = 3/
√

x2 +9 (cosθ > 0 puisque −π/2 < θ <
π/2). Donc sin(2 arctan(x/3)) = sin(2θ) = 2sinθ × cosθ = 6x/(x2 +9).

2(a) f est le quotient de deux fonctions continues, et le dénominateur n’est jamais nul (le trinôme étant

irréductible).

(b)

� xdx
x2 +8x+20

=
� xdx

(x+4)2 +4
=

� u−4

u2 +4
du (où u = x+4)

=
� udu

u2 +4
−4

� du
u2 +4

=
1

2
ln(u2 +4)−4× 1

2
arctan

� u
2

�
+C

=
1

2
ln(x2 +8x+20)−2arctan

�
x+4

2

�
+C .

c)

� T

1

f (x)dx =
�

1

2
ln(x2 +8x+20)−2arctan

�
x+4

2

������
T

1

=
1

2
ln(T 2 +8T +20)−2arctan

�
T +4

2

�
− 1

2
ln29+2arctan(5/2) ,

qui tend vers +∞ lorsque T →+∞ (sachant que la fonction arctan est bornée).

(d) Pour x ≥ 1, on a 0 � x
(x2 +8x+20)2

� x
(x2)2

=
1

x3
. Puisque

� ∞

1

dx
x3

converge, il suit par compa-

raison que l’intégrale en question converge aussi.

ancien partiel corrigé : p. 2

3(a) On pose u = sinθ . . . .

(b) La décomposition
2+u

(1−u2)u2
=

1

u
+

2

u2
+

3/2

1−u
+

1/2

1+u
donne

J = ln |u|− 2

u
− 3

2
ln |u−1|+ 1

2
ln |u+1|+C.

On remplace u par sinθ ; puisque 0 < sinθ < 1, on trouve la réponse

I = ln(sinθ)− 2

sinθ
− 3

2
ln(1− sinθ)+ 1

2
ln(1+ sinθ)+C

4(a) La fonction 6x− x2
admet ses racines en 0 et 6 ; elle est strictement positive dans ]0,4[ , donc la

fonction x �→
√

6x− x2 est continue (composée de fonctions continues), ainsi que sa réciproque f .

(b) Puisque 6x− x2 = 9− (x−3)2
, on pose u = x−3 et l’intégrale devient

� du√
9−u2

= arcsin

�u
3

�
+C = arcsin

�
x−3

3

�
+C.

(c) La fonction f intégrée est continue sur ]0,3] mais admet un asymptote vertical en x = 0.

(d) Par (b) on trouve, pour ε > 0 petit,

�
3

ε

dx√
6x− x2

= arcsin0− arcsin

�
ε −3

3

�
,

ce qui tend vers −arcsin(−1) = π/2 quand ε ↓ 0. Donc L converge, et sa valeur est π/2.

ancien partiel 
corrigé : p. 3

3(a) On pose u = sinθ . . . .

(b) La décomposition
2+u

(1−u2)u2
=
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+
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+

3/2

1−u
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1/2

1+u
donne

J = ln |u|− 2

u
− 3

2
ln |u−1|+ 1

2
ln |u+1|+C.

On remplace u par sinθ ; puisque 0 < sinθ < 1, on trouve la réponse

I = ln(sinθ)− 2

sinθ
− 3

2
ln(1− sinθ)+ 1

2
ln(1+ sinθ)+C

4(a) La fonction 6x− x2
admet ses racines en 0 et 6 ; elle est strictement positive dans ]0,4[ , donc la

fonction x �→
√

6x− x2 est continue (composée de fonctions continues), ainsi que sa réciproque f .

(b) Puisque 6x− x2 = 9− (x−3)2
, on pose u = x−3 et l’intégrale devient

� du√
9−u2

= arcsin

�u
3

�
+C = arcsin

�
x−3

3

�
+C.

(c) La fonction f intégrée est continue sur ]0,3] mais admet un asymptote vertical en x = 0.

(d) Par (b) on trouve, pour ε > 0 petit,

�
3

ε

dx√
6x− x2

= arcsin0− arcsin

�
ε −3

3

�
,

ce qui tend vers −arcsin(−1) = π/2 quand ε ↓ 0. Donc L converge, et sa valeur est π/2.
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feuille de dix primitives...

Math Analyse II (séq 4) printemps 2016 cours de F. Clarke

Feuille de dix primitives à calculer

(a)
�

e
√

x dx

(b)
� cos3θ

1− sinθ
dθ

(c)
� dx

1
2 + sin2x

(d)
� dv

√
v +

√
v−2

(e)
� dx

x2 −2x

(f)
� tanθ

1+ cosθ
dθ

(g)
� t 2

1− t
dt

(h)
� dx√

x + 3√x

(i)
� dx

(4− x2)3/2

(j)
� 1

t 2 ln(1+ t 2)dt

Indications :

(a) commencer par un changement de variable naturel
(c) poser t = tanx, ou mieux x = arctan t
(e) factoriser le dénominateur
(h) le changement de variable x = y6 se suggère tout naturellement
(i) il est tentant de poser x = 2sinθ , ou θ = arcsin(x/2)
(a) à (j) : vérifier la réponse

Fin du sixième cours
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