Analyse II : Intégration et approximation
MAT1009L / séquence 4 / printemps 2016

cours de Francis Clarke

CMs:

1. Peut-on tout intégrer ?

2. Fonctions circulaires (rappel)

3. L’équation différentielle logistique
4. Les fractions rationnelles

5. La fonction arctan

6. Les intégrales impropres (type 1)

Analyse II Calendrier 2016 (les mercredi)

27 janvier cours TD
3 février  cours D
10 février cours T

TD

17 février cours -=— DSI
-24-février—cours——TID (congé de travail intensif chez soi)
2 mars cours TD

9 mars cours TD

16-mars———cours——7FD (CC en commun, on ne participe pas)
23 mars cours T = parﬁel 1

30 mars cours TD

6 avril cours D

13 avril cours T DS 2°?
20-avril——cours——TD- (congé de travail intensif chez soi)

27 avril cours TD
4 mai cours D par’rlel 27

CC final : entre le 30 mai et le 8 juin

Rappel Lintégrale suivante figure beaucoup
en proba-stats, a cause de la distribution / * —t dt
normale : 0

Elle n’est pas simplifiable, car la fonction

2
t— et

n’admet aucune primitive engendrée par les
fonctions élémentaires.

Etant continue, elle admet une primitive bien sir ;
par exemple, la fonction

xr — / et dt.
0

Rq: La fonction

2 ' 2
erf(z) = ﬁ/o e v dt

est présente sur beaucoup de calculettes.

Autres exemples de fonction n'admettant pas
de primitive explicite :

2 .
et e 1 .o siny
sin 22,

t’ v’ Inz’ Y

Mais les fonctions suivantes sont faciles a intégrer :

2 2 1
tet ) ’U,3€u m, CCSInCCz, ysimy



Les fonctions circulaires : rappel

Rappel : on a donné une définition
rigoureuse de sinus et cosinus

cost

sin(x + 27) = sinxz, cos(x +27) = cosx Va

La fonction tangente. La fonction tan est définie
comme suit:

sin

tanx := .
COS X

Evidemment, le domaine de tan ne contient pas
les points  ou cos x = 0, c’est-a-dire,

x = w/2 £ nm (n € N).

A partir des propriétés connues de sinus et cosinus,

on déduit facilement les propriétés de la tangente,
notamment

1
tanz) = ———— = 1+ tan®z.
( ) cos?(x) +
sin (x + 7) —sinx
tan (x + 7)) = = = tanx
cos (x + 7) —coszT

— tan est périodique, de période
Y A

y = tanx E

N

N_ "

tan’(z):= 1+ tan’x
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Y
=7 _Eé 0 u o g
2! 2! 2 £
y = tanx
sin/cos/tan : Résume 1
: Y A
Sil:‘lt : ﬂ; g,,
\y/ = tanw

V'H

10

sin/cos/tan : Résumé 2

Les formules d’addition

sin(x +y) = sinx cosy + cosz siny,

cos(x+y) = cosxz cosy —sinz siny.
Les formules complémentaires

sinxz = cos(w/2 — x)

cosx = sin(w/2 — x)

Les formules de duplication

sin2x = 2sinx cosx

cos2x = cos’z —sinz
_ 2 _ .2
= 2cos“x—1 = 1—2sin“x

. . . 2
La formule circulaire: sin® x+cos?2x =1

Trouver

/cos2a: dx

Exemple

On sait que

9 1+ cos2x
cos“x = T’

d’ou

/coszzc dr =

—
o
ISH
8

8 8
+ +

Nl= e NI
N[ =

Dérivées:

1
tanz) = ———
( ) cos?(x)
= 1+ tan’zx
(sinz)’ = cosz
(cosz)’ = —sinzx
2 i V2

+ %/cosdem
sin2x + C

sinx cosxz + C

confirmer !
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Trouver sin® 6

Exemple tan®0 =

cos3 0
/ tan360 do _ sin’0@sin6

o cos3 60
On pose  : = cos —> dx = —sin6dO (1 — cos?0)sin6
Alors - cos3 0
5 (1 — cos?6) sin 6
/ tan®0do = / do
cos3 6

_ [L=ew

w3
1 1
= / e an
= ln|:c|+%:c_2+C

1
= In(Jcosl|) + —— + C
2c

os2 0 13
L'équation logistique en théorie
des populations
14

Soit y(t) la taille (souvent la biomasse) d’une
population en fonction du temps t.

La croissance exponentielle correspond a une croissance
proportionnelle y’/y constante : y'/y = k.

Ceci implique y(t) = y(0)e*?, qui ne peut pas étre vrai
a long terme.

La croissance logistique est un modele plus réaliste
qui est trés courant dans la modélisation des ressources
renouvelables.

I1 suppose que la croissance proportionnelle y’/y
diminue :

Y'/y = k(M —y),
ou M est la population maximale.

On étudie la célebre équation différentielle (Verhulst 1845)

y = ky(M —y). 5

Yy = ky(M —y), y(0)=yo>0.
. e QY .
L’équadiff i ky(M — y) est séparable.
A dy
On écrit ——— = kdt
y(M —y)
Ensuite on intégre des deux cotés
Une certain réécriture est trés utile:
1 1/M  1/M

= +
y(M —y) Y M-y

On trouve

/diyzg/@_kg/ dy
y(M —y) M)y M) M-y

= %lny—ﬁln(M—y}
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(L > 0)

Lek:Mt

T (donc 0 < y(t) < M

toujours)

= y(t) = M

La valeur de L est déterminée par la condition initiale :

L

yo = y(0) 7 M

On trace le graphe de y(t): ¥

Une classe importante de fonctions, et
comment les intégrer:

les fractions rationnelles

On commence par quelques rappels
sur les polynomes

Un polynéme veut dire une fonction
de la forme

x — P(x) := apx"+a;z" '+ -+a,_1x+ay,

ou 1 est un entier positif. Le polynéome P(x)
est de degré n lorsque ag # 0.

Un trindme 2 4+ bx + c est dit
irréductible lorsqu’il n’admet
aucune racine réelle. Ceci équivaut
a la condition que son discriminant
soit négatif: b? — 4c < 0.

Théoréme fondamental de |‘algébre

Soit P(x) un polyndéme. Alors P(x) admet une
factorisation unique

P(x) = ao H(:c — ;)™ I_I(a:2 + bjx 4 c;)P

J

ou les trindmes x? + bjx + c; sont irréductibles
et distincts, et ou les nombres r; sont distincts.

Les r; sont alors les racines réelles de P(x), et

on dit que r; est une racine de multiplicité m;.

19
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Exemple Soit f(x) = ggzg une fraction rationnelle
P(z) = z*+ax®> —x—1  degré 4 Soit
On trouve que le nombre 1 est Q@) = ao | [(@ —r)™ []@* + bjz + ;)™
une racine, d’ou ' ’
i+ —xz—1 = (z—1)(«® +22%> +2x + 1)
On trouve que le nombre -1 est une

la factorisation canonique de Q(x). Alors f s’écrit
comme une somme de termes ayant la forme

ag
racine du second facteur, d'ou (@ — 1)k (k=1,2,...,m;) et
i+ —z—1 = (z—1)(z+1)(x2+x+1)
o 4. Y Pe@ + e £ =1,2,...,pj).
Remarque: la factorisation irréductible (€2 + bjx + c; )*
suivante n'est PAS utile: Remarque: En général, tous ces termes doivent
ittt —x—1 = (22 —1)(x2+x+1) ” figurer dans la décomposition
Une fraction rationnelle veut dire une Exemple
fonction f(x) de la forme
P(x) 2x7 +8x0+13x° +20x* +15x3 4+ 16x2+7x+ 10
xr
f(z) = x2+x+1)2(x2+2x+2)(x—1)2
T @ D26 2 2) e )
ou P et Q sont des polynomes. Propre ? Oui

Elle est dite propre lorsque
a b cx+d ex+f gx+h

egré P < degré
degre P < degre Q x—1+(x—1)2+x2—i—2x—i—2 x24+x+1 (x2+x+1)2

En algebre, on montre le théoréme de
décomposition suivant pour les fractions
rationnelles propres.

a =1, b=2, c =1, d = 3,
e=0, f=0,g =0, h =1.

22



Un exemple beaucoup plus raisonnable
1 1

z2 -1 (x—1)(z+1)

a1 (8 %)
:c—1+a:—|—1

1/2 —-1/2
x—1 z+1

D'ou
/ dx _ 1/ dx _1/ dx
r?2 —1 2/ x—1 2] x+1

= H{Imlz—1—-Inlz+1|}+C

25

Remarque

On sait que
1 (e71 Q2

2 —1 w—1+w+1

!

(8%
= (@—1) x —
:I:_

(m—l)xwzl_ 1—|—(:13—1)><

z+1
1/Laissoms x tendre vers 1: x
0
2 1 o
— — = o1
2
(de méme on trouve az = —1/2, en multipliant par = + 1)

26

Utilisation de la décomposition
pour l'intégration

On décompose donc une fraction rationnelle
propre en des termes ayant la forme

1 r+ o
(az a)” (2 +bx + o)™

(n > 1),

ou 2 + bx + c est irréductible.
Les premiers sont faciles a intégrer.

Qu’en est-il des seconds?

27

Comment déterminer

/ rta de (n > 1),
(x2 4+ bx 4 c)™
ou x2 + bx + ¢ est irréductible.

/ T+ o
dr =
(2 +bx + o)™

2x + b
= d —b/2
2 @tbator 0T /)/( 2+bw+c)"
N

/ ?

In(z?+bx+c)+C si n=1

(x2+bx+c)! ™ /(1—n)+C si n>1
28



Conclusion: il reste a calculer :

dx
(2 4+ bx + c)™

Considérons dans un premier temps n = 1

29

On écrit 22 +bx +c¢c = w2+bm—|—b2/4+c—b2/4
= (x+b/2)> + k2
(le terme ¢ — b%/4 s’écrit dans la forme k2, étant positif
parce que le trinéme est irréductible).

Ensuite:

/(::sz—i-dba;:—l-c) - /(az—i-b72$)2+k2

dx
= (1/k2)/w+b/2 5
(=42) +1
dy
= (1/k y
(t/ )/y2+1
x+b/2
en posant y = %

30

dx
2+ bxr +c

(trinéme irréductible), il suffir de pouvoir calculer

[+
1+ y?

Soit g(-) une primitive pour la fonction t — 1/(1 + t2),
et prenons g(0) = 0. Donc

9(y) = /y dt

o 1+t

Conclusion : Pour pouvoir calculer /

On fait un changement de variable t = tan 0 :
on a dt = df/ cos?0 et

o

v oodt g de
9(y) = / 112 = / 2 2
0 +t 0 (l—l-tan 9) cos2 6

7]
= / do = 6| =4, Donc g serait
0 0 la fonction
o1 O est ’angle tel que tanf = y. inverse a tan a1
Yy
A
] [
] [
[} [
] [
' :
Yeooonnn P I A S I [ feceeene
i '
[} [
] [l
] ]
H : »
—3m T 0 a 137 > 6
2 2 2 2
: '
[} ]
[} [
] [
] [
] '
] [
] [
] [

t 1 y = tané

Pour un réel y quelconque, on prend pour g(y)
(c-a-d, 0) 'unique valeur 6 dans 'intervalle | Z-, 5-[
telle que tan 6 = y.

En fait on donge le nom arctan a la fonction
ainsi définie : 0 = arctany. (arc = angle)
32



g(y) = Punique = € ]a,b[ tel que f(z) = y.

g est définie sur l’intervalle | f(a), f(b)].

Ses valeurs sur cet intervalle recouvre
I’intervalle ]a,b]|.

(b, £(b))
Yy
a T
T b
On a alors
flg(y)) =y Vy€lf(a), f(b)[,
@I e g(f@) = & va €la,bl.
33
f
/ Ag
/

Ya :  On construit la
y = tanx | fonction
réciproque
Y ; ;
; § T
u T T g
2! )
x =iarctany
! arctan0 = 0
35
yA i
y = tanzx
K i et
2! 0

36



Il suit que arctan est dérivable sur R.

g(t) = arctant On a tan(arctant) = t —>

> (puisque (tan)’ = 1 4+ tan?)

{1 + tan®(arctant)}(arctan)’(t) = 1

bt = {1 + t*}(arctan)’(t)

_______________________________________________________________ =1
2
, 1
—> arctan’(t) =
14 ¢t2
37 39
Rq: On a toujours, par définition,
Théoréme. Soit f une fonction continue sur ’intervalle tan(arctant) = t.
[a, b], dérivable dans ]a,b[, avec f'(x) > 0 Vz € ]a,b].
Pour tout y dans 'intervalle [ f(a), f(b)], on définit g(y)
comme étant 'unique = € [a, b] tel que f(x) = y. Alors A-t-on towiours
g est continue et strictement croissante sur [ f(a), f(b)], J
ainsi que dérivable dans | f(a), f(b)[. On a arctan(tant) = ¢?
9(f(z)) = =z Vz € [a,b], f(g(y) =y Yy € [f(a), ()],
ot . ) ) Non Seulement lorsque t appartient a | —3-, 7.
/
g'(y) = —gy = = :
dy f'(x) f'(9(y)

(autrement les deux co6tés different
par un multiple de )

38 40



Résumeé: la fonction arctan

arctan(t) A

>
t
™
_______________________ ST i@ cmccemmeemmemmmmm e —————
2
arctan’(t) =
®) = § r
41
un tableau de primitives un peu plus garni
fonction primitive fonction primitive
x&+1
x% (o #—1) P 1/x In|x]|
e’ e’ cosx sinx
sinx —cosx tanx —In|cosx|
1 X x2 9
m (a 7é 0) Earctan (E) e .

42

Fonctions de type

1
r24+bx+c

On écrit
1 1 1

24+ bxtec - z24+bx+b%2/44+c—b2%/4 - (x+b/2)2+c—b2%2/4

Supposons que ¢ — b%/4 > 0. Posons c — b%/4 =: §2.
Alors
1 1 1/62
()

(x+b/2)2+c—b2/4

(x+b/2)2+62

%b/? — du = %dac.

On fait un changement de variable: v =
/ dz / 1/62 dx / (1/682) (6 du)
T Y = D) = 2
2+ bxr+c (z—i—;z/Z) +1 (u2+41)
1 du 1 " i
= 6 / u2 + 1 = 6 arctan u
1

z+b/2
6

confirmer!

)+

= E arctan (
43

1
On a pu traiter les fonctions de type —————
p yP rz2 4+ bx+c

lorsque ¢ — b2 /4 > 0.

Rappel: Le discriminant A d’un trinéme ax? + bx + ¢
veut dire le nombre A := b? — 4ac.

Le trinéme est irréductible (c-a-d n’admet pas de
factorisation ou de racine rééle) si et seulement si A < 0.

Conclusion: Ci-dessus, on a pu traiter les fonctions de type
1

24+ bx+c

lorsque 2 + bx + ¢ est irréductible.

Qu’en est-il du cas réductible?

44



Trouver

/ dx
r?2 —x

Exemple

A=1—-4%x1x0=1>0 =— réductible

1 1

2 —x z(x—1)

1

D’ou = _74_

[w===-15+]55

—In|z| + Injz —1| +C

z—1
= In

‘-I—C.

xTr

Il ne reste qu’a calculer :

dx
(x2 4+ bx + c)™

pour n > 1

1

x—1

45

46

On a comme avant

dx dx

(%2 + bz + )™ [(x+b/2)2 + k2]

dx

= amm [ Ik

= (1/k*"~ 1)/ +1]

Suite a cette simplification, le seul élément
restant a traiter est

1
/de (n>1)

47
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On dispose d’une réduction d’ordre:

Proposition. Soit n € N, n > 1. On a alors

Y

1 x o 2n — 3 / d
2n—2 (x24+ 1)1 2n-—2 (x24+1)"1? =
49
1 1
I,_1 = dr = ! d
1 / (2 + 1)1 z /{a:} (2 + 1)1 z

=z (zc2 + 1)n—1

- 1 B (1—n)(2x)
(iL‘2 + 1)n—1 (1!2 + 1)n

2

! +2( 1)/ g
x ( 2+1)n—1 n (:132—|—1)" z
+1-1

1
HIl,_1 —2(n-1)I,

+ 2(n —

...d’ou la récurrence recherchée

50

Alternative (a la réduction d’ordre) pour calculer

1

faire un changement de variable x = tan 6.

préférable)
0 = arctan x.

On a toujours = tan 0, d’ou dx = dé
cos? 0
/ (cos™20)do
(x2 +1)" (tan? 9 + 1)»
(cos™20) do
(cos—20)n

= /cos =209 do

Exemple / _de
P Trouver 1 +cc2)3/2

Le changement de variable 8§ = arctan x se suggere.

1
r=tanl — dxr = ——db

cos? 6
= / 1+ m2)3/2
- / cos26 (1—|—tan 0)3/2

B / do
cos?6 ( coize )3/2
= /cos@d@

= sin@ +

— 6€]- 5,7

x
:714_302 + C car

sin(arctan ) =

= sin (arctanz) + C

utile pour n =

€T

Ou plutot (c’est

2..

cos @ > 0 parce que 0 = arctanx

V14 x2

51
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€T

NawT=i On sait maintenant intégrer les fractions
Posons § = arctanx . Donc 0 € |— w/2,7/2][, rationnelles propres...

et 6 est du méme signe que =x.

Comment prouver que sin(arctanx) =

On atanf == et cosf > 0, dou : Que faire d'une fraction rationnelle qui

sin @ sin 6

4
_ _ _ ?
arctan(t) A tanf = cos 6 - \/m = T n est Pas Propre.
_______ g-""""" e Sil’l20 = wz(]_ —_ sin2 0) oiiile
/ 2 Il faut diviser!
B — sin?0 =
1+ x2
r 4 4 .
[ = sinf = 7—11332 Exemple. Determiner
s P RS 2
(car @ = arctanz — sinx est de méme signe que x) / € 2x 2z + € + 3 dac
2
Du coup : sin(arctanx) = \/1?—7:(:2 ) <4+ x+1
o P o o 5 3 __ 2 HYH
Raccourci géométrique @° —2z° — 22"+ +3 Il faut diviser
x x? + x4+ 1 —333—332—233—{—1—}——21:—'_2
Proposition. On a : sin(arctanx) = ——— = ' 2 F o1
V1+ax2? le quotient L T
Posons 6 = arctanx. Donc 0 € |— /2, 7/2][, 4 . 2 .
et 0 est du méme signe que x. @+ 0334 43%?""% +x+3 ‘ @ iseuf- 1
z°+ x4+ =
On a tan@ = x. Considérons le cas 8 > 0. ’ 3 9 ‘@ @ —2x +1
—@— 323 —2x
S S D,
D’ot in@ x @— x? 4z
Vi+ta? - our Sme= AT 5aB _ 942 _ o
0 x? 4+ 3z +3
1 x4+ x4+1

2x + 2 le reste
(de méme pour x < 0, car les deux cotés sont impairs)
54



On a donc

x® —2x3 — 2224+ +3
x4+ x+1
2x + 2
— 3 _ 2 _ 9 14 “xTs
\w * m+/+ic2—|—:13—|—1

-~

~—_——

Q R/D

Ceci nous permet de calculer une
primitive pour f:

2x + 2
3 2
f(z) + +m2+m+1
4 3
/f(a:)dw:w——%—:c +x
2x + 1 dx
+/:c2+ +1 +/w2+w+1
=%—%—w +ac+1n(m2+m+1)

57

w fonction

z? 3 x4 (o0 £ —1)

=" - —z4axtln®+x+1)

primitive

xatl

a+1

4 3

or

o

+

—cosx

1/2
arctan (m +1/ ) +C sinx

1
V/3/4 V3/4

\
(% (@#0)
A

1 x
— arctan (7)
a a

58

On se penche maintenant sur les
intégrales impropres dans le
contexte suivant :

e ]
Horizon non borné : / f(x)dx
a

59
Définition (et jargon)
Soit f une fonction continue sur [a,+oo[. On dit
que l’intégrale impropre ou généralisée
oo
| t@de
a
existe ou converge lorsque la limite suivante existe
(dans R):
b

lim / f(x)dx.

b— co a
(Alors cette limite est la valeur de ’intégrale.)
Dans le cas contraire, on dit que ’intégrale n’existe
pas, ou ne converge pas ou diverge.
Quand la limite est +00, on dit que ’intégrale (qui
ne converge donc pas) diverge vers +oco.
De méme quand la limite est —oo 60



*éeri i = Exemple
Rappel L’écriture bll)moo F(b) L P

-y L. . L. . Examinons la convergence éventuelle de I’intégrale
limites équivaut a la condition suivante:

pour tout € > 0, il existe N tel que /°° 1 dt
1 t
b>N — |F(b) —£| <e.
On observe que la fonction t — f(t) := 1/t est continue
e R sur tout intervalle [1,b], pour b > 1, une primitive pour
L’écriture blim F(b) = 400 la fonction étant Int.
oo
. Il vient
ou la phrase “F(b) diverge vers +oo b1 b -
. —dt = Int| = .
lorsque b tend vers +00,” équivaut /1 t iy "
a la condition suivante:
Mais on sait que limy oo Inb = +o0,

pour tout M > 0, il existe IV tel que et on déduit que l’intégrale sous étude

ne converge pas, ou (mieux) diverge vers +oo.
b>N — F(b) > M. ( )

61

oo
Exemple Calculer / xe ®dx . . s
a On examine maintenant 1’éventuelle convergence

- NS . de l’intégrale impropre
En utilisant ’intégration par parties, on trouve

1
/aze_“’daz = —e *(z+1)+C, —dt (p #1).
1 tP
d’ou
b b
—x _ _ = —_ ,—a _eo—b o e . . , .
/a ze tdr = —e*(z+1) L€ (a+1)—e™(b+1) Proposition. Si p < 1, alors l’intégrale impropre
On invoque la régle de L’Hospital (ou la > 1
croissance comparée) pour calculer ) t_p dt
. b+1 . 1 .
blif{.lo el bllglo 5= 0. diverge vers +oc.

[e ]
Conclusion:/ ze ®dr = e %(a+1)
a
62



Démonstration. Quand p<lett > 1,o0n a
tP < t.
On a donc
1 1 b1 b1
— > — et —dt > —dt
tP t 1 tP 1t
Puisque

b
1
/ ; dt — 400 lorsque b — +o00,
1

on en déduit que

b
1
/ i dt — +oo lorsque b — +oo.
1

65

Proposition. Si p > 1, alors I’intégrale impropre
> 1
|t
1 tP
converge et vaut 1/(p — 1).

Démonstration. Soit p > 1. On a

b 1 tl—p
—dt =
1 tP 1-p|,

pl-p 1

1-p 1-p

Puisque 1 — p < 0, le terme b'~? — 0 lorsque
b — +00. On en déduit que

b

1
—dt — lorsque b — +o00. Fi]
1 tP pr—1 d * — 66

Résumé. L’intégrale impropre

1
/ L
1 tP
diverge vers +oo lorsque p <1,

et converge vers 1/(p — 1)
lorsque p > 1.

67

Exemple. On prouve que ’intégrale

impropre -
/ sinx dx
0

ne converge pas.

On a

0
= —cosb+1

b b
/ sinzxdxr = —cosx
0

et ceci n’admet pas de limite lorsque
b — 400 (comportement oscillatoire).

Rq Donc cette intégrale impropre diverge
(car elle ne converge pas), mais elle ne diverge

pas vers 400, ni vers —oo. 68



La comparaison est utile pour
déterminer la convergence/divergence
d’une intégrale impropre

Notamment quand on ne peut pas
trouver une primitive !

Exemple. Etudier I’éventuelle convergence
de l’intégrale impropre

o° 1
——dx.
/0 V1+x3 v
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Théoréeme. Soient f et g deux fonctions continues.
1. Si I’intégrale impropre
oo
/ g(z) dx
a

diverge vers 400, et si, a partir d’un certain point ¢, f est minoréé
par g (voulant dire que ¢ > ¢ = f(x) > g(«)) alors l’intégrale

impropre oo
[ f@ade

diverge vers +oo.

2. Si l’intégrale impropre

/:o g(z) dx

converge, et si, a partir d’un certain point ¢, f est majoréé par g et

(voulant dire que x > ¢ = f(xz) < g(z) et f(x) > 0)

alors I'intégrale impropre

/:o f(z)dx

converge.
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Démonstration de 1. Soit b > max(a,c). On a
[ 1@ae = [@aet [ s@ a0
> /:f(sc)dw—l—/cbg(w)da:

_ /:f(a:)dm—l—/abg(a:)d:c—/:g(a:)d:c.

b
Lorsque b — +o00, on a (par hypothése) / g(x)dxr — +oo.

a

On en déduit autant pour f & la place de g. Donc l’intégrale

impropre
/ f(x)dx

diverge vers +oo.
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Démonstration de 2. Soit b > max(a,c). On a
/:f(w)dw - /:f(w)dwf/cbf(w)dw
< /:f(w)dw+/cbg(w)dw

_ /:f(m)dm—}—/abg(m)dm—/:g(a:)da:.

b
Lorsque b — 400, on sait (par hypothése) que / g(x) dx

a
tend vers une limite finie.

Donc la fonction

bv—)/abf(a:)dm

est majoréé par une constante, ainsi que(pour b> o).
Elle converge donc vers une limite finie lorsque d — +o0;

c’est-a-dire, ’intégrale impropre

/:o f(x)dx |:|

converge. 72



Corollaire. Si, a partir d’un certain point c,
la fonction f est positive et satisfait, pour
une certaine constante C, la condition

b
/ f(x)de < C

Vb > c,

alors / f(x)dx converge.

Exemple:

Prouvons que l’intégrale impropre

/ e~=/2 dy
0

converge.

L’intégrale impropre

/ e /2 dy
0

converge:

b 2
/ e /2dx =
0

Rappel: -

/ f(x) dz converge

si f est positive et

b
/f(w)dwgCVb>a<

Soit b > 1.

1
—x?/2
/Oe dx +/ =72

1
/e_w/zdm —I—/
0

1
/e_‘”/zd:v—
/ —a:/de_

constante

=)

ex/2

—:1:/2

e—b/2 _|_ 2e—1/2

N

1

0
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Remarque On peut prouver que

/ooe_w2/2dw = Xl
0 2

:>/ e 2dx = vV 27.

C’est un résultat de ...

Exemple. Etudier I’éventuelle convergence

de l’intégrale impropre
—————dx
/0 V14 x3

Il convient d’observer que
quand x est grand, on a

1 1 1

Résumé. L’intégrale impropre

<1
/ Lo
1 tP

diverge vers +oo lorsque p < 1,

et converge vers 1/(p — 1)
lorsque p > 1.

V14 x3 - Va3 - x3/2

Pour cette raison, on anticipe

que l’intégrale convergera

(sans pouvoir calculer sa valeur).
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Pour x > 1,0n a Il suit par comparaison que
I’intégrale impropre
1 1
V1+zx3 < Vs =t
ks x ——dx
1 /1 V14 x3
T x3/2 converge.

Mais pour b > 1 on a

b 1 1 1 b 1
/—dm:/—dm+/—
o V1+x38 o V1+x3 1 V14 x3

La convergence de l’intégrale impropre

dx

oo 1
——d=x
/0 V14 28
s’ensuit.
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Fin du cinquiéme cours
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