Analyse II : Intégration et approximation
MAT1009L / séquence 4 / printemps 2016

cours de Francis Clarke

CM3:

Les fonctions logarithmiques
et exponentielles

Analyse II Calendrier 2016 (les mercredi)

27 janvier cours
3 février cours
10 février cours
17 février cours -%—DS 1 (en TD)
-24—Février—oeoure—FP (congé de travail intensif chez soi)
2 mars cours
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23 mars  cours ~— partiel 1 (en amphi)
30 mars cours
6 avril cours
13 avril cours ™ -=w—DS 27
30-avril——eoure——TD- (congé de travail intensif chez soi)
27 avril cours
4 mai cours TD —=@== partiel 2 ?
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CC final : entre le 30 mai et le 8 juin

Un exemple qui donne 1 dt
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Pourtant, la fonction 1/t* est positive!

Comment son intégrale peut-elle étre négative?

En réalité, le calcul est absurde parce que la
fonction n'est pas intégrable sur l'intervalle en
question (en fait, elle explose...)
1
4

F(t) = 74




Rappel: Intégration par les primitives

Soit f une fonction continue sur [a,b], et
soit h une fonction continiment dérivable
sur un voisinage de [a, b] telle que h’ = f.

(h est une primitive pour f.) Alors
b
/ £(@)dei— (D)~ h(a)
a

(c’est un corollaire du théoréeme fondamental)

La moralité : en utilisant une primitive
pour calculer une intégrale définie, il
faut faire attention au comportement
de la fonction sur lintervalle sous-
jacent

Le cours a ce jour :

Définition et propriétés de l'intégrale
Quelques applications de lintégrale
Lintégration par parties

Changement de variable

La fonction In

Question historique

Il est 1650, ou 1780, ou 1850, ou 1900.
Ou encore, vous étes lycéen en 1960.

Vous devez faire de nombreux calculs
de type 133352/20022.

Comment faites-vous?



133352/20022 : calcul par division

directe  ¢,66027
133352 l 20022
120132
132200
120132
120680 2
120132 Fi"'z:g?
multiplications : 4 ’
divisi:ns : 6 5440'80240
soustractions : 4 ——
abaissements : 4 147560

Utilisation des logarithmes

exemple d'un tableau :

10

Vous disposez des logarithmes
(communs) de tous les entiers entre

10000 et 99999 (c’est des nombres
entre 4 et 5)

log 133352 ~ log 13335 + 1 = 5,12499
log 20022 = 4,30151
log 133352 - log 20022 = 0,82348

= 4,82348-4

antilog de 4,82348-4 = 66601 x 10 =

6,6601

(précision au niveau 4 chiffres significatifs) »

On a utilisé
log(z/y) = logz —logy (z,y > 0)
log(10£"z) = +n+logz (z > 0)

Une reégle
a calcul

Comment définir/trouver/calculer de
telles fonctions?
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Leonhard
Euler

1707-1783
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Supposons que
F(zy) = F(z)+ F(y) (z,y>0) LER
y = 1= F(z) = F(z)+ F(1)
= F(1) = 0

(o3) <=0 rwr()

— #(3) =-ro

F(z/y) = F(m>+F(§) = F(z) — F(y). «—

14

A la recherche d'une fonction F (dérivable,
inversible) qui satisfait

F(zy) = F(z) + F(y) (z,y>0)
(et forcément F(1) = 0)

Considérons que y est une constante, et prenons
d/dx dans la formule ; on obtient

F'(zy)y = F'(z)
On pose maintenant y = 1/x :

forcément F’(1) #0

Conclusion: la fonction doit satisfaire
F'(z) = 5 Vz>0 (c#0)

Prenons ¢ = 1. Alors, en vue du théoreme
fondamental, F n'a aucun choix que d’'étre
la fonction

F(z) = /lm%dt

qui est bien définie pour x > O.

15
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On donne un nom a la fonction:

On définit

=
Inz :=/ —dt (z>0)
T 7

(ell enn, logarithme naturel)

Est-ce qu’elle possede les propriétées
recherchées?
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Théoreme

i |
Inz = / —dt
Propriétés du 1 #

a fonction x — Inx est dérivable de tout ordr
(et donc continue) dans son domaine de définition,
sur lequel elle est strictement croissante, avec
e

Elle satisfait

Inl =0, limlnz = —o0, lim Inz = 400
xl 0 rz—r+oo

ainsi que

In(zy) = Inz +Iny
In(z/y) = Inz —lny Vz,y > 0.

18

La fonction = — Inx est dérivable de tout ordre
(et donc continue) dans son domaine de définition,
sur lequel elle est strictement croissante, avec

(nz) = 1/=.
i |
ln:z::=/ —dt
I

Preuve: le théoreme fondamental...

19

Théoréme Inz := -/“” 1dt
Propriétés du logarithme : 1%

La fonction & — Inx est dérivable de tout ordre
(et donc continue) dans son domaine de définition,
sur lequel elle est strictement croissante, avec
(ha) =1/x.

Elle satisfait

Inl =0, limlnz = —o0, lim Inz = 400
xl 0 rz—+oo

ainsi que

Inz +Iny

= Inx —lny Vz,y > 0.

20



La fonction x +— In x satisfait
In(zy) = Inz + Iny
In(z/y) = Inz —Iny Vz,y > 0.
On prouve maintenant que Inzy = Inz 4+ Iny,
c’est a dire, ’identité

| =3 ¥l
P = Pl apie
1 t i I

Fixons y, et prenons la dérivée en = des deux
cotés. A gauche, comme a droite, on trouve 1/z.
Donc les deux cotés different par une constante.
Mais cette constante est forcément 0, puisque les

deux co6tés coincident quand = = 1.

En prenant y = 1/x dans l’identité

Inzy = Inz+Iny, on trouve In(1/y) = —Ilny,

ce qui implique par la suite In(z/y) = Inz —Iny. ”
Corollaire In(z™) = nlnz (n € N¥)

Démonstration:

Lecasn = 2:
In(z?) = In(xxz) = lnz+Inz = 2Inz

Ensuite, récurrence sur n...

; 1
Corollaire In(Vz) = ;lnm (n € N¥)
Démonstration:

Mettre * = 3/x dans la formule ci-dessus:
on obtient

Inz = nln Vz,

ce qui est le résultat recherché. 09

Théoréme Inz := /“" 1dt
1

Propriétés du logarithme : :

La fonction « — Inx est dérivable de tout ordre
(et donc continue) dans son domaine de définition,
sur lequel elle est strictement croissante, avec
(nz) =1/.

Iim Inxz = 400

limlnz = —o0,
i xz—4oo

In(zy) = Inz +Iny
In(z/y) = lnz —lny Va,y > 0.

xr
1
La fonction z +— Inx satisfait ‘ Inz := : idt
Inl =0, imln = —00, lm Inz = 400
o ; xzlO0 z:++oo i
par consfrucfiV /
in (in) — In1—In(2") In(2") = In(2x 2--- X 2)
3 = nln2
= —nln2

TS O O — +oc lorsque n — 400
; N => lim Inz = +
= l%lnz = —oc P i
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Théoréme Inz := / L dt
Propriétés du logarithme : 1

La fonction = +— Inx est dérivable de tout ordre
(et donc continue) dans son domaine de définition,

sur lequel elle est strictement croissante, avec
(ne) =1/

Elle satisfait

Inl =0, limlnz = —o0, lim Inz = 400
zl0 z—+4oco
ainsi que
In(zy) = Inz +Iny

In(z/y) = Inz —lny Vz,y > 0.

25

Proposition. Soit S,, la n-iéme somme partielle
de la série harmonique; c’est-a-dire,

S om, Sl S ool S
.| == 1 2 cee 5 n 2 5
Alors on a
Inn-1) < S, <lhn4+1 (n=2).
Corollaire. La série harmonique diverge; c-a-d:
lim S, = 4oc.
n—oo
(C’est un célebre théoréme prouvé autrement par
Jacques Bernoulli en 1689.)

26

Remarque :

Mais elle diverge trés lentement:

20 3 220 1 20220 1
kgl L ~ 3,60; kz=:1 L~ 5,98; kz=:1 L~ 10,49

27

Onveut In(n—1) < S, <Inn +1 (n = 2)
n—1 1 -1
la{n < 1) :/ dt < / B(t) dt
1 i 1
41
1/t S/ P(t) di
1

P

_1+1+1+1 +1_S
o 2" 3" 4 oW

Et de fagon analogue pour la
borne supérieure de ’encadrement...




Resume :

d 1 _ il Inx

e nr = = I /

In(zy) = Inz +Iny ‘/1 x

In(z/y) = Inz —Ilny

ln(mr) = rinz (pour r = n ou 1/n, mais vrai r € X)

Inl =0, limlne = —oc0, lim Inz = 4o
xl0 r—+oc
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Unicité du logarithme Soit F : (0,4+0oc) — R une fonction dérivable
telle que
F(zy) = F(z)+ F(y) Vz,y € R}. (%)

Alors il existe une constante c telle que Fi(z) = clnz V& € RY.

Démonstration. On prend y = 1 dans (*) pour voir que F(1) = 0.
Ensuite, toujours dans (*), on fixe y, et on prend d/dxr des deux
cotés. Il en résulte:

yFl(zy) = F'(z).

On pose maintenant £ = 1; on trouve
F(y) = F'(1)/y Vy > 0.

Il suit que
[F(y) — F(1)Iny) = 0 Vy > 0,

d’oli, pour une constante k, on a
F(y)—F'(1)lny = k Yy > 0.

En mettant y = 1 on trouve k = F(1) = 0, d’ol le résultat, avec

c = F'(1). . %0

Remarque

Remarque

Pour la fonction log, on voulait

log(10¥"z) = +n+logz (z > 0)

) log10 = 1

Mais In 10 > 1; la fonction logx

correspond a un choix différent de F’(1).

Pour z > 0, 0on a
[Inz]) = 1/=

Pour = < 0, on trouve

(In(-=z)]" = 1/(-=z) x (-1) = 1/z,

d’ou la formule

(Infz]|)’ = 1/z| (= #0)

31

32



Afin de retrouver une autre fonction
célébre, on étudie maintenant les
fonctions réciproques, dans un cadre
général

33

9(y) = 'unique « € ]a, b[ tel que f(z) =y.

g est définie sur l'intervalle | f(a), f(b)[.
Ses valeurs sur cet intervalle recouvre
I’intervalle ]a,b|.

(b, £(b))

T b

On a alors

flgy)) =y Vy €lf(a), F(B)I[,

(a, f(a)) et g(f(x)) = ¢ Vz €la,b|.

34

v

Théoréme. Soit f une fonction continue sur ’intervalle
[a,b], dérivable dans ]a,b[, avec f'(z) > 0 Vz € ]a,b[.
Pour tout y dans l’intervalle [ f(a), f(b)], on définit g(y)
comme étant I'unique « € [a,b] tel que f(x) = y. Alors
g est continue et strictement croissante sur [ f(a), f(b)],
ainsi que dérivable dans | f(a), f(b)[. On a

g(f(z)) = z Vz € [a,b], f(9(v)) =y Yy € [f(a), F(B)],

et
i !

f'lo(y)

Corollaire. Si de plus f est de classe C™ (m = 1) sur
]a,b[, alors g est également de classe C™ sur ]a,b|.

35
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Démonstration partielle. On démontre que g est dérivable dans I’inter-

valle ] f(a), f(b)[.

Soit y € | f(a), f(b)[, et soit z € ]a, b[ 'unique point tel que f(z) = y
(donc g(y) = z). (Ce point @ existe par le théoréme de la valeur
intermédiaire.) Soit k # 0 suffisamment petit afin que y + k €
1f(a), f(b)[. Il existe un unique point h tel que = + h € Ja,b[ et
f(x+h) = y+ k. Un simple raisonnement par ’absurde montre que
h — 0 lorsque k — 0. (Dans la cas contraire, il y aurait deux point
différents dans [a,b] dont I'image par f serait y.)

On a alors
gy+k)—9g(y) _ z+h—=z _ h i ot
k y+k—y F(z+ h) — f(x) F'(z)

lorsque k,h — 0. On déduit que g’(y) existe, et que
9'(v) = 1/f'(=) = 1/f'(9(v))-

37

(b, £(b))

T z+ h b

h — 0 lorsque kK — 0

(a, f(a))
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Démonstration partielle. On démontre que g est dérivable dans ’inter-

valle ] f(a), f(b)[.

Soit y € ] f(a), f(b)[, et soit z € ]a, b[ 'unique point tel que f(z) = y
(donc g(y) = z). (Ce point x existe par le théoréme de la valeur
intermédiaire.) Soit k # 0 suffisamment petit afin que y + k €
1f(a), f(b)[. Il existe un unique point h tel que = + h € Ja,b[ et
f(z+h) = y+ k. Un simple raisonnement par ’absurde montre que
h — 0 lorsque k — 0. (Dans la cas contraire, il y aurait deux point
différents dans [a,b] dont I'image par f serait y.)

On a alors
gly+k)—9g(y) _ z+h-z= _ h 1
= = —
k y+k—y f(z+h) — f(x) f'(z)
lorsque k,h — 0. On déduit que g’(y) existe, et que
9'(y) = 1/f'(=) = 1/f'(9(v)). ]
39
On a défini la fonction = — Inz, qui envoie ]0,+oo|
sur R.
La fonction exponentielle t — exp t est définie comme
étant la réciproque de la fonction In. Donc
expt = x, ou x est
I’unique point dans ]0,+oo[ qui satisfait Inz = ¢.
Le domaine de définition de exp est donc la droite
entiére, et ’ensemble des valeurs de exp est précisément
Pintervalle |0, +4oc]. exp(t)
Inz 1 /
e
e 2 L
: 40




Théoréme. La fonction ¢ — expt est dérivable de tout ordre. Théoréme. La fonction ¢ — exp t est dérivable de tout ordre.

Elle est positive et strictement croissante, avec Elle est positive et strictement croissante, avec
exp(lnz) = ¢ Ve € R, exp(lnz) = ¢ Ve € R,
In(expt) =t Vte R, In(expt) =t Vte R,
@p $) = ex@ (expt)’ = expt.
Elle satisfait de plus Elle satisfait de plus
exp0 = 1, lim expt = 0, lim expt = +oo exp0 = 1,@ expt =® lim expt = +oo
tl —oo t —» 400 — 00 il t —» 400
ainsi que ainsi que
exp(z+y) = (expz)(expy), exp(z+y) = (expz)(expy),
exp(z —y) = (expz)/(expy) Vz,y € R. exp(z —y) = (expz)/(expy) Va,y € R.

41

On prouve que On prouve que

(expt)’ = expt lim expt = 0
tl —oco
On a . <
Puisque lim, jglnz = —oo,0on a
.
(expt)’ = (Inz)’ t~lLir_n°<> expt = :}:iir(l) exp(lnz)
ou x satisfait ¢t = Inz; c-a-d, expt = . - lii%-"’
Mais alors oo
1
expt) =
(expt) e
1 1

=G T alemn | TR

42



Théoréme. La fonction ¢ — expt est dérivable de tout ordre.
Elle est positive et strictement croissante, avec
exp(lnz) = ¢ Ve € R,
In(expt) =t Vte R,
(expt)’ = expt.
Elle satisfait de plus

exp0 = 1, tliinw expt = 0, t—!EToo expt = +oo

ainsi que

@@ +1) = (xpa)(expy)
 exp(z—y) = (expz)/(expy) Vz,y € R.

On prouve que

exp(z+y) = (exp z)(exp y)

On pose

expx = t,expy = u.
On a donc

2 = Int, y = Inu.
Il vient

z+y = Int+lnu = In(tu),

d’oti exp(z +y) = tu = (expz)(expy).

45
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Théoréme. La fonction ¢ — exp t est dérivable de tout ordre.
Elle est positive et strictement croissante, avec

exp(lnz) = ¢ Ve € R,
In(expt) =t Vte R,
(expt)’ = expt.
Elle satisfait de plus

exp0 =1, lim expt = 0, lim expt = +o©
tl —oo t —» 400

ainsi que

exp(z +y) = (expz)(expy),
exp(z —y) = (expz)/(expy) Va,y € R.

Comment définir 10%?

On veut respecter la loi 10**Y = 10* - 10¥
Ceci impose 10° = 1.

Pour z = n € N*, on pose

10" = 10 X 10 X 10--- X 10 (n fois)

Puisqu’on veut 10" -10™" = 10° = 1,
on est mené a définir

0™ = :
Puisqu’on veut ~ 10m

10Y/™ x 10*/™ x 10*/™... (n facteurs) = 10,

on définit

_ " (’'unique nombre positif dont
10 — 10 la puissance n vaut 10)

47
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Puisqu’on veut

10Y/™ x 10Y/™ x ... x 10*/™ = 10™/™,
N J

V_
on définit m fois

10™/" = (V10)™

On arrive ainsi a définir 10 quand x est
rationnel: x = m/n. Mais au-dela?

49

rappel:

Un nombre réel x est dit

rationnel si on peut |'écrire dans la
forme x = a/b

ou a et b sont des entiers

Les rationnels sont dense dans
les réels, mais treés minoritaire

50

Théoréme. Le nombre 4/ 2 est irrationnel.

Démonstration. On raisonne par I’absurde: on suppose
que v 2 = a/b, ol a et b sont des entiers positifs sans
facteurs communs.

Alors

V2b=a 2b2 = a2
a? est divisible par 2
a est divisible par 2
a? est divisible par 4
2b? est divisible par 4
b? est divisible par 2

NN

b est divisible par 2

Contradiction! (Et a et b seraient divisibles par 2.)

51

Fonctions exponentielles et logarithmiques
générales

Soit a > 0. Il n’est pas évident de définir
o® quand x n’est pas rationnel.

En utilisant les fonctions In et exp, on peut
définir la fonction exponentielle de base «
comme suit:

a® := exp(zlna) (z €R)

52



E

a® := exp(zlna) (z €R)

En partant de la nouvelle définition on
retrouve, pour les rationnels, la bonne

interprétation
a” = exp(nlna) = exp(In(a™)) = a™
a'/™ = exp((1/n)Ina) = exp(In(Va))
= Vo
a™™ = exp((m/n)lna) = exp(In([Va]™))
= [Va]™

Rq: a'/? (par exemple) coincide avec /o,

I’unique solution positive de ’équation z? = a.
—_— 53

Et on étend certaines lois de fagon

naturelle: ln(a'r‘) p— ln{exp('r' lna)}

= rlna (r € R)

a” X a? = exp(zlna) X exp(ylna)
exp((z + y) Ina)
= a"*¥ (z,y € R)

De meme
a™ = (a")’ Vr,s€ER.

a® ¥ = a®/a? (xz,y € R)

54

d
Exemple Calculer —27

(2]

dx

= [exp(In (27))]

= [exp(z1n2)]’

= (In2) exp(zIn2)
= (In2) exp(ln (2%))
=:{In2) 2"

De fagon générale, on a|[ea*]’ = (Ina)a® (ou a > 0)

. d .
Exercice Calculer (T<"’SM) (z > 0)

T

a {wsinm} - % {exp [ln(wsinz)]}

a% { exp [(sin z) ln(m)]}
exp [(sinz) In(z)] X %{(sin x) ln(m)}

S {(cos z)Inz + (sinz) l}
x

55
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Le fabuleux destin du nombre d’Euler

Il existe un (et un seul) nombre e tel que

e
1
/ —dx =1
1 &
c-a-d, tel que, ou encore tel quele = exp(1)
| I
/ —dz <1 =>e>2
v ‘1 ¥ 3 ¥4
/ dz = / d:z:+/ dx
J1 & 2 T

&
>1/24+2/4 =1

Leonhard
Euler

e 1707-1783
Euler: e ~ 2,71828182845904523536028 . 5
Trois équations dans la carriere d'Euler
A) 1+ 14 +1/9 + 116+ 1/K+.. =
A la toute fin du cours, on aura les

moyens pour prouver :

B) In2 =2 [(1_/11) + (1/3)+ (1/3) + (1/_3)7+...]

Théoréme. Le nombre e est irrationnel. 3 5 7

C) eﬂi+ 1=20

En fait, de fagon plus générale, Euler définit

e?t = e%{cosv + isinv}
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Notation La fonction logarithmique de base a > 1

La fonction exponentielle générale, estidefinidicomma it

lorsque |‘on utilise la base e, permet 1 s B G
une notation simplifiée. 0ga := —-| Rq: AlorsIn=log,

Ses propriétés sont faciles a déduire.
a® := exp(zlna) (z €R)

Par exemple, on a

On a e® = exp(zlne) = exp(z) log,(zy) = logoz+1log,y (z,y € RY)

On peut donc laisser tomber la
. o B Le cas a = 10 correspond au
notation exp(x), et écrire ex logarithme décimal ou commun. Utilité :

Et on a (eX)’ = e* logyo(abe, defg) = logio(a,bedefg) + 2

61

Résumeé : i T ——- Exemple en statistique: Quand on mesure les
valeurs d’une variable aléatoire, on trouve
In(e®) =t souvent une distribution de la forme
( et)l — et
=1, lim et=0 QI
tl —oco
lim e®=+4o0
t — 400 +
exp(t) 4 55 70 85 100 115 130 145

Distribution
normale

55 70 85 100 115 130 145
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1,200 —
1,000
-\
g00|- ‘ \
™ \
600 |- / ﬁ

400

200 ﬂ
0 1 !

Tour de poitrine
(en pouces) de
5732 soldats
écossais (Adolph
Quetelet 1817)

32 34 35 26 37 2239 40 41 42 43 44 4546 47 48
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On verra que l’intégrale ‘impropre’

o0 2
/ e */2dg
0

converge. ..

66

—x2/2

On peut prouver que
pand 2
/ e */2dx = /2nm.
— 0o
Donc la fonction
1

flz) = \/_2_‘”6_32/2

est la fréquence d’une probabilité sur R.

Il s’agit de la distribution normale.
67

Finance (theorie de l'interet)

Les taux d’interet sont donnés sur une
base nominale (annuelle). Lintéret est en
général composé (plutot que simple).

Exemple. Si le taux d'intérét est de 5%
et l'intérét est simple, et si l'on verse
100€ dans son compte, on a, apreés un an,
un solde de 105€.

68



Mais si l'intérét est composé tous

les 6 mois, on aurait 102,5 aprés 6

mois, et en fin d’année on aurait:
2,5

102,5
L 100

(102,5) = (1,025)2100 = 105,0625

(plutot que 105 )

De méme, si l'intéret est verse tous les
trimestres, ou tous les mois, on aura

0,05 \* 0,05 \ 2
[ o . 100 ou 1 = 100

69

De fagon générale, un taux nominal de r
(décimal) qui est composé n fois pendant
le période donne lieu au facteur de
croissance &
()
n

A quoi tend ceci lorsque n tend vers
l'infini? (Intérét verse continuellement!)
Proposition. On a
r n
lim (1+—) = e¥
n—oo n

70

Démonstration. Montrer

y B -
lim (1 + —) = e
n— 00 n

équivaut a4 montrer

lim nln (1+1) = r,
n

n—oo

ce qui suit de la reégle de ’Hospital.

Remarque: e%% =~ 1,0513

(comment faire un tel calcul?)

Math Analyse II (séq 4) printemps 2016

Cours de Francis Clarke
Kholle 2 (15 min)

KH 2

L tdt

1. Evaluer —_
o 1+t

2. Déterminer les intégrales indéfinies suivantes,
en utilisant I’intégration par parties :

(a) /xesxdx (b)_/-lfz—tdt
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KH 2 corrigé

1. (C’est un exemple de réécriture fait en cours) On trouve

1 1
/’ﬂ=/'+1 . /m /—d
o 141 o 141
1

—m(1+z)' = 1-0-I2+In1 = 1~In2,
0

0

2(a). On utilise 1'intégration par parties avec u(x) = x et v'{x) = &%, d'od v(x) = Le**. On a alors

/xe"dx - uv—/u’vdx =xx %es“—/l x te% = lxeS - LeS*+C.

2(b). On utilise 'intégration par parties avec u(t) = Int et v'(r) = 1/12, d’od v{t) = —1/t. On a alors

/%idt=uv—/uvdt————/1 = —-"" /ldx——i'—%+c.
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Fin du troisieme cours
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