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CONTROLE FINAL

Correction

EXERCICE 1

On se place dans I'anneau de polynomes Q[x, y, z] muni de I'ordre lexicographique
x >y > z. On considere 1'idéal

=+ +22 -1, —2x+y* + 25, x+y —2).
1. Calculer une base de Grobner de 1.
Solution. On pose f; = x*+y?+2*—1,f, = x> —2x+y>+2? et f3; = x +y—2z. Ainsi,
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ona x* —=—y*—22+1,x* 2= 2x —y* - 2* et x——> —y +z.On commence

avec la paire critique (fi, f;)
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et donc on ajoute fs = 22> —z — 3, z* SALN 12+ 1. Les paires critiques (f1,f4) et

(f1,fs) sont confluentes puisque les termes dominants sont premiers entre eux.



Pour la paire critique (f,,f3), ona
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et cette paire est confluente. Les paires critiques (f,, f4) et (f,, f5) sont confluentes

puisque les termes dominants sont premiers entre eux. De méme, les paires cri-

tiques (f3, f4), (f3,f5) et (f4, f5) sont confluentes. 1l suit donc qu’une base de Gréb-

ner de I est formée des polynémes f; = x* +y* + 2z — 1, f; = x* — 2x + y* + 2%,
1

f3:x+y—z,f4:y—z+%etf5:222—z—§.

2. En déduire que le systéme suivant admet deux solutions dans R que I'on déter-
minera :
X2 +yt+z22—-1=0,
x> —2x+y*+z2=0,
x+y—z=0.

Solution. Soit (xo, Yo, zo) une solution du systeme. Alors elle est solution des po-
Iynémes fi,...,fs. En particulier, on a f5(z0) = 22§ — zo — 3 = 0. Le discrimi-
nant de ce polynéme quadratique est 5 et ses racines sont %5 et %5. Puisque
f4(yo, z0) = 0, on en déduit que yo = zp — % et les valeurs de y, correspondantes.
Finalement, en utilisant le fait que f3(xo, Yo, z0) = 0, on a xo = zo — Yo et on trouve
Xo. (On peut voir aussi que f3 — f4 donne directement x, = 1). On en déduit les

deux solutions possibles :

(3752 155) et (5,775,155).

On vérifie que ce sont bien des solutions du systeme.

EXERCICE 2

On travaille dans I'anneau de polyndmes R[x, y, h]. On considere 'idéal
[=(h*+h*+x—1,h*y —2h+y).

Soit ] = I N R[x,y]. Montrer que V(]) est le cercle de centre I'origine et de rayon 1.

Solution. Pour déterminer INR[x,yl, on calcule une base de Grobner de I pour I’ordre



lexicographique h > x >y.On pose f; = h’x+ h’+x —1etf, = h’y —2h+y.Ona

hx —> h2—x+1 et h?y L h— y . Pour la paire critique (f1,f,), on a
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et donc on ajoute f; = hx + h —y, hx 5. h +y . Pour la paire critique (f;,f3), on a
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et donc on ajoute f4 =hy+x—1, hy X + 1. Pour la paire critique (i, f4), on a
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et cette paire est confluente. Pour la paire critique (f;,f3), ona
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et cette paire est confluente. Pour la paire critique (f,,f4), on a
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et cette paire est confluente. Pour la paire critique (f3,f4), on a
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et donc on ajoute fs = x2 + 42 — 1, x2 —2~ —y2 + 1. Pour la paire critique (f1,f5), ona
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et cette paire est confluente. La paire critique (f,, f5) est confluente puisque les termes
dominants sont premiers entre eux. Pour la paire critique (f3,fs5), on a
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et cette paire est confluente. La paire critique (f4, f5) est confluente puisque les termes
dominants sont premiers entre eux. Il suit qu’un base de Grobner de I est

{hx+h*+x—1,h’y —2h+y,hx+ h—y, hy +x—1,x* +y* — 1}.

Onadonc] = (x* +y*—1) et V(]) est le cercle de centre 0 et de rayon 1.

EXERCICE 3

Soit [ un idéal de Kl[xq,...,Xxn].

1. Soit G = {g1,...,gs} une famille de polyndmes de I telle que, pour tout f € I,
il existe une réduction de f modulo G égale a 0. Montrer que G est une base de
Grobner de 1.



(Indication : on pourra considérer les S-polynomes S(g;, g;) pour tout couple (i, j)
aveci#j.)

Solution. On commence par démontrer que la famille G engendre 1. Soit f € G.

Puisque f—S=0, il existe donc des polynémes u,...,us tels que
q poly q
qu]g] +"'+usgs

Ainsif € (gi,...,9s) etdoncl = (gi,..., ). Soiti # j. Alors S(gs, g;) € I etdonc,

par hypothése, S(gs, g;) —S-0. Ces deux propriétés assurent que G est une base
de Grobner de 1.

. Soient <; et <, deux ordres monomiaux sur K[xy,...,x,]. Soit G = {g1,...,9s}
une base de Grobner de I pour l'ordre <;. Supposons que, pour tout i, le terme
dominant de g; est le méme pour l'ordre <; et1’ordre <,. Montrer que G est aussi
une base de Grobner de I pour l'ordre <.

Solution. Soient f, g, hi, h, des polynémes. Pour éviter toute confusion, on dé-
note par f —?> h, et par f —§>hz une réduction de f par g pour I'ordre <,
et I'ordre <, respectivement. Maintenant, soit i € {1,...,s}. On considere une
réduction f % h . Par détinition, cela signitfie qu’il existe un monéme m de f
divisible parlt;(gi), le terme dominant de g pour I'ordre <, et que h = f—%gi.
Mais, par hypothese, on alt;(g:) = 1t;(g;) et donclt,(g;) divise m et on a toujours

. . £ p . 9i
h = f — {55 9i- Ainsi, on a également la réduction f——h.

Soit f € 1. Puisque G est une base de Grobner de I pour <;, il existe une suite
d’indices iy, ...,1 €{1,...,s} tels que
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1

9is3 9i¢
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1
ou fy,f2,... sont les réductions successives de f. Par la discussion ci-dessus,
toutes les réductions pour I'ordre <; peuvent étre aussi considérées comme des
réductions pour 'ordre <,. On a donc

En conclusion, pour tout f € 1, il existe une réduction de f modulo G pour I'ordre
<, égale a 0 et donc, par la question 1, G est aussi une base de Grobner de I pour
Iordre <,.



