Résumé de Cours 3

Rappels sur Polync“)mes‘ Soit K un corps commutatif, par exemple, K = C, R, Q etc..

Soit P € K[X] un polynéme.
1. « € C est une racine du polynéme P si P(a) =0, i.e., X — «a|P.
2. La multiplicité d'une racine o de P est Pentier m € N* tel que (X — a)™|P mais (X — o)™t P.

Une application de I'identité de Bézout :

Lemme (Gauss) Soit P,Q, R € K[X]\ {0}. Si P|Q - R et que PGCD(P,Q) =1, alors P|R. O

Fraction rationnelle ‘

Rappelons qu'une fraction rationnelle est un élément de ’ensemble

K(X) := {S‘P,Q eK[X], Q+# o}

avec la regle suivante :

/
deux éléments 0 et — (de K(X)) représentent un méme élément si ’égalité P- Q' = P’ - Q est satisfait.

Q/

‘Décomposition en éléments simples‘

Soit P,Q € K[X]\ {0} deux polynémes non nuls.
Question

P
1. Quelle est une expression simple de la fraction rationnelle — 7

P
2. Comment obtenir une telle expression pour 6 ?

Une réponse de ces questions est donnée par le théoreme suivant :

P
Pour tout fraction rationnelle 6 avec Q # 0, il existe un polyndéme S, polynomes

irréductibles Q1,Q2,- - ,Qpr, mi,ma, -+ ,m, € N*, et polynémes P, (1 < i < retl <k # m,)
avec les conditions d°(P; ;) < d°(Q;) tels que

P P,
Q= STX L g

i=1 k=1

Cette expression s’appelle déomposition en éléments simples. O

Concretement,
1. pour K = C, les polynoémes @); sont polynémes de degré 1 donc F; ;, sont constants, et

2. pour K = R, les polynémes @); sont polynomes de degré au plus 2.

Alors, comment trouver cette décomposition pour a concretement 7



Voici une recette :

Etape 1. Si d°(P) > d°(Q), faire la division euclidienne : il existe polynémes S et R tels que
)P=SQ+R et ii) d°(R) < d°(Q).

SQC;— R =5+ g Dong, il suffit de considérer le cas d°(P) < d°(Q).

Alors, on a —
Q

Etape 2. SiQ = QT avec un polynéme irréductible @Q; de degré > 0, trouver les polynémes Ag, Ay, -+, A1
de degré < d°(Q1) tels que P ="/ Ale Alors,

P_in AL 5 A
Q Qv St

Etape 3. Si Q = QT'Q2 avec un polyndme irréductible ) et un polynéme Q2 tel que PGCD(Q1,Q2) =1
d’apres 'identité de Bézout, il existe polyndmes A et B tels que AQT" + BQ2 = 1. Alors,

1 AQT + BQ2 A B s . P PA PB

7:m7:7+ m d’ott =5 T m "

Q Ql ’QQ Q2 Q1 Q Q2 Q1
Ensuite et suite...... vous arriverez un jour !

P
Quelque cas particulier de é

1. d°(P) <d°(Q) et Q= Hfil(X — ;) (a; € K). Alors, il existe des scalaires A; € K (1 <4 <) tels

que
P N
Q_ZZZ;X—%'

Dans ce cas, pour calculer \; (1 <j <r),
1. multiplier (X — ;) a deux cotés :

P P A
) G " E oy Koy )X — ) (X —ay) v T X )

2. évaluer-les en a; :

A — P(a;) _ P(aj)
T ey —ar) (o — i) (o —ajpa) (g —an)  Q(ay)

2*. (Non-traité en cours, donc pour ceux qui veut s’amuser !)  Q = (X —a)NQ; avec Q1 () # 0. Trouver

ag,a1---an—1 € Ket R € K[X] tels que P = ( ,ivolak( a)")Q1 + (X — a)NR. Alors,
P (O (X —a)h)Qi + (X NR:NZ* w R
Q X o)V Q) XV g

Pour trouver ag, a1, - ,an—1, posons Y = X — « et considérer les polyndmes Py et Qg tels que Py(Y) =
P(X) et QoY) = Q1(Y). En faisant la division en puissance croissance de Py par o, on trouvera
ag, a1, ,an_1 € Ket un polydme Rg tel que Py = Qq Zk o arY*+YNRy. Posons R(X) = Ro(X —a),
on obtient I'expression que 1'on a cherché.



