Résumé de Cours 12

Développement en cofacteurs‘

Soit A = (a; ;) € M, (K). On va calculer det(A4). Pour 1 <4, j <n, posons

aq 0 a1 00 a4 o0 ai,
_ a;—1,1 - Gi—15-1 0 @i—1541 0 Gicim
Ai,j = 0 0 1 0 0
aiy1,1 0 Gir15-1 0 @ip1541 0 Qigin
an,1 e Qp,j—1 0 Qn,j+1 T Qn.n
ai,1 ai,j—1 a1,541 a1,n
_(_1)i+j Aj—1,1 0 Gi—1,5-1 Ai—1541 “°°  Qi—1n
Ai+1,1 0 Gip1,5—-1 Ai41,54+1 0 Gigrln
an,l o an,j—l an,j-‘rl T an,n

Ei’j est apellé le cofacteur associé a (i, ;) de la matrice A et (—1)“‘9'111-,]- est appelé
le mineur associé a (i,7) de la matrice A.

Par multi-linéarité, on obtient :

Lemme Pourl1<14,5<n,ona

1. développement par rapport a la i-ieme ligne : det A = E?Zl ai,jgi,j,

2. développement par rapport a la j-iéme colonne : det A = Z?:l aijAi ;.
En particulier, par anti-symétrie, on a
~ n ~
Z ai,in/’j = 52'71'/ det(A), Z aiyin’j/ = Sj,j/ det(A)
j=1 i=1
C’est-a-dire, posons com(A) := (/L',j)lgz',jgn € M,(K), on a
A-tcom(A) = 'com(A) - A = (det(A))I,.

Donc, on a

Lemme Soit A € M, (K).

1. La matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

2. Lorsque det(A) # 0, on a
1

det(A)

Al = fcom(A).

Attention Le 2eme énoncé est completement inadapté pour calculer I'inverse d’une matrice.



‘Quelques cas particuliers

Matrice triangluaire Développant sur lere colonne, on a

a171 ... PR a17n a272 ... PR a27n
0o . : 0
= a1
0 -+ 0 ann 0 -+ 0 Gnn

Donc, par récurrence, on obtient que det(A) = H?:l ai;, c-a-d., le déterminant de A est le produit des

composantes diagonales de A. Pareil pour une matrice triangulaire inférieure.

Matrice de Vandermonde Soit Aq,---, A, € K. La matrice que 'on s’intéresse ici est
1 1 1
A1 A2 An
V= .
)\?71 )\;171 . )\2—1
Calculons det(V). Ajoutant —\; fois la i-ieme ligne a la (i + 1)-iéme ligne, dans 'ordre de i =n — 1,n —
2,---,1, ensuite développant sur la lere colonne, on voit que
1 1 . 1 1 1 . 1
0 (A2 — A1) e A — A1) n A2 Az Ay
det(V) = |. : : =[x =) . : :
: : : o : : :
0 A2 —A1) o A2 — Ay D .

Par récurrence, on obtient ce que I'on appelle le déterminant de Vandermonde :

det(V) = J[ =)

1<i<j<n
Matrice circulaire Soient ag,a1, -+ ,a,—1 € K, on considere la matrice
ag ai e Gn—1
C = Gn—1
: a
ai o Gl ao
Soit w une n-iéme racine de I'unité, e.g., w = exp (%T V71) Pour 0 < i < n, on pose v; := {(1,w?, - -+ ,w™= D),
Posons Q(A) := Z;é ap\¥, on voit que Cv; = Q(w?)v; pour 0 < i < n. Donc, posons P = (v, Vi, " ,Vy_1)
et
QU 0 0
0 . . .
D= ,
: i 0
0 .. 0 Q(wn—l)

on obtient CP = PD. Par le déterminant de Vandermonde, on a det(P) = H0<i<j<n(wj —w') #£ 0, donc
P est inversible. On a SR

n—1 n—1
det(C) - det(PDPil) = det(D) = H Q(wl) = H(ao _|_ alwi + “e. + an_lw(nil)i).
1=0 =0



