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Fiche 4 : Applications linéaires 1

Exercice 1. Soit a un réel. Parmi les applications suivantes, déterminer celles qui sont
linéaires :

2) RZ — R2 b) RZ — R2 0 RZ — R2
(z,y) — (y,7) (z,y) — (v,a) (z,y) +—— (az,ay)
R2 — R2? R3 — TRZ

d) e)
(z,y) —— (r+a,y+a) (z,9,2) — (z+2,y+2)

f) R3 — R3 ) R — R
(,9,2) — (22,92 2?) & r +— sinzx

Exercice 2. Soit f I'application de R? dans R® définie pour tous «, 3 reéls par
flle, B)] = (a+ 2B, 0,0+ 8,30 + 58, —v + 23)

a) Montrer que f est une application linéaire.
b) Déterminer Ker f et préciser sa dimension.

¢) Déterminer Im f et préciser sa dimension.

Exercice 3. Dans R?, on considére les vecteurs
u=(2,1,-1), v=(1,-1,3), w = (3,3,-5).

On note F' le sous-espace vectoriel engendré par (u, v, w).
a) Déterminer une base de F.

b) Soit f: R3 — R3 Papplication définie pour des réels «, 3, v par

f[<a767’7)] - (30&4—’7,&—54—’7,—30&—364—’}’).

Montrer que f est un endomorphisme ! de R3.
Déterminer une base de Ker f et une base de Im f. Préciser le rang de f.
A-t-on R3 = Kerf @ Imf ?

Les vecteurs u, v, w sont-ils des éléments de Imf ?

¢
d
e

)
)
)
f)

Déterminer une base et la dimension de F' N Imf

1. Un endomorphisme d’un espace vectoriel E est une application linéaire de E dans F.
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Exercice 4. Soient n > 1 et m > 1 deux entiers. Soit f une application linéaire de R™ dans
R™. Soit (v1,v2,...,vp) une famille de vecteurs de R".

a) Montrer que si (v1,vg, ..., vp) est une famille génératrice de R™ alors (f(v1), f(v2),..., f(vp))

est une famille génératrice de Imf.

b) Montrer que si (f(v1), f(va2),..., f(vp)) est une famille libre alors (vi,va,...,vp) est
une famille libre.

c) Montrer quesi f est injective et si (vy, v, . .., vp) est une famille libre alors (f(v1), f(v2), ..

est une famille libre.

Exercice 5. Soit (€1, €3, €3) une base de R?, et A\ un nombre réel. Démontrer que la donnée

de
ole1) = ée1+é
p(e3) = €i—é€
p(e3) = €i+Ae

définit une application linéaire de R? dans R3. Ecrire I'image du vecteur ¥ = a1 €] +ag€3+a3és.
Comment choisir A pour que ¢ soit injective 7 surjective ?

Exercice 6. Soit u I’application de R* dans R? définie, pour tout (z,y, z, t) € R*, par
u(z,y, 2, t) = (r+y+z+ty—t,a—2z+3t).

a) Montrer que u est une application linéaire.
b) Déterminer une base et la dimension du noyau de u. Est-elle injective 7

¢) En déduire que u est surjective.

Exercice 7. Soit E = R, [X] l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a
n. Pour p < n on note e, le polynéme X7. Soit f I'application définie sur E par f(P) = Q
avec Q(X)=P(X +1)+P(X —1)-2P(X).

a. Montrer que f est une application linéaire de E dans F.

b. Pour p < n, calculer f(ep); quel est son degré? En déduire ker f, Im f et le rang de
I

c. Soit () un polynéme de Im f; montrer qu’il existe un polyndéme unique P tel que :
f(P)=Q et P(0)=P'(0) =0.

Exercice 8. Soit E = R, [X] lespace vectoriel des polynémes de degré < mn, et f: E — E
définie par :
f(P)=P+(1-X)P".

Montrer que f est une application linéaire et donner une base de Imf et de ker f.

- f(vp))
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Exercices a préparer pour le controle.

Exercice 1. On consideére B = {ey, €2, e3} la base canonique de R? et I’endomorphisme f de
R3 défini par
fler) =er, fle2)=—e1, flez)=es.
a) Déterminer 'image par f d'un élément (x,7,2) de R3.
b) Déterminer le noyau et I'image de f et donner une base de chacun d’eux.
¢) Montrer que fo f = f.

Exercice 2. Soit n > 1 un entier. Soient u et v deux endomorphismes de R” tels que uov = 0.
Montrer que
Imv C Keru.

En déduire que
rang(u) + rang(v) <n.

Exercice 3. Donner des exemples d’applications linéaires de R? dans R? vérifiant :
a) Ker(f) = Im(f).
b) Ker(f) inclus strictement dans Im(f).
¢) Im(f) inclus strictement dans Ker(f).

Exercice 4. a) Soit f une application linéaire surjective de R* dans R2. Quelle est la
dimension du noyau de f?

b) Soit g une application injective de R?® dans R!%0. Quelle est la dimension de 'image
de g?

c) Existe-t-il une application linéaire bijective entre R et R™?

Exercice 5. Les applications suivantes sont-elles linéaires ? Quand la réponse est oui, sont-
elles surjectives, injectives 7 Déterminer leur image et leur noyau.

f: CX] — C[X] g: CX] — C[X] h: C[X] — C
P — P(X+i) P s P(X?) P s P



