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Sommaire
1. Préliminaires : systemes d’équations linéaires . . . . .. .......... 37
2. Structure des idéaux d’un anneau euclidien . . . .. ............ 39
3. LesidéauxdeK[x] . . ..o v vt ittt e 41
4. LesordresmonomiauX . . . .. .o v v vttt vttt e 46
5.  Algorithme de division en plusieurs indéterminées . . ... ... ... .. 50
6. Divisionetréduction. . . ... ... ... ... i, 57

§ 1 Préliminaires : systéemes d’équations linéaires

II1.1.1. Systemes d’équations linéaires.— L’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan per-
met de déterminer les solutions d’un systeme d’équations linéaires, i.e., des systemes d’équa-
tions de la forme

fl(xl,.‘.,x,,) =0
fs(x1,..sx0) =0
ol tous les polyndmes f7, ..., fs de K[xi,...,x,] sont linéaires en les indéterminées xi, .. .,x,.

II1.1.2. Exemple.— Considérons les polyndmes linéaires suivants
fi=xt+y—z, fr=2x+3y+2

de Rx,y,z]. Soit I = (fi, f) I'idéal engendré par ces deux polynomes et soit V(fi, f2) I'en-
semble algébrique affine formé des solutions du systeme linéaire suivant

x+y—z=0
2x+3y+2z=0

37

CHAPITRE IlII. ALGORITHMES DE DIVISION

La méthode d’élimination de Gauss-Jordan pour la résolution de ce systeme consiste a choisir un
pivot, par exemple I’'indéterminée x dans la premiere équation et a éliminer les termes contenant
cette indéterminée dans les autres équations. Le systeme se réduit ainsi au systéme suivant

X)+y—-z=0
y+4z=0

Les solutions du systeme satisfont ainsi
y=—4z, x=>5z

Cette méthode d’élimination par ligne consiste a changer 1I’ensemble générateur de 1’idéal [ =
(f1, f2) par un autre ensemble générateur. On soustrait deux fois la premiére ligne a la seconde et
on remplace la seconde ligne par cette nouvelle ligne. On construit ainsi un nouveau polyndme

f=hL-2fi=yt+4z,

qui remplace le polyndme f, dans le systtme. Comme f3 = f» —2f], on a f3 € [ et comme

f=2fi+f3,ona fo € {f1,f3), ainsi
I=(fi,f2) = {fi,f3)-

On modifie ainsi I’ensemble des générateurs de I permettant de déterminer plus facilement
I’ensemble algébrique affine :

V(f17f2) = V(flvf:;) = {(SZ’ _4Z7Z) | z€ ﬂ%}
Le processus par lequel le polyndome f, est remplacé par f3 en utilisant f; est appelé une réduc-
tion de f, par fi, on note
Ly

Le nouveau polynéme f3 apparait comme un reste de la division du polynéme 2x + 3y + 2z
parx+y—z:

2x +3y +2z|x +y -z
2x 42y —2z|2
y +4z

IIL.1.3. Question de I’appartenance 2 un idéal.— FEtant donné un polynéme f de Rlx,y,z],
a-t-on f €= (f1,f3)? Si f est dans [, il peut s’écrire comme combinaison des polyndmes
générateurs de [ :

F=hfi+hfs,

avec hy,h3 € R[x,y,z]. Si le « terme dominant » (le pivot!) de f) est x et le « terme dominant »
de f3 est y, tout polyndme de R[x,y,z] se réduit via fj et f3 en un polyndme d’indéterminée z.
De plus, un polynéme en z ne peut pas étre réduit par réduction via fj et f3. Ona

fel={f1,f2)={(fi,f3) si,etseulement si, fM% 0.
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II1.1.4. Exemple.— Considérons maintenant la situation de 3 polynomes linéaires
fi=y—z f=x+2y+3z, fi=3x—4y+2z

de R[x,y,z]. On considere I'idéal engendré par ces trois polyndmes, I = (fi, f2, f3) et ’ensemble
algébrique affine V(fi, f2, f3) formée des solutions du systéme suivant

y—z=0
x+2y+3z=0
3x—4y+2z=0

Par élimination, on peut réduire ce systéme au suivant

y—z=0
x+2y+3z=0
—10y—7z=0

en retranchant 3 fois la seconde ligne a la troisieme, puis au systeme

y—z=0
x+2y+3z=0
—17z=0

en retranchant —10 fois la premiere ligne a la troisiéme On a les réduction

s Joy—72 05 17z

On a un nouvel ensemble générateur pour / :
I=(f1,f2.13) = (f1, 2. —17z).

L’ objectif est d’étudier la situation plus générale ot les polyndomes ne sont pas linéaires. Pour
faire la division, on doit choisir un ordre sur les indéterminées. En effet, dans le deuxieéme
exemple, on a considéré comme premier pivot x, fait I’élimination dans la troisieme équation,
puis I’élimination de y. Le choix de cet ordre est essentiel pour la généralisation aux polyndmes
non linéaires. L’ ordre est ici

x<y<z.

Avec cet ordre, le terme dominant de f; est y, celui de f, est x et celui de f3 est 3x. La réduction

2 1oy-72 25 172

consiste a soustraire des multiples de f] et f dans f3. On utilise les termes dominants de f; et
f>. Le terme —17z ne peut étre réduit plus en utilisant les termes dominants de f] et f>.

§ 2 Structure des idéaux d’un anneau euclidien

On commence notre étude par le cas des polynomes a une indéterminée.
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II1.2.1. Retour sur les anneaux euclidiens.— On rappelle qu’un anneau euclidien est un an-
neau commutatif A vérifiant les deux propriétés suivantes

i) A estintégre, i.e., pour tous éléments a et b de A,
ab=0=(a=0o0ub=0).
ii) il existe sur A un algorithme euclidien, i.e., une application
¢:A—{0} —N,
telle que, pour tout a € A et tout b € A — {0}, il existe ¢ € A et r € A, tels que

a=bg+r, avec@(r)< @) our=0.

II1.1 Théoréme. — Si A est un anneau euclidien, tout idéal de A est engendré par un élé-
ment.

Preuve. Soit A un anneau euclidien, muni d’un algorithme euclidien ¢, et soit / un idéal de A.
Si I est nul, il est engendré par 0, on a I = (0). Si I est non nul, alors @(/ — {0}) est une partie
non vide de N, elle a donc un plus petit élément n. Soit b € I — {0}, tel que ¢(b) = n. Tout
élément a de I s’écrita = bg+r, avec r =0 ou @(r) < @(b) = n. Or

r=a—bgel,

donc par minimalité de n, on ne peut pas avoir @(r) < n, d’oll nécessairement r = 0. Par suite,
tout élément a de I s’écrit a = bq, ainsi I = (b). O

I11.2.2. Anneaux principaux.— Soit A un anneau et / un idéal de A. On dit que [ est principal
s’il est engendré par un élément, c¢’est-a-dire, s’il existe un élément a de A, tel que I = (a).
Un anneau est dit principal s’il est intégre et si tout idéal de A est principal. Le théoreme II1.1
montre ’implication

euclidien = principal.

II1.2 Théoréme. —
i) L’anneau Z est principal.

ii) Si K est un corps, I’anneau K[x] est principal.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du fait que les anneaux Z et K[x] sont euclidiens. [J

Exercice 59. —

1. Montrer que I’anneau Z[x] n’est pas principal. [indication : considérer I’idéal engendré par
les polyndmes 2 et x]

2. Montrer que si K est un corps, I’anneau K[x,y] n’est pas principal. [indication : considérer
I’idéal engendré par les polyndmes x et y.]
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§3 Les idéaux de K|x]

IIL.3.1. Générateurs des idéaux de K[x].— Soit K un corps. D apres la section précédente,
tout idéal I de K[x] est engendré par un élément. Dans ce cas, la construction de la preuve du
théoreme III.1 s’exprime de la facon suivante. L’idéal nul est engendré par le polynome nul.
Soit 1 un idéal non nul de K[x]; notons g un polynéme non nul de I de degré minimal. Pour
tout polynéme f de I, d’apres le théoreme de la division euclidienne, théoreme 1.2, il existe des
polyndmes g et r de K[x] tels que

f=ag+r

avec deg(r) < deg(g). Si r est non nul, alors r = f — gg € I, ce qui contredit le choix de g,
car deg (r) < deg(g). Par conséquent, ona r =0 et f = gg. Ainsi I C (g). Comme g € [, on a
I’égalité :
I=(g)-

Le polyndme g ainsi obtenu est unique a un facteur pres. C’est une conséquence du fait que si
(g1) = (g2), alors g1 divise g, et g, divise g;, donc il existe un scalaire A tel que g; = Ag>. On
peut dire que le polyndme g obtenu dans cette preuve est le « meilleur » polynome générateur
pour I’idéal 1.

IIL3.2. Probléme du calcul d’un générateur.— Etant donné un idéal I de K[x], comment cal-
culer un polyndme g tel que I = (g) ? Dans un premier temps, nous allons aborder ce probléme
dans le cas d’un idéal engendré par deux polyndmes, dont I’'un au moins n’est pas nul :

I={(f1,f2).

Par exemple, comment trouver un générateur pour 1'idéal I = (fi, f>) avec f; = —letfp=
6
x°—17?

I11.3.3. Plus grand commun diviseur.— Rappelons que le plus grand commun diviseur de f;
et f», noté pged(fi, f2), est le polyndme g vérifiant les trois assertions suivantes

i) g divise f] et g divise f>,

ii) si un polyndme & de K[x] divise fj et f», alors h divise g,
iii) lc(g) =1.

Ona

II1.3 Proposition. — Soient f et f, deux polyndmes de K[x], dont I’'un au moins est non
nul. Alors, le pged de f] et f» existe et on a

<fl7f2> = <ngd(flzf2)> .

Preuve. D’apres la section IIL.3.1, il existe un polyndme g de K[x] tel que

(fi,.2) = (&) -

Le polyndme g étant unique a un facteur prés, on peut supposer que Ic(g) = 1. Montrons que g =
pged(f1, f2). Comme f1, f> € (g), alors g divise a la fois f] et f,. Supposons qu’un polyndome /
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divise a la fois fj et f>. Comme g est dans I’idéal (fi, f2), il existe une décomposition de g en

g=hfi+hfa

oll iy et hy sont deux polynomes de K[x]. Par suite, & divise g. [

Remarque I11.4.— La preuve de la proposition précédente permet également de montrer I’ exis-
tence et 1'unicité du pged de deux polyndmes.

Le probleme de trouver un unique générateur de 1’idéal (1, f>) se réduit ainsi a celui du calcul
du pged de fj et f>.

Exercice 60. — Soient f et g deux polyndémes de K[x]. Montrer qu’il existe des polyndmes u
et v de K[x], tels que
uf +vg = pged(f,g).

I11.3.4. Algorithme de la division euclidienne.— 1’algorithme d’Euclide permet de calculer
le pged en utilisant I”algorithme de division vu dans le premier chapitre. Il est basé sur le résultat
suivant :

IIL.5 Proposition.— Soient f; et f> deux polyndmes de K[x], dont I’'un au moins est non
nul. Alors,

peged(fi, f2) = pged(fi — 42, f2),
pour tout polyndme ¢ de K[x].

Preuve. Soit g un polyndme non nul. On a f; = f; — qf> + q/f>, par suite

(fi,h2) = (fi —af2, f2) -

D’apres la proposition 1113, on a

(pecd(f1,/2)) = (f1,.f2) = {fi — a2, o) = (pged(fi — a2, f2)) -

Par suite, pged(fi, f2) et pged(fi — qf2, f2) sont égaux 2 une constante multiplicative prés. Le
pgcd de deux polyndmes étant de coefficient dominant égal a 1, on en déduit I’ égalité recherchée
peed(fi, f2) = pged(f1 —gf2, f2). O
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ENTREE : fi, f> € K[x], non tous les deux nuls,
SORTIE : f = pgcd(fi, /o).
INITIALISATION : f:=fi:g:= f»

TANT QUE : g # 0 FAIRE

f %5 r, o rest le reste de la division de f par g,

f=g
gi=r,
f=wpf

L’algorithme d’Euclide.

Exercice 61.— Montrer que I’algorithme d’Euclide termine.

II1.3.5. Exemple.— Illustrons 1’algorithme d’Euclide sur le calcul du pged des polyndmes
fi=x 42 —5x+3et fr = x> +x—2de Qx].

INITIALISATION : f:=x>+x>—5x+3,g:=x>+x—2.

Début de la boucle TANT QUE :

Premiére itération de la boucle TANT QUE :
B2 -s5x+3-% —3x+43,
fi=x>4x-2,
g:=—-3x+3,

Deuxieéme itération de la boucle TANT QUE :
2x—2-5 0,
fi=-3x+3,
g:=0,

Arrét de la boucle TANT QUE :

fi= ﬁf: L(-3x+3)=x—1.

Par suite, pged(fi, f2) =x— 1.

II1.3.6. Exemple.— Pour calculer le pged des polyndmes f; =x* —let o =20 —1:

H1=005—1)+x4 -1,
B-1=20 1)+ -1

1=+ 1) —1)+0.
Ainsi
pged(f1, f2) = pged(x® — 1,x* — 1) = pged(x* — 1,.6* — 1) = pged(x* — 1,0) = x* — L.

En conséquence,

(fi.fo) = (P —1).
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I11.3.7. Cas d’un idéal engendré par plus de deux polynomes.— Considérons un idéal I =
(fi1,---,fs) de K[x] engendré par des polyndmes non tous nuls. Rappelons que le plus grand
commun diviseur des polyndmes fi,..., fs, noté pged(fi,..., fs), est le polyndme g vérifiant les
trois assertions suivantes

i) g divise f;, pour tout i € [1,s]

ii) si un polynéme & de K[x] divise f;, pour tout i € [1,s], alors A divise g,
iii) lc(g) = 1.
On a

II1.6 Proposition.— Soient f1,..., f; des polyndmes de K[x], non tous nuls. Alors,
i) <fl7 s 7fs‘> = <ngd(fl7 .. 7f.‘5‘)>?
i) pours >3, alors pged(fi,..., fs) = pged(f1,pged(f; - - -, £5))-

Preuve. Montrons I’assertion i). L’anneau K[x] étant principal, il existe un polynéme g de K|x]
tel que

(fr,- f)=(8).

Le polyndome g étant unique a une constante prés, on peut supposer que lc(g) = 1. Montrons
que g = pged(fi,- .., fs). Comme fi,..., f; € (g), alors g divise tous les polyndmes fi, ..., f;.
Supposons qu’un polynéme 4 divise tous les polynémes fi,..., f;. Comme g est dans 1’idéal
(f1,---,fs), il existe une décomposition de g en
g=hfithfrt+...+hfs,

ol Ay, hy,. .., hs sont des polyndmes de K[x]. Par suite, & divise g.

Montrons I’assertion ii). Posons A = pged(f2,. .., fs). D’aprési), ona (fa,. .., fs) = (h). Ainsi

(fisenfs) = (k)

Toujours d’apres i),

pged(f1,. .., fs) = pged(f1,h) = pged(fi,pged(fa, - .-, fi))-

O
I11.3.8. Exemple.— Calculons le générateur de 1’idéal
I= <x3 —3x+2xt—1,x5— 1> C K[x].
Ona
pged(x® —3x+2,x* — 1,x% — 1) = pged(x® — 3x+ 2, pged(x* — 1,x° — 1))
=pged(x® —3x+2,x2—1)=x—1.

Ainsi
I=(x—1).
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I11.3.9. Problemes.— Nous pouvons répondre dans le cas d’une indéterminée aux problemes
posés dans le chapitre précédent.

a) Probléme de la description d’un idéal :

- tout idéal I de K[x] posséde un unique générateur,
- il existe un « meilleur » générateur, c’est le pged des polyndmes qui en-
gendrent /.

b) Probleme de I’appartenance a un idéal :
étant donné un idéal I = (fi, ..., f;) et un polyndme f de K[x], pour déterminer
si f €1, on calcule g = pged(fi, ..., fs), puis on divise f par g. Le reste de cette
division est nul si, et seulement si, f € [, i.e.,

f 24,0 si, et seulement si, fer={g.

¢) Probléme de la résolution d’équations polynomiales :

étant donnés des polyndmes fi, .. ., fs de K[x], les solutions dans K du systeme
d’équations polynomiales
filx)=0
fs(x)=0
sont les solutions de I’équation
8(x) =0,

ol g = pged(fi, .-, fs)-

I11.3.10. Exemple.— Comment déterminer si le polyndme f = x> 4 4x? + 3x — 7 appartient 2
I'idéal
1= <x3 —3x42,x —1,x0— 1>.

On a montré que I = (x—1). On a calcule la division de f parx—1:
Brd? 43T = (P +5x+8)(x— 1)+ 1.
Ainsi, la réduction de f parx—1lest1:
Sad+30-7551
On en déduit que f n’appartient pas a I’idéal 1.

Exercice 62.— Déterminer si le polyndme f est contenu dans ’idéal I de K[x].
1L f=x>-3x+2,1=(x—2),

2. f=x574x+l,I= <x3fx2+x>,

3. f=xr—dx+4,1=(x*—6x>+ 12x—8,2x> — 102> + 16x —8),

4. f=x—1,1= <x9 1,04+ -2 — 1>.

Exercice 63.— FEtant donnés des polyndmes fi,..., f; de K[x], existe-t-il un algorithme pour
décider si I’ensemble algébrique affine V(fi,..., fs) est non vide ? Dans le cas ot K= C la
réponse est affirmative.
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1. Soit f est un polyndme non nul de C[x], montrer que V() est vide si, et seulement si, f est
constant.
2. Soit fi,..., fs des polynémes de C[x]. Montrer que V(f7,..., f5) est vide si, et seulement si,

ngd(fh' A ’fv) = 1
3. Décrire une méthode algorithmique pour déterminer si V(fi,..., fs) est non vide.
4. Que peut-on dire dans lecasou K=R?

I11.3.11. En conclusion.— Nous avons vu que la notion de réduction via I’algorithme de divi-
sion est un point clef dans la résolution des probleémes mentionnés en I11.3.9. Nous n’avons pas
mis en évidence 1’'importance d’ordonner les termes dans le cas d’une seule indéterminée, car
il existe un ordre naturel dans ce cas, celui donné par le degré des termes. Dans la réduction

fif—%g,

le reste f — ﬁ%g est de degré strictement inférieur au degré de f. C’est la raison pour laquelle

I’algorithme termine ; c’est une conséquence du fait que
n<m si,etseulementsi x" divisex™.

La fin de ce chapitre est consacré au probleme de cette réduction dans le cas de plusieurs
indéterminées.

§4 Les ordres monomiaux

Nous noterons .Z (x1,...,X,), ou .Z s’il n’y a pas de confusion, I’ensemble des mondmes en
les indéterminées x, ..., x, :

M (x5 x0) = x| a=(0y,...,00) € N'}L

II1.4.1. Ordre monomial.— Un ordre monomial sur .# est une relation < vérifiant les asser-
tions suivantes

i) < estun ordre total sur .Z,
ii) six® < xP, alors x%x” < xPx?, pour tous x“,xﬁ et x¥ dans .,
iii) 1 < x%, pour tout x* € ./Z.
IIL.4.2. Ordre lexicographique.— Etant donné un ordre alphabétique
Xp < oo <Xp < X

i.e., un ordre sur ’ensemble des indéterminées, on définit ’ordre lexicographique <ex sur A
en posant, pour tous n-uplets d’entiers naturels & = (a,...,0) et B = (Bi,...,Bn),

o
X7 <lex XB

si, et seulement si, les premieres coordonnées ; et 3, en partant de la gauche dans o et 3, qui
sont différentes satisfont a a; < f3;.
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I11.4.3. Exemple.— Supposons que 1’on ait deux indéterminées avec 1’ordre alphabétique y <
Xx,ona

0 2 3 2 2 2
I=y" <lex Y Slex Y~ Slex V™ Sex « - - Slex X Slex VX Sex VX lex - - Slex X Slex YX Sex -+«

I11.4.4. Remarque.— L’ ordre lexicographique dépend de 1’ordre alphabétique sur les indéter-
minées. Tout ordre alphabétique sur les indéterminées x1, . . ., x, définit un ordre lexicographique
sur A (x1,...,Xp).

Exercice 64.— Montrer qu’il existe n! ordres lexicographiques possibles sur cet ensemble de
monomes.

Notons que x* <ex XP si, et seulement si, le premier entier non nul dans le n-uplet

B—oa=Bi—a,....Br— o) €Z"

est positif. Par exemple, siz <y < x,ona
) y°z* Siex 17, car B — o = (1,0,-4),
b) x3y?7! Spex X3y%24, car B — a0 = (0,0,3).
¢) Y&t Slex X, car f—a = (1,-3,—4).

I11.7 Proposition. — L’ordre lexicographique <ex est un ordre monomial.

Exercice 65.— Montrer la proposition IIL.7.

I11.4.5. Propriétés des ordres monomiaux.—

IIL8 Proposition. — Soit < un ordre monomial sur .#. Soient x* et x# deux mondmes de
M, tels que x* divise xP, alors x* < xP.

Preuve. Sile mondme x% divise le mondme xﬁ, il existe alors un mondme x? dans ., tel que
P = x%x". Lordre < étant monomial, on a 1 < x7, d’olt x% < x%xY =xF. O

Exercice 66.— Montrer qu’il n’y a qu’un seul ordre monomial sur . (xy).

Tout bon ordre est un ordre total, remarque 1.6.5. La réciproque est fausse en général, cepen-
dant pour les ordres monomiaux, on a

I11.9 Proposition. — Tout ordre monomial sur .# est un bon ordre.

En particulier, toute suite décroissante de mondmes

Q;

Lo=xa% g g x% g x%

termine.
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Exercice 67. — 1. Soit < un ordre monomial sur .# (x,...,X,+1), montrer que < induit
un ordre monomial sur .Z (xy,...,X,).

2. Soient x* et xP deux moénomes de M (x1,...,%,), et k, | deux entiers naturels tels que

o k Bl
XX ] XX 4

Montrer que
<P ouk<l

3. Montrer la proposition II1.9. (Indication : on fera une récurrence sur le nombre d’indéter-

minée.)
I11.4.6. Définitions.— Fixons un ordre monomial < sur .# (xi,...,X,). Tout polyndme non
nul f de K[xy,...,x,] peut s’écrire sous la forme
f=ax® +apx® + ... +ax%r,
ot les a; sont des scalaires non nul, les x* des mondmes de .# (x1, ... ,x,) deux a deux distincts

et
x%r < x% g x%in,

Le n-uplet oy, est appelé le multidegré de f, on le note multideg(f) :

multideg(f) = a tel que x* est le plus grand mondme apparaissant dans f.

On dit alors

i) que a; est le coefficient de plus haut degré de f (leading coefficient) de f, noté lc(f),
ii) que a;x% est le terme de plus haut degré f (leading term), noté 1t(f),
iii) que x®1 est le mondme de plus haut degré de f (leading monomial), noté Im(f).

Si g est un second polyndme non nul de K[xy,...,x,], on dit que f est de multidegré plus petit
que g si le mondme de plus haut degré de f est plus petit que celui de g :

multideg(f) < multideg(g) si Im(f) < Im(g).

On pose, par ailleurs 1c(0) =1t(0) = Im(0) = 0.

I11.4.7. Remarque.— Un ordre monomial étant un bon ordre, on peut faire des raisonnements
par récurrence sur le multidegré.

111.4.8. Exemple.— Considérons I’ordre alphabétique z < y < x et soit f le polyndme
f=dxy’z+42% — 53 + 1222,

on a,

multideg(f) = (3,0,0), lc(f) = =5, Im(f) =x°, It(f) = —5x>.

Exercice 68. — On fixe un ordre monomial sur . (xi,...,x,).

1. Montrer que pour tous polynéme f et monéme m de K[xi,...,x,], ona

It(mf) =mlt(f).
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2. Soient f et g des polyndmes de K[xj,...,x,], a-t-on toujours 1t (fg) =1t (f)It(g) ?
3. Soient fi,..., fs, &1, --,&s des polyndmes de K[xj,...,x,]. A-t-on

Im(fig1+...+ figs) =Im(f;)Im(g:),

pouruni € [[1,s]?
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II1.10 Proposition.— On fixe un ordre monomial sur . (xj,...,x,). Soient f et g des
polyndmes non nuls de Klx,...,x,]. Le multidegré vérifie les propriétés suivantes :

i) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g) ;

ii) si f+ g est non nul, alors multideg(f + ¢) < max (multideg(f), multideg(g)) et si, de
plus multideg(f) # multideg(g), on a 1’égalité.

Exercice 69. — Montrer la Proposition III.10.

Exercice 70.— On fixe un ordre monomial sur .# (x,...,x,). Soient f et g des polyndmes
non nuls de K[xj,...,x,]. On admettra qu’il existe un unique polyndme d (le pged de f et g,
noté pged(f, g)) dans K[xy, ..., x,] ! vérifiant

i) d divise f et d divise g,
ii) siun polynéme % de K[xy,...,x,] divise f et g, alors A divise d,
iii) lc(d) = 1.

. Vérifier que < f,g >C< pged(f,g) >.

. Montrer que 1’idéal < f,g > est principal si et seulement si < f,g >=< pged(f,g) >.

. Montrer que pged(f,g) a un multidegré maximal parmi les diviseurs communs de f et g.

. Vérifier que tout polyndme non nul de < f, g > a un multidegré supérieur ou égal a celui de

pged(f,8)-

5. Montrer que si I’idéal < f,g > contient un polyndme de méme multidegré que celui de
pged(f,g), alors < f,g >=< pged(f,g) >.

6. On considere K|[x,y] et un ordre monomial sur .# (x,y) tel que y < x. Montrer que y a un
multidegré minimal parmi les polynomes non nuls de I'idéal < x,y >.

7. Vérifier que 1 est le pged de x et y.

=W -

IIL.4.9. Ordre lexicographique gradué.— Etant donné un ordre alphabétique x, < ... < xp <
x1, on définit I’ordre lexicographique gradué <giex sur . de la fagon suivante : pour @ =
(ay,...,on) et p=(B1,...,B), on pose

o
X7 <grlex xB

si, et seulement si,

<Zn:ai<2n:ﬁi> ou <Zn:ai—zn:ﬁ[ et )Ca#]exxﬁ>.
i=1 i=1 i=1 i

i=1

1. Ce résultat suit du fait que, de méme que pour une seule indéterminée, I’anneau K]xj, ..., x,] est un anneau
factoriel, ¢’est-a-dire que tout polyndme se factorise de maniére unique en produit de facteurs irréductibles.
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Par exemple, avec y < x, on a

2 2 3
1 #grlex y ﬁgrlex X <grlex y ﬁgrlex Xy ﬁgrlex X %grlex y

Exercice 71.— Montrer que <{glex €st un ordre monomial.

Exercice 72.— On considere les ordres <{jex €t <grlex SUr .4 (x,y,z) & partir de 1’ordre alpha-
bétique x >y > z.

Classer par ordre lexicographique croissant, puis par ordre lexicographique gradué croissant
les mondmes suivants :

3
2yt B B YA ol

Exercice 73.— Soient f et g des polyndmes non nuls de K[x1, ...,x,]. Montrer que deg (fg) =
deg (f) +deg(g) ol deg désigne le degré total.

§ 5 Algorithme de division en plusieurs indéterminées

L’objectif de cette partie est de définir un algorithme de division pour les polyndmes a plu-
sieurs indéterminées qui généralise 1’algorithme de division pour les polynomes & une indéter-
minée.

Dans K][x], la division d’un polynéme f par g donne une décomposition de f sous la forme

f=aq8+r

avec deg (r) < deg(g), théoréme 1.2. Dans le cas général, I’objectif est de divisiser un polynéme
fde K[xy,...,x,] par un ensemble de polyndémes fi,..., fs € K[xi,...,x,]. Nous allons voir que
cela consiste a écrire le polyndme f sous la forme

f=ufi+...tusfs+r,

ou les quotients sont les polyndmes uj,...,us € K[xi,...,x,] et le reste est le polynéme r €
Klx, ..., X

Le principe de I’algorithme de division d’un polyndme f a plusieurs indéterminées par un
ensemble de polyndmes f,.. ., f; est le méme que dans le cas a une seule indéterminée :

1. fixer un ordre sur les termes,

2. remplacer le terme dominant de f en multipliant un des f; par un terme approprié et
soustraire le résultat a f; ce terme est alors un terme du quotient u;,

3. proceder ainsi avec tous les polyndémes fi,..., f;.

IIL5.1. Premier exemple.— Posons f = xy>+ 1, fj =xy+1 et f, = y+ 1. On fixe I’ordre
alphabétique y < x et I’ordre lexicographique associé sur les termes. Le terme dominant 1t (f) =
xy? est divisible par les termes dominants 1t (f;) = xy et lt(f5) =y :

xy? +1|xy +1
xy? +y|y
I —y
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1 —y| y+1
—y —1]—1
2

Comme 1t (f;) et 1t (f2) ne divisent pas 2, ce reste est irréductible. On a obtenu les réductions 2

1oy o

On écrit
)cy2 M 2.

Le polynome f s’écrit alors sous la forme
P+ 1 =y(y+1)+(=1)(y+1)+2.
Nous aurions commencé par la division par f, :

xy2 +1| y +1
xy? xy|xy
—xy +1
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termes dominants de f] et f>. Dans ce cas, la décomposition est
X 1= (0)(xy+ 1)+ (y = x) (v + 1) + (x +1).

La situation est la suivante :

I—y
xy?+1 2
fa /
—xy+1 x+1

f

IIL5.2. Deuxiéme exemple.— Soient f = x2y +xy* +y%, fi =xy — 1 et f, = y* — 1. Comme
dans les exemples précédents, on considere 1’ordre lexicographique, avec 1’ordre alphabétique
y < x. On effectue la division de f par f; puis par f»

xzy +xy2 +y2
x2y —Xx

x +xy% +y?

xy —1

x
2 i

x2y+xy2+y —>x+xy2 +y2

—xy +1

xy +1
-1

—xy —1
2

Comme 1t (f1) et 1t(f2) ne divisent pas 2, ce reste est irréductible. On a obtenu les réductions

xy2+1 i>—)cy—‘,—1 LZ,

soit
xy? Ay,

Le polyndme f s’écrit alors sous la forme
P 1= (=1D)(y+ 1)+ () (r+ 1) +2.

On notera que les restes de ces deux divisions sont égaux, mais les quotients différents. Apres la
premiére réduction par f», on peut encore appliquer la réduction par f3, car It(f,) divise —xy :

xy2 +1] y +1
xy2 +xy|xy
—xy +1

—xy +1| y+1
—Xy —Xx|—x
x +1

Le polyndme x + 1 est le dernier reste, car les termes x et 1 ne sont pas divisibles par les

2. voir partie suivante 6

xy2 +x +y2 xy —1
Xy’ =y y ;
x +y +y? wtxty? o xty+y?

Les termes dominants 1t (f}) et 1t(f>) ne divisent pas le terme dominant It (x-l—y2 +y) = x
Cependant, x+y? 4y n’est pas le reste, car It (f») divise y?. On extrait alors le terme x du reste
et on poursuit la division :

¥y -1
¥ 1|1
2 fa
y +l1 X+y +y-—x+y+1

Apres cette division, le reste est x+y+ 1. Les termes dominants de f; et f> ne divisent aucun
terme de x +y+ 1, qui est ainsi le dernier reste. On a
Pyt +50 = )y = 1)+ )y = 1)+ ()0 = 1) +x+y+1
=(@+y) ey -1+ (1) —1)+x+y+1

et
Ky + x> +y jl—’jgx—&-y—«—l.
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Ces exemples illustrent le théoreme suivant et le second exemple éclaire le fonctionnement
de I’algorithme de division associé.

III.11 Théoreme.— Soit F = {fi,...,f;} un ensemble de polyndmes de K[xi,...,x,].
Etant donné un ordre monomial < sur A (xi,...,%,), tout polyndme non nul f de
Kl[xi,...,x,] s’écrit sous la forme

f=ufi+.. tusfs+r,

oll uy,...,us,r sont des polyndmes de K[x,...,x,], tels que r = 0 ou r est une somme de
termes non divisibles par 1t (f),...,1t(f;). On a de plus, pour tout quotient u; # 0,

multideg(u; f;) < multideg(f).

Preuve. On fait un raisonnement par récurrence sur le multidegré. Soit f un polynéme non nul
et supposons que le résultat est vérifié pour tout polyndme non nul de multidegré strictement
inférieur a celui de f. Alors,
— ou bien il existe i, tel que 1t(f;) divise It (f). Dans ce cas on choisit un tel j et on effectue
la division de f par f; et on obtient

)
1t (f))

avec g nul ou multideg(g) < multideg(f). Si g est nul, le résultat est vérifié car

!

fitg

multideg <11tt((j:-))fj> = multideg(f).
j

Sinon, par hypothése de récurrence,

g=uifi+ .. +uifi+. . tufi+r

oduj,...,ul,r sont des polyndmes de Klxi,...,x,], tels que
— r=0ou r est une somme de termes non divisibles par 1t (f),...,1t(fs);
— multideg(u}f;) < multideg(g) < multideg(f) pour tout u} # 0.
On obtient
f= / It (f) 1\ r /
=ufi+...+ +u; | fi+.. Fugfs+r
le(fi)

avec les propriétés souhaitées car

multideg ((l]tt((j“)) + u;) fi) = multideg(f);

— ou bien le terme dominant 1t (f) de f n’est divisible pas aucun des It (f;). Dans ce cas, si
f=1t(f) c’est terminé, sinon on applique I’hypothése de récurrence a g = f —1t(f). Alors

g=ufi+...‘uifi+.. +ugfs+r
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avec les bonnes propriétés et donc
f=wfi+.. uifi+.. Fufs+ 1 (f)+7)

avec les propriétés souhaitées.
O

Notons que dans les exemples précédents, les quotients u; et le reste r ne sont pas uniques.
Ils dépendent du choix de la suite des divisions effectuées.

IIL.5.3. Algorithme de division dans K[x;,...,x,].— La preuve du théoréme IIL.11 corres-
pond a I’algorithme de division suivant

ENTREE : fi,....f, f €K[x1,..., %],
SORTIE : uy,...,us,r € Kxy,...,x,] tels que
r =0 ou r est une somme de termes non divisibles par 1t (f1),...,1t(f;).
INITIALISATION : u; :=0, ... u;:=0, r:=0, p:=f;
TANT QUE : p #0 FAIRE

i=1

div:= faux

TANT QUE : (i<s ET div= faux) FAIRE

SI (it(f;) divise It (p)) ALORS

_, Ik(p)
u; ul+1t(fi)
I )
) 1t (fi)™"
div := vrai

SINON i:=i+1
SI div = faux ALORS
r:=r+Ilt(p)
=p—lt(p)

Algorithme de la division des polynémes a plusieurs indéterminées.

Cet algorithme est constitué de deux parties principales :

— une étape de division, si 1t(f;) divise It(p) pour un i, I’algorithme procede a la division
comme dans le cas d’une seule indéterminée avec le premier i vérifiant cette condition,

— une étape de reste, si 1t (f;) ne divise 1t (p) pour aucun i, I’algorithme rajoute It (p) au reste.

Le polyndme r obtenu par cet algorithme est appelé le reste de la division de f par fi,..., fs,
on note
f 1 va -

I11.5.4. Remarque sur la non unicité du reste.— Contrairement a la division dans le cas
d’une seule indéterminée, le reste n’est pas unique, il dépend de I’ ordre des polyndmes fi, ..., fs
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dans I’algorithme de division. En effet, reprenons le deuxiéme exemple avec f = X2y +xy7 +y?2,
fi=xy—1let f =y>—1, avec I’ordre lexicographique associé i I’ordre alphabétique y < x. On
a effectué la division de f par f| puis par f>

e iy Boxaya
soit
ff‘—'ﬁix+y+1.

Changeons 1’ordre des diviseurs en prenant pour premier diviseur f5 :

2y +x2 22 —1
x?r  —x x

Xy +y? 4x

x2y +3? +xy? 1
¥ -1 1
xzy +x +1

On divise alors le reste obtenu par f :

¥y 4x +1|xy —1

2y —x X
2x +1
On a ainsi
Pyt +y7 = @)y = 1+ e+ 1) = 1)+ 20+ 1.
Soit
2y e 2y a1 I
et donc
ot

Le reste obtenu par ce chemin de réduction n’est pas le méme. Cet exemple illustre que
I’ordre des polyndmes fi, ..., f; dans I’algorithme de division a une influence sur le reste r et les
polynémes uy, ..., us. Ce point est une obstruction a la résolution du probléme de I’ appartenance
a un idéal. En effet, si apres la division de f par fi, ..., fs, on obtient un reste nul, i.e.,

f=uwfi+. . tugfs,

alors felI=(f1,...,fs).Ona

Cependant, la réciproque n’est pas vraie comme le montre I’exemple suivant.

CHAPITRE IlII. ALGORITHMES DE DIVISION

IIL5.5. Exemple.— Soient f = xy> — x et I Iidéal de K[x,y] engendré par les polynomes fi =
xy+letfp=y>—1.0Ona

o —x=y(y+ 1) +007 = 1)+ (~x—y),
soit

fM—x—y.

Mais si on considere I’ordre f>, fi, on a
0 —x=x(y>—1)+0(xy+1) +0,

ainsi o
rEho,

par suite f € 1. C’est ainsi que I’on peut avoir f € I sans que f se réduise a 0 par un ensemble de
polyndmes qui engendrent /. L’algorithme de division que nous venons de construire présente
sur ce point une difficulté. Pour remédier a cela, 1’objectif est de construire un « bon » ensemble
de générateurs pour I’idéal 1. C’est-a-dire un ensemble de générateurs G de I’idéal I, pour lequel
le reste de la division par G est unique, peu importe 1’ordre utilisé sur les diviseurs g1, 82, ...,8;
avec G ={gi,...,8} , et que I’on ait ainsi

fel sietseulementsi, f520.

L’existence d’un ensemble de générateur satisfaisant cette propriété fera I’objet du prochain
chapitre et un algorithme de construction d’un tel ensemble du chapitre suivant .

Exercice 74.— Soit f = x'y? +x3y> — y 4+ 1 un polyndme de K[x,y] et soient f; = xy*> — x

et for=x—y.

1. Calculer le reste de la division de f par fi, f> en utilisant I’ordre lexicographique et I’ordre
lexicographique gradué.

2. Méme question avec les diviseurs dans ’ordre f5, f.

Exercice 75.— Soient f = xy’z> +xy —yz, fi =x—¥%, for =y—2>, f5 = 2> — 1. En utilisant
I’ordre lexicographique,

1. calculer le reste de la division de f par f1, f2, f3,

2. calculer le reste de la division de f par f3, f>, f1.

Exercice 76.— On étudie la division du polyndome f = x> — x?y — x>z -+ x par les polynémes

fi=xXy—zetfr=xy—1.

1. En utilisant I’ordre lexicographique gradué, calculer le reste de la division de f par fi, f2,
puis par f2, fi.

2. Les deux restes sont différents, a quel moment dans le processus de division cette différence
apparait ?

3. Posons r = r{ — ry. A-t-on r € (fi, f2) ? Si oui, donner une décomposition r = uj + us f>,
sinon expliquer pourquoi ?

4. Calculer le reste de la division de r par f1, f». Ce résultat était-il prévisible ?

5. Trouver un autre polyndme g € (f1, f2), tel que le reste de la division de g par fi, f> est non
nul.

6. L’algorithme de la division donne-t-il une solution pour le probleme de I’appartenance a
U'idéal (f, f2) ?
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Exercice 77.— 1. En utilisant I’ordre lexicographique gradué, donner un élément g de 1’idéal
(fi.fo) = (207 —x,38%y =y — 1) C R[x,)]

dont le reste de la division par f, f> est non nul.
2. Méme question avec I’idéal

<f17f27f3> = <x4y2 _st3y2 —z.,x3y3 - 1>x2y4 _22> - R[}C,y.,z}.

§ 6 Division et réduction

IIL6.1. Exemple.— Soit f; = x> — 2xy € Q[x,y] muni de ’ordre lexicographique associé a
y < x.

On peut interpréter la division d’un polynéme de Q|x, y] par fi comme une réduction par fj.
La division de x> par f] est de reste 2xy et en terme de réduction on a

PEpEIN 2xy.

Pour calculer le reste de la division de x* +3x3y par f|, on remplace Dans I’expression x* +3x3y,
les occurrences du terme x> par le terme 2xy :

4353y RN x(2xy) 4327y iR x(2xy) +3(2xy)y = 2%y + 6xy°.
Le polynéme 2x%y + 6xy> ne posséde pas de terme divisible par x° et correspond ainsi au reste
recherché.
II1.6.2. Réduction.— Soient f,g,h trois polyndmes de K[xj,...,x,], avec g non nul. On dit
que f se réduit en une étape en h modulo g et on note
[ h,

si 1t (g) divise un terme non nul X de f et que

h=f— )g.

It(g
En particulier, un ordre monomial fixé, on a, pour tout polyndme f,
f

l(f) —1(f) = f-

Par exemple, si f = x°y? — x2y® 4 x, avec 1’ordre lexicographique gradué et y < x, on a
32 [ 23

XyT ——=x7y —x.
I11.6.3. Exemple.— Considérons les polynémes f = 6x3y —x+y*+4y> — 1l et g =2xy+y3 de
Q[x,y], avec I’ordre lexicographique induit par y < x. On a It (g) = 2xy qui divise 6x>y, d’oli la

réduction
F5 32—yt 4y -1
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Si I’on considere I’ordre lexicographique gradué avec y < x, alors 1t (g) = y> et on a la réduc-
tion
f LN 6x3y+y478xy7x7 1.

Noter que, dans ce cas, la réduction ne porte ni sur le terme dominant de f qui vaut 6x>y, ni sur
le terme de plus haut degré divisible par y*. En général, on fera en premier la réduction sur le
terme de plus haut degré divisible par It (¢) = y, soit

fi>6x3y72xy2+4y3fxf 1.

I11.6.4. Définition.— Soient f,/ des polyndmes de K[xj,...,x,] et F = {f1,...,fs} une fa-
mille de polyndmes non nuls de K[xi,...,x,]. On dit que f se réduit en h modulo F et on
note

-,

s’il existe une suite de réductions en une étape

fi fi fi fi
f=5h =S h = by Sk,

ou fi; € Fethj € Klxi,...,x].

IIL6.5. Exemple.— Soient fj = x’y —y et f» = x> +xy des polyndmes de Q[x,y], avec I’ordre

lexicographique associé 4 y < x. On a donc en particulier x?y i) yetx* £> Xy.
Soit F = {f1, >} et f = x3y* 4. Alors,

Xy +
/

f=x+y -y +y

—2%y -y

.
xy4 +

y

y
soit .
x3y2+y —)xy2+y,
x3y2+y i> —y3 +yet
F
Y4y — x4y,

ce qui correspond aux 3 réductions sous formes normales de f modulo F.

I11.6.6. Formes normales.— Un polyndme r est dit en forme normale par rapport a un en-
semble F = {f1,..., fs} de polyndmes non nuls, si » =0 ou si aucun des termes de r n’est
divisible par 1t (f;), pour i € [1,s]. On dit aussi que le polyndme r ne peut pas étre réduit mo-
dulo F.

I11.6.7. Remarque.— Dans le cas de 1’algorithme de division présenté dans la partie précé-
dente, on choisit un ordre pour les polyndémes fi, ..., f;. Une réduction sous forme normale d’un
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polynéme modulo F correspond également a une division par les polyndmes de F', mais sans
fixer d’ordre sur le choix des diviseurs successifs. Par exemple, la réduction x3y> +y £, 34y
en I11.6.5 ne correspond ni a la division par fi, f> <x3y2 +y M xy? +y>, ni a la division par
fafi <x3y2 +y 0Lyt +y>~

Pour un polyndéme non nul f de K[xy,...,x,], si f £, 1, ot r est en forme normale relative-
ment a F, alors il existe des quotients uj,...,us dans K[xj,...,x,] tels que

f=wfi+...tufs+r

est une décomposition de f satisfaisant les propriétés du théoreme III.11 : multideg(u;f;) <

multideg(f) pour tout u; # 0. En particulier, si f L5 0alors Fe{fiy o fs)-
Réciproquement, par 1’algorithme de division par fi,..., f;, il existe toujours un polyndme r

en forme normale par rapport a F' tel que f N,

Exercice 78. — Reprendre I’exemple I11.6.5 avec 1’ordre lexicographique associé a y > x et
déterminer pour cet ordre les réductions de f modulo F sous forme normale.

I11.6.8. Confluence.— Soit F = {fi,..., f;} un ensemble de polynémes non nuls de K[xj,...,x,].

On dit qu’une paire de réductions sur un méme polyndme f modulo F'

f
AN
hy hy
est confluente sl existe un couple de réductions vers un méme polyndme
f
N
hy hy
h

La relation de réduction — est dite confluente si toute paire 1’est.
On verra que cette derniere propriété caractérise le fait d’étre une bonne base.

I11.6.9. Exemple.— Reprenons le premier exemple II1.5.1. Soient f = X2 +1, fi=xy+1let
f>» =y+1 trois polyndmes de Qlx,y], avec I’ordre lexicographique induit par y < x et posons

F={f1,/2}.Ona

I—y
x?+1 2
J‘X\ /
—xy+1 3

x+1
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La paire de réductions

xy? 41
/ K
I1—y —xy+1

est confluente, par contre la paire de réductions

x?+1
/ R
2 x+1
ne I’est pas. La relation de réduction £, westdonc pas confluente.

Exercice 79.— Soit F = {f,...,fs} un ensemble de polyndmes non nuls de K[xi,...,xp].

. P F . . A
Montrer que relation de réduction — est confluente si, et seulement si, tout polynome f de
Kl[x1,...,x,] a une unique réduction sous forme normale modulo F.

Exercice 80.— Soient f; = x%y —yz, f> = xy> — 2 et f3 = xz — y* des polyndmes de R]x,y,z],
avec I’ordre lexicographique associé 2 z < y < x. Montrer que pour F = {fi, f2, f3}, la relation

£ . Fo,
de réduction — n’est pas confluente.



