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Préliminaires algébriques
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Ce chapitre contient peu de démonstrations, son role est de fixer les notations et de rappe-
ler les structures algébriques fondamentales, ainsi que les principaux résultats algébriques que
nous utiliserons dans ce cours. Nous renvoyons le lecteur au cours de premiere année pour tout
approfondissement.

§ 1 Ensembles et applications

I.1.1. Applications.— Soient A et B deux ensembles. Une application f de A dans B est un
procédé qui a tout élément x de A associe un élément unique de B, noté f(x). Onnote f: A — B,

ouA i> B, ou encore

f:A— B
x — f(x).

On note f(A) I'image de I’ensemble A, définie par
fA)={y|yeB,IxcA, telquey= f(x)}.

L’image inverse d’un sous-ensemble Y C B est définie par

FiY)={x|xeA, f(x) eY}.
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Une application f : A — B est dite injective si pour tout x, y € A, on a f(x) = f(y) implique
x =y. Elle est dite surjective si f(A) =B, i.e., pour tout y € B, il existe un x € A tel que y = f(x).
Une application est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective.

Si f:A— Betg:B— C sont deux applications, on note go f, ou encore g f, I’application,
dite composée, définie par

gof:A—C
x — g(f(x)).

La composée des applications est une opération associative, i.e., étant données trois applications

ALBQCLD,ona

ho(gof)=(hog)of.

I.1.2. Ensembles de nombres.— Dans tout ce cours, nous supposons connus les ensembles de
nombres suivants et les opérations d’addition, de soustraction, de multiplication et de division
sur ces ensembles :

I’ensemble des entiers naturels, 0, 1, 2, ..., noté N,

I’ensemble des entiers relatifs, noté Z, formé des entiers naturels et de leurs opposés, —1, —2,

.oy

I’ensemble des rationnels, noté QQ, formé des quotients E, ol p et g sont des entiers relatifs,
q

avec ¢ non nul,

I’ensemble des réels, noté R, qui contient les nombres rationnels et les nombres irrationnels,

- I’ensemble des complexes, noté C, formé des nombres a + ib, ou a et b sont des réels et i un
complexe vérifiant i> = —1.

Si p et g sont deux entiers relatifs, on notera

[p,gl ={a€Z]|p<a<gqg}

§ 2 Les corps

Un corps est un objet algébrique constitué d’un ensemble et de deux opérations sur cet en-
semble, une addition et une multiplication, qui satisfont a certaines relations. Intuitivement,
cette structure est proche de notre intuition de nombres et des opérations que 1’on peut leur
appliquer. Avant d’énoncer les relations des deux opérations de la structure de corps, rappelons
la structure de groupe.

I.2.1. Les groupes.— Un groupe est un ensemble G muni d’une opération «, associant a deux
éléments a et b de G un troisieme élément de G, noté ax b, satisfaisant les assertions suivantes

i) opération est associative, i.e., pour tous éléments a, b et ¢ de G,
ax(bxc) = (axb)*c,
ii) il existe un élément e dans G, appelé neutre, tel que, pour tout élément a de G,

axe=exa=a,
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iii) pour tout élément a de G, il existe un élément inverse, que nous noterons a !, tel que

Exercice 1. —

1. Montrer qu’un groupe possede un unique élément neutre.
2. Montrer que dans un groupe, I’inverse d’un élément est unique.

1.2.2. Exemples.—
1) Le groupe trivial est le groupe a un seul élément, 1’élément neutre.

2) L’ensemble des entiers Z forme un groupe pour 1’addition usuelle. Il ne forme pas un
groupe pour la multiplication.

3) L’ensemble des nombres rationnels (Q forme un groupe pour 1’addition. L’ ensemble Q —
{0} des nombres rationnels non nul est un groupe pour la multiplication.

4) L’ensemble des complexes non nuls C — {0}, muni de la multiplication usuelle des com-
plexes.

5) L’ensemble R" des n-uplets ordonnées

(X1yeeesXn)

de nombres réels, muni de 1’opération

(X153 %0) F V155 0n) = (15150 X+ V),
forme un groupe.

Exercice 2. — Justifier toutes les propriétés précédentes. Dans le cas de R”, déterminer 1’é1é-
ment neutre du groupe et I’inverse d’un n-uplet (xi,...,x,).

1.2.3. Les groupes abéliens.— Un groupe est dit abélien, ou commutatif, si tous éléments a et
b vérifient
axb=>bxa.

Les groupes des exemples [[.2.2] sont abéliens.

Exercice 3.— Soit X un ensemble.

1. Montrer que I’ensemble des permutations de X, i.e. des bijections de X dans lui-méme,
forment un groupe.
2. Montrer que ce groupe n’est pas commutatif lorsque X posséde au moins trois éléments.

I.2.4. Les corps.— Un corps (commutatif) est un ensemble K sur lequel une opération d’addi-
tion (a,b) — a+ b et une opération de multiplication (a,b) — ab sont définies et satisfont aux
assertions suivantes :

i) K est un groupe abélien pour 1’addition,

ii) K—{0} estun groupe abélien pour la multiplication,

iii) la multiplication est distributive par rapport a 1’addition, i.e., pour tous éléments a, b et c,

on a
a(b+c)=ab+ac.
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L’ élément neutre pour I’addition, appelé zero, est noté 0, I’inverse de a est appelé I’opposé de a
et noté —a, I’élément neutre pour la multiplication est appelé unité et noté 1, I’inverse de a pour

la multiplication est noté a~!.

L.2.5. Exemples.—

1) L’ensemble des nombres rationnels Q, I’ensemble des nombres réels R et I’ensemble des
nombres complexes C, munis des opérations d’addition et de multiplication usuelles sont
des corps.

2) L’ensemble Z des entiers relatifs n’est pas un corps.

3) Un exemple de corps fini, i.e., avec un nombre fini d’éléments, est donné par 1I’ensemble,
noté 7/ pZ , des entiers modulo un entier premier p, muni des opérations d’addition et de
multiplication induites de celles de Z.

Exercice 4. — Montrer que Z /47 n’est pas un corps.

Exercice 5. — Montrer que dans un corps, I’élément neutre de I’addition joue le réle d’ annulateur,
1.e., pour tout élément a, on a :
a0 =0.

Par définition, un groupe ne peut étre vide, il contient au moins un élément. Un corps contient
donc au moins deux éléments O et 1 qui sont nécessairement distincts.

Exercice 6.— Montrer qu’un corps ne contient pas de diviseur de zero, c’est-a-dire que si a et
b sont deux éléments non nul d’un corps K, alors leur produit ab est non nul.

Il n’existe qu’un seul corps a deux éléments (a isomorphisme pres), noté [,.

Exercice 7.— Etablir les tables d’addition et de multiplication du corps a deux éléments.

1.2.6. Extension de corps.— Un sous-ensemble I d’un corps K est un sous-corps de K si
les opérations du corps K munissent . d’une structure de corps. On dit alors que K est une
extension du corps LL. Par exemple, le corps des réels R est une extension du corps des rationnels
Q et le corps des complexes C est une extension du corps R.

§ 3 Les anneaux

La structure d’anneau généralise celle de corps. Un ensemble muni d’une opération d’ad-
dition et d’une opération de multiplication qui satisfont a tous les axiomes de corps, excepté
I’existence d’un élément inverse a~!, pour tout élément @ non nul, est appelé un anneau com-
mutatif. Pour que notre définition soit complete, on convient, qu’il existe un anneau qui possede
un seul élément.

Par exemple, I’ensemble des entiers relatifs Z, muni de I’addition et de la multiplication,
n’est pas un corps - les éléments non nuls ne sont pas tous inversibles - mais il forme un anneau
commutatif. Nous verrons que 1’ensemble A[x] des polyndmes a une indéterminée a coefficients
dans un anneau ou un corps A forme un anneau ; les principales constructions sur les anneaux
de polyndmes sont rappelées dans la section suivante.
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L.3.1. Les anneaux.— Un anneau est un ensemble A muni d’une opération d’addition (a,b) —
a+ b et d’une opération de multiplication (a,b) — ab qui satisfont aux assertions suivantes

i) A est un groupe abélien pour 1’addition,

ii) la multiplication est associative, i.e., pour tous éléments a, b et ¢ de A,
(ab)c = a(bc).

iii) la multiplication possede un élément neutre dans A, appelé unité et noté 1, vérifiant pour
tout élément a de A,
la=al =a.

iv) la multiplication est distributive par rapport a I’addition, i.e., pour tous éléments a,b,c de A,
ona:
a(b+c)=ab+ac, (b+c)a=ba+ca.

Un anneau est dit commutatif si sa multiplication est commutative.

Exercice 8. — Montrer que dans un anneau A, on a, pour tous éléments a et b,

1. Oa=a0=0,
2. (-1)a=—a,
3. —(ab) = (—a)b=a(-b),

1.3.2. Exemples.—

1) L’ensemble des entiers relatifs Z, muni de 1’addition et de la multiplication usuelles,
forme un anneau commutatif.

2) Un corps (commutatif) est un anneau K non réduit a {0}, tel que la multiplication muni
K — {0} d’une structure de groupe abélien.

3) Si 1 =0 dans un anneau A, alors A est réduit a {0}, car pour tout élément a de A, a =
la=0a =0.

1.3.3. Endomorphismes d’un groupe abélien.— Rappelons qu’un endomorphisme d’un groupe
(G, *) est un morphisme de groupes de G dans lui-méme, c’est-a-dire, une application f: G —
G vérifiant, pour tous a,b € G,

flaxb) = f(a)* f(b).

L’ensemble des endomorphismes d’un groupe abélien (G,+), muni de 1’addition induite de
celle sur G et de la composition, est un anneau non commutatif en général.

1.3.4. Formule du binome.— Dans un anneau, si deux éléments a et b commutent, i.e., ab =
ba, alors on a la formule dite du binome de Newton, pour tout entier naturel n,

wror =, (7)awr

p=0

Exercice 9.— Démontrer la formule du bindme de Newton.
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1.3.5. Caractéristique d’un anneau commutatif.— Soit A un anneau commutatif. La carac-
téristique de A est le plus petit entier naturel non nul g, tel que 1’addition de ¢ fois 1’unité soit
égale a zero :
gl=1+1+4+...+1=0.
q fois

Si un tel entier n’existe pas, on dit que I’anneau est de caractéristique nulle.

Exercice 10. —
1. Montrer qu’un anneau commutatif fini est de caractéristique non nulle.
2. Montrer que la caractéristique d’un corps fini est un nombre premier.

Exercice 11.— Construire un corps de caractéristique 3.

Exercice 12. — Montrer que dans un anneau commutatif de caractéristique un nombre premier
p, alors, pour tous éléments a et b de A, on a

(a+b)P =a? +bP.

1.3.6. Division euclidienne dans I’anneau Z.— La division euclidienne est un résultat fon-
damental de I’arithmétique élémentaire sur les entiers ou les polyndmes. Avant d’identifier les
anneaux dans lesquels, un tel algorithme est disponible, rappelons la division euclidienne sur
les entiers.

I.1 Théoreme (division euclidienne). — Soient a,b € Z, avec b > 0. Il existe un couple
unique (g, r) d’entiers dans Z tel que :

a=bg+r, avec 0<r<b.

L’entier g est appelé le quotient de la division euclidienne de a par b et I’entier r est appelé
le reste de la division euclidienne de a par b.

Preuve. Montrons dans un premier temps 1’unicité du couple. Supposons que (g,r) et (¢',r")
soient deux couples vérifiant la condition, alors

a=bqg+r=>bqg +7r.

D’our’ —r=>b(q—¢), par suite b divise ' — r. Comme, par hypothese, 0 <r <bet0<r <b,
ona
blg—q'| =|r' —r| <b.
Par suite, |g—¢'| =0,d’oug=qg etr="r.
Montrons 1’existence du couple. Considérons I’ensemble A = {k € Z | bk < a}. C’est une
partie non vide et majorée de Z. En effet, si a > 0, alors 0 € A, d’ou A est non vide, et comme

1 < b, I’entier a majore A. Si a < 0, alors a € A, d’ou A est non vide et 0 majore A. Par suite,
I’ensemble A admet un plus grand élément g. On a

bg<a<b(g+1).

Enposantr =a—bg,ona0<r<b. UJ
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De I'unicité du quotient et du reste de la division euclidienne, on déduit qu’un entier b divise
un entier a si, et seulement si, le reste de division euclidienne de a par b est nul.
Exercice 13. — Soit n un entier naturel. Calculer la division euclidienne de

1. lentier n® +n>+2n+1parn+1,
2. Ientier n* 4 4n® + 6n” par n*> +2.

FIGURE I.1.: Euclide de Samos (325 - 265 av. J.-C.)

Euclide est un mathématicien de la Grece antique né vers 325 av. J.C. et mort vers
265 av. J.C.. Nous n’avons que tres peu d’information sur la vie d’Euclide. L’article
de Fabio Acerbi du site Image des mathématiquesﬂ présente ce que nous savons d
ce jour sur le personnage d’Euclide. Euclide est I’auteur des Eléments qui est un
texte fondateur de la géométrie.

FIGURE 1.2.: Un fragment des éléments d’Euclide, papyrus daté d’entre 75 et 125 de notre ere.

1.3.7. Les anneaux euclidiens.— Soit A un anneau commutatif. On appelle algorithme eucli-
dien sur A toute application
p:A—{0} — N,

telle que, pour tout a € A et tout b € A — {0}, il existe g € A et r € A, tels que

a=bg+r, avec@(r)<e(b) our=0.

1. Fabio Acerbi, « Euclide » - Images des Mathématiques, CNRS, 2010. En ligne, URL : http://images.
math.cnrs.fr/Euclide.html


http://images.math.cnrs.fr/Euclide.html
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Un anneau commutatif A est dit euclidien, s’il vérifie les deux propriétés suivantes
i) A estintegre, i.e., pour tous éléments a et b de A,

ab=0 = (a=0o0u b=0).

ii) il existe sur A un algorithme euclidien.

1.3.8. Exemple.— L’anneau Z est euclidien. Il est en effet integre et I’application valeur abso-
lue | | : Z—{0} — N est un algorithme euclidien, car, pour tout a € Z et tout b € Z — {0}, il
existe g, r € Z tels que

a=bqg+r, avec|r|<|b| ou r=0.

Attention, le couple (g, r) n’est pas ici unique, par exemple, on a
5=(-3)(-2)+(—1)avec |- 1| <|—3]|,
et
5=(=3)(—1)+2avec 2] <|—3|.
Dans la suite, nous montrerons que si K est un corps, 1’anneau K[x] est euclidien.

Exercice 14.— Montrer que I’anneau 1D des nombres décimaux, i.e., le sous-anneau de Q,
engendré par 1/10, est euclidien.

1.3.9. Les idéaux.— Soit A un anneau commutatif. Un sous-ensemble / de A est appelé idéal
de A, s’il vérifie les assertions suivantes
i) 0el,

ii) siu,vel, alorsu+vel,
iii) sia€Aetucl, alorsau € I.

En particulier un idéal est un sous-groupe abélien de A pour 1’addition.
Exercice 15.— Montrer que {0} et A sont des idéaux de A.

Exercice 16.— Montrer que les idéaux de 1’anneau Z des entiers relatifs sont les nZ, ol n est
un entier naturel.

Dans la suite de ce cours, nous verrons quelques propriétés remarquables sur les idéaux des
anneaux euclidiens. En particulier, nous montrerons que tout idéal d’un anneau euclidien est
engendré par un élément. La notion d’idéal est centrale dans ce cours, nous la considérerons
plus particulierement dans le contexte des anneaux de polyndmes a plusieurs indéterminées.

§4 Les polynomes a une indéterminée

1.4.1. Polynomes sur un corps.— Avant d’aborder la notion de polyndme, rappelons qu’il
est important de distinguer les polyndmes des fonctions polynomiales. En effet, considérons
le polyndme f = x*> — x a coefficients dans le corps Z/2Z. La fonction polynomiale associée
f:7,)27 —> 7,/27, définie par

f(a) = a*—a, pourtout a € Z/2Z,

est nulle, car f(0) =0et f(1) =0, alors que le polyndme f n’est pas nul.
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Exercice 17.— Montrer qu’il n’existe que quatre fonctions polynomiales a coefficients dans
le corps Z /27 et une infinité de polyndmes a coefficients dans ce corps.

La situation est différente pour les polyndomes a coefficients dans les corps infinis, dans ce
cas, il existe une correspondance biunivoque entre les polyndmes et les fonctions polynomiales,
cf. section

1.4.2. Les polynémes.— Soit K un corps. On appelle polynéme a coefficients dans K, toute

(N)

suite f = (ay)nen d’éléments de K, nulle a partir d’un certain rang. On note K\") I’ensemble

de ces suites.
On définit sur I'ensemble KN une addition et un produit externe par un scalaire en posant,
pour tous [ = (an)nen, & = (bn)nen et L € K,

f+g = (an +bn)n€N7 )'f = ()'an)neN-

En outre, on définit une multiplication en posant, pour tous f = (@, )nen, & = (Pn)nen,

n
fg= (Cn)nENa avec Cn = Z aiby ;.
i=0

1.4.3. ’algebre des polynomes.— Ces trois opérations munissent I’ensemble K® d’une
structure de K-algebre associative, commutative et unitaire, c’est-a-dire,

i) K™ muni de I’addition et du produit par un scalaire est un K-espace vectoriel,
ii) K™ muni de I’addition et de la multiplication est un anneau commutatif,

iii) pour tous f,g € KN et tous scalaires A, it € K, on a

(Af)(ug) = (Ap)(fg)-

1.4.4. Notion d’indéterminée.— L’écriture des polyndmes sous forme de suite est peu mani-
pulable, aussi, on préfere la notation basée sur la notion d’indéterminée. Notons x le polyndome
de K™ dont tous les termes sont nuls, sauf celui de degré 1 :

x=(0,1,0,...).

Par convention, on pose x” = 1. On définit les puissances de x par récurrence, pour tout entier
k, x*t1 = xx*. Ainsi, si f = (an)nen, on montre que

foo
f= Zaix’.
i=0

Les scalaires a; sont appelés les coefficients du polyndme f. On montre que deux polyndmes
sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes coefficients :

~+oo ~+oo
Z axk = Z bixk i, et seulement si, ay = by, pour tout k € N.
k=0 k=0

On notera alors K[x] ’ensemble des polynémes a une indéterminée a coefficients dans le
corps K. Avec ces notations, 1’addition des polyndomes est définie de la facon suivante, pour
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m n
f= Zaix’ etg= Z b;x’, alors
i=0 =0

max{m,n}

fre= Y (ax+b)x,

k=0

avec a; = 0, pour k > m et by = 0 pour k > n. Par ailleurs, pour la multiplication, on a

m—+n

fe=Y | ¥ (ab)) [+

k=0 i,j>0
i+ j—=k

n
1.4.5. Fonction polynomiale.— Etant donné un polynéme f = Z a;x' de K[x], on définit la
i=0
fonction polynomiale associée comme 1’application

f:K—)K,

qui, a tout a € K, associe le scalaire f(a) € K, obtenu en remplacant dans 1’expression de f
I’indéterminée x par a.

Nous avons vu en que sur un corps fini, les notions de polyndmes et de fonction polyno-
miale ne coincident pas. Nous allons voir que c’est le cas lorsque le corps est infini, par exemple
lorsque K est R ou C.

Exercice 18. — Supposons que K est le corps R ou C.

1. Montrer que I’application
¢ : K] — KX

définie par @(f) = f est injective.
2. Montrer que deux polyndmes a coefficients dans K sont égaux si, et seulement si leurs fonc-
tions polynomiales associées sont égales.

1.4.6. Degré d’un polynome.— Soit f un polyndme de Kx]. Si f = 0, on pose
m

deg(f) = — oo, 81 f = Zaixi est non nul, on note deg(f) le plus grand entier naturel n
i=0
tel que a, soit non nul. L’entier deg (f) est appelé le degré du polyndme f.
Un polyndéme non nul f de degré n > 0 s’écrit de fagon unique sous la forme

f=ao+ax+...+ax",
ou a, est non nul. Le degré de f est le plus grand exposant de x apparaissant dans f.
1.4.7. Les mondmes.— On appellera mondme un polyndme de la forme xX, ol k est un en-

tier naturel. La famille de mondmes (x"),cn forme une base du K-espace vectoriel K[x]. On
I’appelle base canonique de K][x].

1.4.8. Terme de plus haut degré.— Le coefficient de plus haut degré (leading coefficient) d’un
polynéme f de K[x], noté Ic(f), est le coefficient du mondme de plus grand exposant. Le terme
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de plus haut degré d’un polynéme f (leading term), noté 1t (f), est le terme de plus haut degré
de f. Par exemple, pour le polyndme f = ag+ajx+...+a,x",ona

deg(f)=n, t(f)=ax", lc(f)=ay.
Un polyndme est dit unitaire, si le coefficient de son terme de plus haut degré est égal a 1.

Exercice 19.— Montrer que pour tous polynémes f et g de K[x], on a

1. Ic(fg) = lc(f)le(g),
2. 1t(fg) =1t(f)le(g).

§ 5 Arithmétique des polynomes

I.5.1. Divisibilité.— Soient f et g deux polynomes de K[x]. On dit que g divise f, ou que f est
divisible par g, ou encore que f est un multiple de g, s’il existe un polyndme ¢ de K[x| tel que
f = gq. On note alors g|f.

Exercice 20.— Montrer que le polyndme x + 3 divise le polynéme x> +27.

Exercice 21.— Montrer que pour deux polyndmes f et g non nuls de Klx],
deg (f) < deg(g) si, et seulement si, It (f) | 1t(g).

Exercice 22. — Soient f et g deux polyndmes de K|[x]. Montrer que f|g et g|f si, et seulement
si, il existe un scalaire non nul A de K te que f = Ag.

I.5.2. La division euclidienne dans K[x].— 1l existe sur I’anneau K[x| une division eucli-
dienne comme celle que nous avons vue sur I’anneau Z. Par exemple, considérons deux poly-
nomes

f:x3—3x2—l—4x+7, g:2x2—|—4x+6,

de QIx]. La division de f par g a pour quotient %x — % et pour reste 11x+ 22. On les obtient en
procédant de la méme fagon que la division des entiers :

x> —3x%2 +4x +7(2x* +4x 46
x> +2x% +3x %x —%
—5x2  +x 47
—5x* —10x —15
11x 422

La premiere étape consiste a multiplier le polyndéme g par %x, puis a soustraire le résultat a f,

soit
3

X 1 2
f—ﬁg:f—ixg: —S5x"+x+7.

L’idée consiste a multiplier g par un terme, ici 2"—;, de telle facon que le terme de plus haut degré

de g multiplié par ce terme annule le terme de plus haut degré de f. On obtient ainsi un nouveau

polyndme h = —5x> +x+7, on dit que 4 est une réduction de f par g, on note

f-5n.
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On répete alors ce processus, jusqu’a obtenir le reste
r=h— (—%)g = 11x+422.
La division se compose ainsi d’une suite de réductions par g :
-2
1.5.3. Le cas général.— Plus généralement, considérons deux polyndmes

f=axX"+...+aix+ay, g=buxX"+...+bix+by,

avec deg (f) =n > deg(g) = m. La premiere étape dans la division de f par g consiste & sous-
traire a f le produit

an p—m
_x y
b S
qui, avec les notations définies en [[.4.8] s’écrit
It (f)
g.

1t(f)
= f—1g
It(g)
On dit que f se réduit en h par g, on note
-5

On répete alors I’opération de réduction par g, pour obtenir un nouveau reste :

), lt(h)
h —h—@g.

Dans la réduction f —%4 h, on notera que le reste / a un degré strictement inférieur au degré de
f. On peut alors poursuivre le processus de réduction, jusqu’a obtenir un reste, dont le degré est
strictement inférieur au degré du polyndme g. On obtient ainsi une suite de réductions par g qui
termine sur un reste r, tel que deg (r) < deg(g) :

fSnSn -5 S

On montre ainsi I’existence du quotient et du reste dans le théoreme suivant :

1.2 Théoreme (division euclidienne). — Soient f et g¢ deux polyndmes de K[x], avec g #
0. Il existe un couple unique (g, ) de polyndmes de K|[x] tel que :

f=gq+r,

avec deg (r) < deg(g).
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Le polynome ¢ est appelé le quotient de la division euclidenne de f par g et le polyndme r
est appelé le reste de la division euclidenne de f par g. Si le reste de la division euclidienne de
f par g est nul, alors le polyndme g divise f.

Exercice 23.— Montrer I’unicité des polyndmes g et r.

Exercice 24. — Etant donnés deux éléments distincts a et b d’un corps K. Calculer le reste de
la division euclidienne d’un polynéme f de K[x] par le polyndme (x —a)(x — b) en fonction de

fla)et f(b).

Exercice 25.— Calculer le reste de la division de f par g avec

1. f:x3+x2—|—x+1, g=x+1,
2. f:x3+x2—l—x+l, g=x—1,
3. f:x3+3x2—7x—|—5, g:x2—3,
4. f=x*+203—4x2+5, g=x>+5.

I.3 Théoreme. — Si K est un corps, 1’anneau K[x] est euclidien.

Preuve. D’apres le théoreme .2} I’application deg (:) K[x] — {0} — N est un algorithme eu-
clidien sur K[x]. O

ENTREE : f,g € K[x] avec g # 0,
SORTIE : ¢,r € K[x] tels que f = gg+ r avec (r =0 ou deg(r) < deg(g)).
INITIALISATION : ¢:=0;r:=f

TANT QUE : r#0 ET deg(g) < deg(r) FAIRE
1t (r)

fa

t(r

It(g)®

q:=q+

Algorithme de la division des polynomes d’une indéterminée.

Nous reviendrons sur cet algorithme de la division dans un prochain chapitre, en particulier
pour ses nombreuses applications.

1.5.4. Polynomes premiers entre eux.— Deux polyndmes sont dits premiers entre eux, si leurs
seuls diviseurs communs sont les polynomes de degré nul. Plus généralement, des polyndmes
fi,--., fs de K[x] sont dits

- premiers entre eux dans leur ensemble, si les seuls polyndmes qui divisent simultanément les
polyndmes fi,..., f; sont de degré nul,

- premiers entre eux deux a deux, si, pour tout i différent de j, les polyndmes f; et f; sont
premiers entre eux.
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Si f; et f; sont premiers entre eux, alors les polynémes fi, ..., fi, ..., fj, ..., fs sont premier
entre eux dans leur ensemble. Attention, les polynémes fi =x—1, o = (x—1)(x—2) et f3 =
x — 3 sont premiers entre eux dans leur ensemble, alors que les polyndomes f; et f> ne sont pas
premiers entre eux.

I.4 Théoreme (Identité de Bézout).— Les polyndmes fi,...,f; € K[x] sont premiers
entre eux dans leur ensemble si, et seulement si, il existe des polyndmes uj,. .., u; de K[x],
tels que

urfi+--tusfs =1

L’égalité uy f1 +--- +usfs = 1 s’appelle une identité de Bézout.

L.5.5. Exemples.— Les polyndmes x — 1 et x 4+ 2 sont premiers entre eux, on a I’identité de

Bézout { {
—3G-D 43+ =1

Les polyndmes x> — 1 et x +2 sont premiers entre eux, une identité de Bézout est donnée par
1 1 2

L.5.6. Calculer une identité de Bézout.— L’algorithme d’Euclide permet de calculer une
identité de Bézout. Etant donnés deux polyndmes f; et f», premiers entre eux, 1’algorithme
suivant permet de calculer une identité de Bézout

uy fi +uzfr=1.

Soient f1, f> € K[x] — {0} deux polynémes premiers entre eux. On pose ro = fi, 1| = f>. On
calcule les divisions euclidiennes

ro=riq1+ry, deg(r) <deg(r),
r=nrqy+r3, deg(r3) <deg(r),

-2 ="rn_19n—-1-+n, deg(’h) <deg(rn71>7

Alors, il existe ng > 0 tel que, pour tout n > ng, r, = 0. Les polyndmes f] et f> sont premiers
entre eux, par suite le dernier reste non nul r,,,— est une constante b € K— {0}. Pour déterminer
u; et up dans I’identité de Bézout, il suffit de partir de

r}’lo—l =b= ri’l()—?) - r}’lo—zqno—27

et en utilisant toutes les relations entre les restes, obtenir une relation de Bézout entre rg et rq,
comme dans 1’exemple suivant.

I.5.7. Exemple.— Les polyndmes x* + 1 et x> + 1 sont premiers entre eux. On calcule la divi-
sion euclidienne de x* + 1 par x> + 1 :

A=+ 1))+ (—x+1),



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES

on calcule alors la division euclidienne de x> + 1 par —x+1 :
B l=(—x+1)(—x>—x—1)+2.

Le dernier reste non nul est 2, on a alors

2= (x4 1) = (—x+1)(—x* —x—1),
= (@ +1) = (1) = (P + 1) (@) (=" —x = 1),
=+ D) -+ D) (2 —x— D)+ P+ Dx(—x*—x—1),
=+ DA —x—22 =)+ + D) (1 +x+22).

On obtient ainsi une relation de Bézout :

1 1
= 5(1 —x—x> =)+ 1)—}—5(1 +x+x) (x4 1).

Exercice 26. — Trouver une relation de Bézout entre les polyndmes f et g, avec

1. f=x>4+2x—1, g=x+2,
2. f=x4+2x3—x, g:x3+5,
3. f=x>+2x—1, g=x—2.

Exercice 27 (Lemme de Gauss).— Soient f, g, des polyndmes de K[x|. Montrer que si f et
g sont premiers entre eux et que f divise gh, alors f divise A.

COURS myes
DE MATHEMATIQUES,
DES GARDES DU PAVILLON
ET DE LA MARINE.

Par ME);‘ZDUT dclA adémic Ryl
de & &

PREMIERE PARTIE

ELEMENTS D ARITHMETIQUE.
_—

¢ APARIS
Chez JBGM x i, men,

M. DCC. ZXXIX
Ayec Approbation & Privilége du Roi,

FIGURE 1.3.: Etienne Bézout (1730 - 1783)

Etienne Bézout est un mathématicien francais, auteur d’une Théorie générale des
équations algébriques sur la théorie de I’élimination et des fonctions symétriques
sur les racines d’une équation. Examinateur des éleves du corps de l’artillerie, il
rédige un cours de mathématiques a l'usage de la marine et de ’artillerie, qui de-
viendra un ouvrage de référence pour les candidats au concours d’entrée & I’Ecole
polytechnique.

I.5.8. Racine d’un polynome.— Soit f un polyndme de K|x]. Un scalaire a € K est dit racine

de fsi f(a) =0, c’est-a-dire, lorsque a est un zéro de la fonction polynomiale f. On peut dire
aussi que a est racine de f si, et seulement si, x —a divise f.

17
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Siay,...,ap sont p racines distinctes de f, alors f est divisible par le polyn6me

- (x—aj).
=1

1

Un polynéme non nul f de degré n admet au plus n racines distinctes. Si f admet n racines
distinctes ay, ..., a,, alors, il se décompose sous la forme

Exercice 28. — 1. Montrer les assertions ci-dessus.

2. En déduire que si f est un polyndome non nul a coefficients dans un corps K infini, alors
sa fonction polyndmiale associée f n’est pas nulle.

3. Généraliser les résultats de 1’exercice|18|a tout corps infini.

1.5.9. Racines multiples.— Soient f un polynéme de K[x] et a une racine de f. On appelle
ordre de multiplicité de la racine a I’exposant de la plus grande puissance de x — a qui divise f.
Autrement dit, c’est I’entier & tel que (x —a)” divise f et (x —a)"*! ne divise pas f. Soit f un
polyndome tel que

f=(—a)q.
Alors a est racine d’ordre de multiplicité 4 si, et seulement si, a n’est pas racine du polyndme
q.

1.5.10. Polynomes scindés.— Soit f € K[x| un polyndme. On dit que f est scindé sur K s’il
admet des racines ay, ..., a, dans K d’ordre de multiplicité respectifs Ay, ..., h, telles que h; +
...+ hp =deg(f). On a alors

F=1e(A T (- an)™

i=1
aveca; #ajsii# jeth;+---+h, =deg(f).

L.5 Théoreme (de D’ Alembert-Gauss). — Tout polyndme non constant a coefficients
dans C possede au moins une racine dans C.

Ce théoreme est appelé aussi théoreme de D’ Alembert-Gauss, ou encore théoréme fonda-
mental de I’algebre.

On dit qu’un corps K est algébriquement clos, si tout polyndme non constant de K[x] possede
une racine dans K.

Exercice 29. — Montrer que si un corps K est algébriquement clos alors tout polyndme non
nul de K[x] est scindé sur K.

1.6 Corollaire. — Tout polynéme non nul de C|x] est scindé sur C.

Exercice 30. — Montrer que le corps R n’est pas algébriquement clos.
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Soit [ une extension d’un corps K. On dit qu'un élément a de LL est algébrique sur K s’il est
racine d’un polyndme non nul de K][x]. Par exemple V2 € R est algébrique sur Q mais & € R
ne I’est pas (théoreme d’Hermite-Lindemann, 1882). On dit que IL est une extension algébrique
de K si tout élément de L est algébrique sur K.

Exercice 31.— Montrer que C est une extension algébrique de R.

Le corps C est I’'unique extension algébriqueﬂ de R qui est algébriquement close. Plus géné-
ralement, on peut montrer que, pour tout corps K, il existe une unique extension algébrique® L
qui est algébriquement close. Le corps L est appelé la cloture algeébrique de K. Par exemple C
est la cloture algébrique de R.

FIGURE 1.4.: Jean Le Rond D’ Alembert (1717 - 1783)

Jean Le Rond D’Alembert est un mathématicien, philosophe et encyclopédiste fran-
cais. Il énonce le théoreme de D’Alembert-Gauss dans le Traité de dynamique, qui
ne sera démontré qu’un siecle apres par Carl Friedrich Gauss. D’Alembert est
célebre pour ses nombreux travaux mathématiques, notamment sur les équations
différentielles et les équations aux dérivées partielles. 1l aborda des problemes dif-
ficiles en physique avec le Traité de dynamique des systéemes, en astronomie avec
le probleme des trois corps, ou encore en musique avec la vibration des cordes.

§ 6 Les relations d’ordre

1.6.1. Relations d’ordre.— Soit £ un ensemble non vide. Une relation d’ordre < sur E est
une relation binaire < sur E satisfaisant les propri€tés suivantes :

i) réflexivité : pour tout x € E, x X X,
ii) antisymétrie : (x <y et y<x) = x=y.
iii) transitivité . (x <y et y<z) = x<z

Un ensemble muni d’une relation d’ordre est appelé ensemble ordonné.

2. unique a isomorphisme pres.
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1.6.2. Exemples.— La relation < est une relation d’ordre sur ’ensemble R des réels. La rela-
tion de divisibilité sur les entiers naturels non nuls : n|m si, et seulement si, n divise m est une
relation d’ordre sur N — {0}. La relation d’inclusion C est une relation d’ordre sur I’ensemble
A (E) des parties d’un ensemble E.

1.6.3. Ordre total.— Une relation d’ordre < sur E est dite fotale si deux éléments de £ sont
toujours comparables par la relation d’ordre :

iv) pourtousx,y € E,x <youy < x.
On dit alors que I’ensemble est fotalement ordonné. Par exemple 1’ensemble (N, <) est totale-
ment ordonné.
Exercice 32. —

1. Montrer que I’ensemble (N, |) n’est pas totalement ordonné.
2. Etant donné un ensemble E possédant au moins deux éléments, montrer que 1’ensemble
(Z(E),C) n’est pas totalement ordonné.

1.6.4. Bon ordre.— Soient (E, <) un ensemble ordonné, A une partie non vide de E et x un
élément de E. On dit que

x est un majorant de A, ou que x majore A, lorsque, pour touta € A, a < x,
<a

x est un minorant de A, ou que x minore A, lorsque, pour tout a € A, x

b

x est un plus grand élément de A, si x € A et x est un majorant de A,

x est un plus petit élément de A, si x € A et x est un minorant de A.

Un ensemble ordonné (E, <) est dit bien ordonné et la relation < est appelée un bon ordre si
la condition suivante est satisfaite :

v) toute partie non vide de E possede un plus petit élément pour la relation <.

1.6.5. Remarque.—

— Un bon ordre ne possede pas de suite strictement décroissante infinie.

— Un bon ordre est un ordre total.

— Un ordre total qui ne possede pas de suite strictement décroissante infinie est un bon ordre.
En particulier, un ordre total est un bon ordre si et seulement s’il ne possede pas de suite stric-
tement décroissante infinie.

1.6.6. Exemples.— On montre que I’ensemble N est bien ordonné par I’ordre <, c’est une
conséquence de la définition de N. L’ensemble (Z, <) n’est pas bien ordonné, car I’ensemble Z
lui-méme n’admet pas de plus plus petit élément. L’ensemble des réels positifs, muni de I’ordre
<, n’est pas bien ordonné, I’intervalle ouvert |0, 1| ne posséde pas de plus petit élément.

L.6.7. Principe de récurrence sur un bon ordre.— Le principe de récurrence sur N s’étend
aux ensembles bien ordonnés :

1.7 Proposition. — Soit un ensemble bien ordonné (1, <) et une famille (P7;);c; de proprié-
tés. Si pour chaque i € I, la propriété P; est satisfaite des que les propriété€s P; sont satisfaites
pour tout j < i, alors les propriétés P; sont satisfaites pour tout i € /.
Autrement dit,
siViel, (Vj<iP;)= PalorsViel, P,
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Preuve. Soit A I’ensemble des i € I tel que P, n’est pas satisfaite. Si A est non vide, il possede
un plus petit €lément iy. La propriété P, n’est en particulier pas satisfaite, mais par contre les
propriétés P; le sont toutes pour j < ip. [

Exercice 33. — Montrer la remarque

Exercice 34 (ordre produit). — Soit (E, <) un ensemble ordonné. On définit la relation <proq
sur E X E en posant

(x,) <prod (x',)"), si, et seulement si, x < x" ety <.
1. Montrer que <{proq €st une relation d’ordre.
2. Montrer que cette relation n’est pas totale lorsque E contient au moins deux éléments.

Exercice 35 (ordre lexicographique). — Soit (E, <) un ensemble ordonné. On définit la rela-
tion <jex sur £ x E en posant

(x,¥) <tex (¥,)), si, et seulement si, (x<x" etx#x)ou(x=x"ety=<y).

1. Montrer que <ex est une relation d’ordre.

2. Montrer que si < est une relation d’ordre total sur E, alors <jex est une relation d’ordre
totale.

3. Montrer que si < est un bon ordre sur E, alors <jex est un bon ordre sur E X E.

Exercice 36.— On considere I’ensemble ordonné (N, <).

1. Montrer que <{prog n’est pas un bon ordre sur N x N.
2. Montrer que <jex est un bon ordre sur N x N.

Exercice 37.— Soit X un alphabet fini (un ensemble fini de lettres totalement ordonné, c.a.d.
muni d’un ordre alphabétique) et £* I’ensemble des mots sur cet alphabet (ensemble des suites
finies de lettres de I’alphabet). ( Par exemple, si X = {a,b,c}, alors abac, ccbaba, bacaaccbb
sont des mots dans X*.)

1. Montrer que si X contient au moins deux lettres, alors 1’ordre alphabétique sur £* n’est pas
un bon ordre.
2. Définir un bon ordre sur X*.
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§ 1 Les polynomes a plusieurs indéterminées

Nous avons vu dans le premier chapitre la notion de polyndme a une indéterminée. Dans cette
section, nous introduisons les polyndmes a plusieurs indéterminées a coefficients dans un corps.

I1.1.1. Les monémes.— Un mondme en les indéterminées x,x»,...,x, est un produit de la
forme
oy ,.0p o
X1 X7 X",
ou aq,..., 0 sont des entiers naturels. On appelle degré total d’un tel mondme, la somme

o1 +0h+...+ 0.

Par exemple, les mondmes

4.32 2.2 5
X1XpX3, X1X3, X3

sont des monomes de degré total 9, 4 et 5 respectivement.

I1.1.2. Notations.— En notant & un n-uplet (o, 0, ..., ®,) d’entiers naturels, on notera

o __ 0 0 Oy
X —Xl X2 R S

(0,0,...0)

En particulier, on pose x = 1. Le degré total du mondéme x%* sera noté

la|=o+o+...+ .

23



CHAPITRE II. POLYNOMES, ENSEMBLES ALGEBRIQUES AFFINES ET IDEAUX

I1.1.3. Les polynomes.— Un polynéme f d’indéterminées xi,...,x, a coefficients dans un
corps K est une combinaison linéaire (finie) a coefficients dans K de mondmes d’indéterminées
X1,-..,X. Avec les notations précédentes, un polyndome f s’écrit sous la forme

f = Za(xxaa
o

ol a est un scalaire dans K et la somme est indexée par un nombre fini de n-uplets o = (o, ..., %,).
La somme et le produit de deux polyndmes d’indéterminés xi, .. . ,x, est encore un polyndme
d’indéterminées xq,...,x,. Ona

I1.1 Proposition. — L’ensemble des polyndmes d’indéterminées xi,...,x,, muni de 1’ad-
dition et de la multiplication forme un anneau commutatif, noté K[xj, ..., x,].

I1.1.4. Notation.— Lorsque I’on considérera des polyndmes avec un petit nombre d’indétermi-
nées, on utilisera les lettres sans indice x, y, z, ..., pour désigner les indéterminées. Les anneaux
des polyndmes d’une, deux et trois indéterminées seront ainsi notés K[x|, K[x,y] et K[x,y,z]
respectivement. Par exemple, le polyndme

1 1
f= Ex4y3z2 +2x%7% — gxyz +2

est un polynéme de Q[x,y, z].

I1.1.5. Définitions.— Soit f = Zaax“ un polynéme de K[x,...,x,],
o

i) le scalaire a est appelé le coefficient du mondme x?,
ii) siag # 0, agx? est un terme du polynéme f,

iii) le degré total du polynéme f, noté deg(f), est le degré total maximum ||, tel que le
coefficient a,, soit non nul.

Par exemple, le polyndome
f= 2xyzz2 +3x%7% — 5xyz3 +2

possede 4 termes de degrés 5, 4, 5 et 5 respectivement, il est de degré total 5. Notons que
trois termes sont de méme degré total maximal 5 avec des mondmes différents. Cette situation
n’est pas possible avec des polyndmes d’une seule indéterminée. Dans la suite de ce cours,
nous expliciterons les méthodes permettant d’ordonner les termes dans un polyndome a plusieurs
indéterminées.

I1.1.6. Remarque sur la construction de I’anneau des polynomes a plusieurs indétermi-
nées.— De la méme fagon que nous avons construit 1’anneau K[x| des polyndmes a une
indéterminée a coefficients dans K, on peut construire I’anneau A[x] des polyndmes a coef-
ficients dans un anneau commutatif A. Etant donné un anneau de polyndmes Alx1], on peut
construire ’anneau des polyndmes a une indéterminée x, a coefficients dans A[x;], que I’on
note (A[x;])[x2]. De la méme fagon, on peut construire I’anneau (A[x;])[x;]. Ces deux anneaux
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sont canoniquement isomorphes par l’isomorphismem suivant :

(Apa])bra] — (Afxa]) i

oy (0%) (0%) (0]
Z Zaauaz S R Z Zaal,az Xm 14
ay \ o [25] [2%]

On note cet anneau A[x|,x;] et ses éléments sont notés

Y Ty
Aoy,onp X1 Xy~

ay,00

Par itération, on peut construire I’anneau des polyndmes a n indéterminées a coefficients dans
A, noté

Alxy, .. x0) = (Alx1, .. x0—1]) [xn],

ses €léments sont les sommes finies

o oy,
Y, ag.ox] X0
Ay ,...,00

§ 2 Les ensembles algébriques affines

I1.2.1. Fonction polynomiale.— Etant donné un polyndéme f = Zaax“ de K[xi,...,x,], on

a
définit la fonction polynomiale associée comme 1’application
f:K'—K,
qui a tout (ay,...,a,) € K" associe le scalaire f(ay,...,a,) € K, obtenu en remplagant dans

I’expression de f I’'indéterminée x; par a;, pour tout i.

Nous avons déja vu en que les notions de polyndme et de fonction polynomiale ne
coincident pas lorsque K est un corps fini. Pour les corps infinis, tels que Q, R ou C, on a
cependant

I1.2 Proposition. — Soit K un corps infini et soit f un polyndéme de Klxi,...,x,]|. Alors
f estle polyndme nul de Kl[xy,...,x,]| si, et seulement si, la fonction polynomiale associée
f: K" — K est la fonction nulle.

Exercice 38. — L’objectif est de montrer la proposition [[I.

1. Montrer que la fonction polynomiale du polyndme nul est la fonction nulle.

1. Soient A et B deux anneaux. Un morphisme d’anneaux de A dans B est une application f : A — B vérifiant
les assertions suivantes

i) f(a+Db)=f(a)+ f(b), pour tous a,b € A,
i) f(ab) = f(a)f(b), pour tous a,b € A,
iii) f(1)=1.

Un isomorphisme d’anneaux est un morphisme d’anneaux bijectif.
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2. Montrer la réciproque dans le cas o n =1 : si f € K[x] posséde une fonction polynomiale
nulle, alors f est nul.
3. Montrer la réciproque dans le cas général, par récurrence sur I’entier .

Exercice 39.— On suppose que K est le corps Z/27Z.

1. Considérons le polyndmes f = x2y 4 y?x de K[x,y]. Montrer que la fonction polynomiale f
est nulle.

2. Trouver un polyndme non nul de K[x, y, z] & trois indéterminées, dont la fonction polynomiale
est nulle.

On déduit de la proposition le résultat suivant

I1.3 Proposition. — Soit K un corps infini et soient f,g deux polyndmes de K[xy,...,x,].
Alors les polyndmes f et g sont égaux si, et seulement si, les fonctions polynomiales f :
K" — Ket g : K" — K sont égales.

Exercice 40. — Montrer la proposition |[I.3

I1.2.2. Espaces affines de dimension n.— Etant donné un corps K et n > 1 un entier naturel,
on appelle espace affine de dimension n sur K 1’ensemble

K"={(ai,...,an) | a1,...,a, € K}.

L’espace K! est appelé la droite affine, 1’espace K2 est appelé le plan affine .

I1.2.3. Ensembles algébriques affines.— Soit K un corps et soient f,..., fy des polynomes
de K[xj,...,x,]. On note

V(fieooifs) = (@1, san) €K | filar,....an) =0, pourtouti€ [1,s]}

Le sous-ensemble V(f1,..., fs) de K" est appelé I’ensemble algébrique affine,ou variété affine,
définie par les polynomes f, ..., fs. L’ensemble algébrique affine V(f1,..., f;) est ainsi le sous-
ensemble de K” formé des solutions du systeme d’équations

frlat, . an) =0

Exercice 41.— Montrer que I’ensemble vide et I’espace affine K" sont des ensembles algé-
briques affines.

Exercice 42. — Montrer qu’un point de K" est un ensemble algébrique affine.

Exercice 43.— On suppose que n = 1. Si f n’est pas le polyndme nul de K[x|, montrer que
V(f) est un ensemble fini. Ainsi, les ensembles algébriques affines de la droite affine sont la
droite elle-méme et les ensembles finis.

Exercice 44.— Montrer que deux polyndmes différents peuvent définir le méme ensemble
algébrique affine.
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I1.2.4. Exemples dans R>.— Pour les exemples suivants, on considére que K est le corps

des réels. Dans le plan R?, I’ensemble algébrique affine V(x> +y> — 1) est le cercle centré sur
I’origine et de rayon 1.

FIGURE IL.1.: Cercle V(1 —x* —y?)

Les commandes Sage pour tracer la figure sont

sage: R.<x,y> = PolynomialRing(RR,’x,y’)
sage: C = Curve(x~2 + y~2 -1)
sage: C.plot((x,-1.5,1.5), (y,-1.5,1.5))

L ensemble algébrique affine réel V(x> +y? + 1) est I’ensemble vide, car I’équation x> +y> =
—1 ne possede pas de solution réelle

Exercice 45.— Montrer qu’un ensemble algébrique affine V() défini par un polyndme f de
R[x,y] n’est pas toujours une partie connexe de R2.

Exercice 46. — Tracer les ensembles algébriques suivants dans R? :
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0.5

0.5 F

0.5

-0.5F

0.5 0 0.5 1

(a) Cubique nodale V(x> +y* —xy)

4 2 0 2 4

(b) Cubique cuspidale V(y* —x*)

4 O

-4 2

0

2 4

(¢) Une cubique non singuli¢re V(y* —x(x —1)(x+ 1))

FIGURE I1.2.: Des cubiques V(f) (f de degré 3).

b I ! L =
-1 -0.5 0 0.5 1

(a) Trifolium V((x +2)%+ 3x2y —3)

0.5

0.5

1 I ! L =
-1 -0.5 0 0.5 1

(b) Quadrifolium V((x? +y?)? — 4x?y?)

I1.2.5. Exemples dans R3.— Le paraboloide de révolution, obtenu par rotation d’une parabole

z = x? autour de I’axe Oz.
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1.00

1.0 -1.0 1.0 -1.0

. . A c . 22 2
Les corgﬁlg%ratéglglgeggeprgﬁgl u fla‘czézdu par¥180101de (d) Cone de révolution V(2* —x? —?)

sage: var(’x,y,z’)

sage: h = lambda x,y,z:z-x"2-y"2

sage: f = implicit_plot3d(h,(x,-1,1),(y,-1,1),(z,0,1),\

e plot_points=100, smooth=True, adaptative=True)

sage: f

Exercice 47.— Tracer les ensembles algébriques suivants dans R3
1. V(x2 +y2 +22-1),

2. V(x> +y*—1),

. V(2 +y? +z 1,2 +y?+(z—1)2—1).

Exercice 48. — Décrire 1’équation de 1’ensemble algébrique affine constitué du cylindre de
rayon 1 centré sur I’axe des y.

Exercice 49.— On considére I’ensemble
X ={(x,x) |[xeR—{1}} CR%.

1. Montrer que si f est un polyndme de Rx,y], tel que la fonction polynomiale fs’annule sur
X, alors f(1,1) =0.
2. En déduire que X n’est pas un ensemble algébrique affine de R?.

I1.2.6. Un exemple en robotique.— En conclusion de ce cours, nous développerons un exemple
d’application de I’étude des ensembles algébriques affines a la robotique. L’idée est la suivante.
Considérons un bras de robot articulé dont les mouvements sont dans un plan ; le bras est consti-
tué de deux segments

- un segment de longueur 2 est fixé a ’origine par une rotule,
- un deuxieme segment de longueur 1 est fixé a ’extrémité du premier segment par une
autre rotule.
Les états du bras sont déterminés par deux couples de coordonnées (x,y) et (z,w) qui cor-
respondent a I’extrémité de chaque segment. Une configuration du bras du robot peut ainsi étre

vue comme un 4-uplet
(x,y,z,w) € R*.
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Notons que, si I’on considere le probleme en dimension 3, le systeme admettra 6 indéterminées.
Tous les points de R* ne sont pas une configuration du bras du robot. En particulier, des points
du plan ne seront pas atteignables par le bras. L’ensemble des configurations du robot est défini

par les équations
(k=2 +(-w)? =1L
Par exemple, I’origine (z,w) = (0,0) n’est pas atteignable par I’extrémité du bras du robot. En
effet, le systeme
X%+ y2 =1.
ne possede pas de solution. Par contre, le point (z,w) = (1,0) est atteignable, car le systeme
(x—1)2+y* =1.

est équivalent au systeme

—2x = —4.
Il admet donc pour solution (x,y) = (2,0). Le point du plan de coordonnées (z,w) = (4,0) n’est
pas atteignable par le bras du robot, car le systeme

4+ (y—4)? =1.

ne posséde pas de solution. La seconde équation s’écrit x> +y> — 8y + 16 = 1, or, d’apres la
premiére équation, on a —8y = —19, soit y = 19/8 > 2. Le systeme n’a donc pas de solution.

I1.2.7. Opérations sur les ensembles algébriques affines.— L intersection et la réunion d’en-
sembles algébriques affines sont encore des ensembles algébriques affines.

I1.4 Proposition.— Si V et W sont deux ensembles algébriques affines, alors il en est de
méme pour VUW et VN'W.

Preuve. Supposons que

VZV(fla"'?fS)7 W:V(gla"'7gt)'

Ona
VAW =V (fi,..., [, 81, 81),

car un élément de VN'W annule a la fois les polyndmes f,..., f; et les polynomes gi,...,g;.
Ainsi VN'W est un ensemble algébrique affine.
Par ailleurs, on a
VUW=V(fig; | ie[l,s], je[L1]).

Un élément de V annule tous les polyndmes f;, il annulent donc tous les polyndmes f;g ;. Ainsi V
est un sous-ensemble de V(fig;). On montre de la méme facon, que W est un sous-ensemble de
V(figj), ainsi, VUW C V( fig;). Montrons I’inclusion réciproque. Considérons (ay,...,a,) €
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V(figj), onasoit (aj,...,a,) € V qui termine le raisonnement, soit fj,(ay,...,a,) # 0, pour au
moins un iy € [1,s]. Comme f g;(ai,...,a,) =0, pour tout j, alors g;(a,...,a,) =0, pour
tout j, ainsi (ar,...,a,) € W. Par suite, V(fig;) CVUW. O

De ce résultat, on déduit

I1.5 Proposition. — Toute intersection finie et toute réunion finie d’ensembles algébriques
affines est un ensemble algébrique affine.

I1.2.8. Exemples.— [’ ensemble algébrique affine de R suivant
V@ +22 1,2+ +(z—1)* = 1)

est I'intersection de la sphere de rayon 1 centrée en (0,0, 1) et du cylindre de rayon 1 centré sur
I’axe des y.
L’ensemble algébrique affine

V(P 4+ =D +y 4+ (z—1)2=1))
est la réunion des mémes sphere et cylindre.

Exercice 50. — Montrer que tout sous-ensemble fini de K" est un ensemble algébrique affine.
Exercice 51.— Décrire et tracer I’ensemble algébrique affine de R? défini par
V(x2 +22 -1,y 2 — 1).

Exercice 52.— Donner une description géométrique de I’ensemble algébrique affine V(x2 +
2 2
y~) de C-.

§ 3 Les idéaux

Définition I1.6.— Un sous-ensemble 7 de K[xy,...,x,| est un idéal s’il satisfait aux assertions
suivantes :

i) 0el,
ii) si f,gel, alors f+g€l,
iii) si f€land h € K[xy,...,x,], alors Af € 1.

I1.3.1. Idéal engendré par une famille de polynomes.— Soient fi,..., f; des polyndmes de
K[x1,...,x,]. On notera

<f1,...,fs>: {Zh’f’ ‘ h,‘GK[X},...,xn]}
i=1
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I1.7 Proposition. — L’ensemble (fi,..., f;) forme un idéal de K[xi,...,x,].

Preuve. L’idéal (f,..., fs) contient le polyndme nul, car

0=0f+0f+...+0f..

N N
Soient f = Zhifi etg= Zkif,-, alors
i=1 i=1

N
f+eg=Y (hi+k)fiel,
i=1
et si en outre 4 € K[xq,...,x,], ona
hf =Y hhifiel.
i=1

Ainsi, (f1,...,fs) estun idéal. [

Définition IL.8. — L’idéal (f1,..., f;) est appelé 'idéal engendré par fi,..., f.

I1.3.2. Idéal de type fini— On dit qu’un idéal I de K[xy,...,x,] est finiment engendré, ou de
type fini, s’il existe des polyndmes fi,....fs € Kxi,...,x,], tels que
I={f1,...,fs). On dit alors que les polyndmes f,..., fy forment une base de I’'idéal I. Nous
verrons plus loin, que tout idéal de K|xy,...,x,] est finiment engendré, ce résultat est appelé le
théoreme de la base de Hilbert.

IL.9 Proposition. — Soient f,..., fy et g1,...,g; des polyndmes de K[xy,...,x,] tels que

(i, fs) = (81505810

alors V(f1,...,fs) = V(g1,---,&)-

Preuve. Supposons que (f1,...,fs) =(g1,-..,8&)- Soit (ay,...,a,) € V(f1,...,fs), comme pour
tout j € [1,7], il existe une décomposition

gj:h1f1+---+hsf57

on a gj(ay,...,a,) = 0. On montre ainsi que V(fi,...,fs) C V(g1,...,8). L’inclusion réci-
proque se montre de la méme facon. []

Exercice 53. — Soit / unidéal de K[x1,...,x,] et soient f1,..., f; des polyndmes de K[xi, ..., x,].
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes

) fi,....fs€l,
i) (f1,...,f5) C L
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Exercice 54.— Montrer les égalités des idéaux suivants de Q[x, y],

1. (x+y,x—y) = (x,y),
2. <x+x)’>)’+x)’;x2>y2> = <X7y>,
3. (22 43y — 11,82 —y* =3) = (x? —4,y* — 1).

I1.3.3. Idéal d’un ensemble algébrique affine.— Soit V un ensemble algébrique affine de K”.
On pose

I(V)={f eK[xi,...,xs] | flai,...,a,) =0 pour tout (ay,...,a,) € V}.

I1.10 Proposition.— Ainsi défini, I’ensemble (V) est un idéal.

Preuve. L’ensemble I(V) contient le polyndme nul, car il s’annule sur tous les points de K”,
donc en particulier sur tous les points de V. Soient f et g deux polyndomes de I(V), pour tout
point (ay,...,a,) de V, on a

(f+g)ay,...,an) = f(ai,...,an) +g(ai,...,a,) =0+0=0.
Ainsi f + g est un polyndme de /(V). Si de plus & € K[xj,...,x,],ona
(hf)(ay,...,an) = h(ay,...,ay)f(ai,...,a,) =0.
D’ou if € I(V). Ainsi I(V) est un idéal. [
Définition I1.11. — L’idéal I(V) est appelé I’idéal de I’ensemble algébrique affine V.

L’idée avec cette notion est d’associer a I’ensemble algébrique affine V, objet de nature géo-
métrique, un objet algébrique I(V) afin de traduire les propriétés géométriques sous forme al-
gébrique.

Exercice 55.— Montrer que I(V(x",y™)) = (x,y).

I1.3.4. Relation entre idéaux et ensembles algébriques affines.— Considérons une famille
de polyndmes de Klxj,...,x,] :

flyeo oy fs
On peut construire 1’ensemble algébrique affine engendré par ces polyndomes
V(f17' .- 7fs)7

puis 1’idéal de I’ensemble algébrique affine

I(V(fl,-wafs))‘

Une question naturelle est : a-t-on

I(V(f17"‘7fs)) = <f17"‘7fs>?

La réponse est négative en général :
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I1.12 Proposition. — Si fi,. .., f; sont des polyndmes de K[xy,...,x,], alors

<f17"'7f:9>CI(V(f17"'7fY))v (IL1)

de plus, cette inclusion est stricte en général.

Preuve. Soit f € (f1,..., fs), alors il existe une décomposition

f=hfi+...+hfs,

ou les A; sont des polyndmes de K[x,...,x,]. Pour tout (ay,...,a,) € V(fi,...,fs),ona fi(ai,...,a,) =
0, pour tout i € [1,s], par suite f(aj,...,a,) = 0. Ainsi f s’annule sur tous les points de

V(fi,-.-,fs), ce qui entraine que f € I(V(f1,...,fs))-
Pour montrer que I’inclusion est stricte, il suffit de considérer I’exemple suivant

(23%) CLV(2,y7)).
Or V(x?,y%) = {(0,0)}, car c’est ’ensemble des (x, y) tels que x> = y?> = 0. Ainsi I(V(x?,?)) =
(x,y). L’inclusion est stricte, car le polyndme x ne peut pas s’écrire sous la forme

x = hy (x,y)x% + ha(x,y)y*

O

Exercice 56.— Montrer que I’inclusion (II.1) est stricte en considérant le polyndme x>+ y” + 1
de Rlx,y].

Exercice 57.— Soient V et W des ensembles algébriques affines de K”.

1. Montrer que V C W si, et seulement si, /(W) C I(V).
2. Montrer que V = W si, et seulement si, I(V) = I(W).

Exercice 58. — On considere les polyndmes f; = x+ V=242 h=x—y>—2+22—2z+

2, 81 =x—2+22+1et g2 :y2 —7224+2z—1de Q[x,y,7].

1. Montrer que les idéaux I = (f1, f>) etJ = (g1,g2) de Q[x,y,z] sont égaux ; c’est-a-dire I’éga-
lité suivante :

x+y =2 +2z2,x—y — 24277 - 2242) = (x— 2 + 2+ 1,y =2 + 27— 1).

2. On considere les ensembles algébriques affines de Q suivants :
W=Vx+y? -2 4+20x—y 2 +222 - 22+2), Wi =V(x -2+ +1,y—z+1) et
Wo=V(x—224+22+1,y+z-1).
Montrer I’égalité¢ W = W) UW, ; c’est-a-dire I’égalité

Va+y =2 +22,x -y =2 +22 = 2z+42) =V(x—2+ 2+ 1,y—z+ ) UV(x—2 + 22+ 1,y+z—1).

I1.3.5. Problemes.— Voici des problemes que nous allons aborder dans la suite de ce cours.

a) Probléme de la description d’un idéal :
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- est-ce que tout idéal I de Klxy,...,x,| posséde un nombre fini de généra-
teurs ? Autrement dit, existe-t-il une famille de polynémes f1,..., fs tels que
I=(f1,....,fs)?

- si oui, comment déterminer une telle famille génératrice ?
- existe-t-il une famille génératrice « plus intéressante » que les autres ?

b) Probleme de I’appartenance a un idéal :

étant donné un idéal I = (f1, ..., fs) et un polynéme f de K|xy,...,x,], déter-
miner si f € I.

¢) Probleme de la résolution d’équations polynomiales :

étant donnés des polynémes fi,..., fs de K|xi,..., x|, trouver les solutions
dans K" du systeme d’équations polynomiales

0

fi(xr,...x)

0

fs(xt,.ooyxn)
d) Probleme d’impliciter une présentation paramétrée : érant donné un paramétrage

X; :gi(tl,...,tm), i€ [[l,n]], g € K[xl,...,xm],

d’un ensemble algébrique affine V de K", déterminer des polynémes f1, ..., fsde K[xy,. ..

tels que

V=V(fi,...,fs)

35
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§ 1 Préliminaires : systemes d’équations linéaires

II1.1.1. Systemes d’équations linéaires.— L algorithme d’élimination de Gauss-Jordan per-
met de déterminer les solutions d’un systeme d’équations linéaires, i.e., des systemes d’équa-
tions de la forme

filxt,...,x,) =0
fs(xl, e ,Xn) = 0
ol tous les polynomes fi,..., fy de K[xj,...,x,] sont linéaires en les indéterminées xp, . .., x,.

II1.1.2. Exemple.— Considérons les polyndmes linéaires suivants
fi=x+y—z, fa=2x+3y+2

de Rx,y,z]. Soit I = (f1, f>) I'idéal engendré par ces deux polyndmes et soit V(fi, f>) 1’en-
semble algébrique affine formé des solutions du systeme linéaire suivant

x+y—z=0
2x+3y+2z=0

37
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La méthode d’élimination de Gauss-Jordan pour la résolution de ce systeéme consiste a choisir un
pivot, par exemple I’indéterminée x dans la premiere équation et a éliminer les termes contenant
cette indéterminée dans les autres équations. Le systeme se réduit ainsi au systeme suivant

x]+y—2z=0
y+4z=0

Les solutions du systeme satisfont ainsi
y=—4z, x=35z.

Cette méthode d’élimination par ligne consiste a changer I’ensemble générateur de I’'idéal I =
(f1, f>) par un autre ensemble générateur. On soustrait deux fois la premiére ligne a la seconde et
on remplace la seconde ligne par cette nouvelle ligne. On construit ainsi un nouveau polyndme

fB=h-2fi=y+4z,

qui remplace le polyndme f, dans le systtme. Comme f3 = f, —2f], on a f3 € I et comme

fr=2fi+ f3,ona fr € (f1,f3), ainsi
I=(f1,f2) = (f1,/3).

On modifie ainsi ’ensemble des générateurs de I permettant de déterminer plus facilement
I’ensemble algébrique affine :

V(f1,f2) =V(fi,f3) ={(5z2,—4z,2) | z€R}.

Le processus par lequel le polyndme f; est remplacé par f3 en utilisant f| est appelé une réduc-
tion de f, par fi, on note

f2£>f3-

Le nouveau polyndme f3 apparait comme un reste de la division du polyndome 2x + 3y + 2z
parx+y—z:

2x 43y +2z|x +y —z
2x +2y —2z|2
y +4z

II1.1.3. Question de I’appartenance a un idéal.— Etant donné un polyndme f de Rx,y,z],
a-t-on f €I = (f1,f3)? Si f est dans I, il peut s’écrire comme combinaison des polyndmes
générateurs de [ :

f=mfi+hsfs,

avec hy,hs € R[x,y,z]. Si le « terme dominant » (le pivot!) de f] est x et le « terme dominant »
de f3 est y, tout polyndme de R[x,y,z] se réduit via fj et f3 en un polyndéme d’indéterminée z.
De plus, un polyndme en z ne peut pas €tre réduit par réduction via f7 et f3. Ona

fel={(fi,fr)={(fi,f3) si,etseulement si, fM 0.
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I11.1.4. Exemple.— Considérons maintenant la situation de 3 polyndomes linéaires
fi=y—z, fa=x+2y+3z, f3=3x—-4y+2%

de R[x,y,z]. On considére 1’idéal engendré par ces trois polyndmes, I = (f1, f2, f3) et ’ensemble
algébrique affine V(f1, f2, f3) formée des solutions du systeme suivant

y—z=0
x+2y+3z=0
3x—4y+2z=0

Par élimination, on peut réduire ce systéme au suivant

y—=2z=0
x+2y+3z=0
—10y—-7z=0

en retranchant 3 fois la seconde ligne a la troisi¢me, puis au systeme

y—2z=0
xX+2y+3z=0
—17z=0

en retranchant —10 fois la premiere ligne a la troisieme On a les réduction

2 10y—72 % 2172

On a un nouvel ensemble générateur pour / :

= <f17f27f3> - <f17f27_17z>'

L’ objectif est d’étudier la situation plus générale ol les polyndmes ne sont pas linéaires. Pour
faire la division, on doit choisir un ordre sur les indéterminées. En effet, dans le deuxieme
exemple, on a considéré comme premier pivot x, fait I’élimination dans la troisieme équation,
puis I’élimination de y. Le choix de cet ordre est essentiel pour la généralisation aux polyndmes
non linéaires. L’ ordre est ici

x<y<z

Avec cet ordre, le terme dominant de f] est y, celui de f; est x et celui de f3 est 3x. La réduction

s C1oy—7. % —172

consiste a soustraire des multiples de f; et f> dans f3. On utilise les termes dominants de f; et
Jf>. Le terme —17z ne peut étre réduit plus en utilisant les termes dominants de f; et f>.

§ 2 Structure des idéaux d’un anneau euclidien

On commence notre étude par le cas des polyndmes a une indéterminée.
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IIL.2.1. Retour sur les anneaux euclidiens.— On rappelle qu'un anneau euclidien est un an-
neau commutatif A vérifiant les deux propriétés suivantes

1) A estintegre, i.e., pour tous éléments a et b de A,
ab=0 = (a=0o0ub=0).
ii) il existe sur A un algorithme euclidien, i.e., une application
¢:A—{0} — N,
telle que, pour tout a € A et tout b € A — {0}, il existe g € A et r € A, tels que

a=bg+r, avec@(r)<@(b) ou r=0.

ITI.1 Théoréme. — Si A est un anneau euclidien, tout idéal de A est engendré par un élé-
ment.

Preuve. Soit A un anneau euclidien, muni d’un algorithme euclidien @, et soit / un idéal de A.
Si I est nul, il est engendré par 0, on a I = (0). Si I est non nul, alors ¢ (7 — {0}) est une partie
non vide de N, elle a donc un plus petit élément n. Soit b € I — {0}, tel que ¢(b) = n. Tout
élément a de [ s’écrita = bg+r, avec r =0 ou @(r) < ¢(b) =n. Or

r=a—bqgel,

donc par minimalité de n, on ne peut pas avoir ¢(r) < n, d’out nécessairement r = 0. Par suite,
tout élément a de I s’écrit a = bq, ainsi [ = (b). [

IT1.2.2. Anneaux principaux.— Soit A un anneau et / un idéal de A. On dit que [ est principal
s’il est engendré par un élément, c’est-a-dire, s’il existe un élément a de A, tel que I = (a).
Un anneau est dit principal s’il est integre et si tout idéal de A est principal. Le théoreme |[11.
montre 1’implication

euclidien = principal.

II1.2 Théoréme. —
i) L’anneau Z est principal.

ii) Si K est un corps, I’anneau K|x] est principal.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du fait que les anneaux Z et K[x| sont euclidiens. [J

Exercice 59. —

1. Montrer que ’anneau Z[x] n’est pas principal. [indication : considérer I’idéal engendré par
les polynomes 2 et x]

2. Montrer que si K est un corps, I’anneau K|x, y| n’est pas principal. [indication : considérer
I’idéal engendré par les polyndmes x et y.]
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§ 3 Les idéaux de K|x]

II1.3.1. Générateurs des idéaux de K[x].— Soit K un corps. D’aprés la section précédente,
tout idéal I de K[x] est engendré par un élément. Dans ce cas, la construction de la preuve du
théoreme [[IL.1] s’exprime de la facon suivante. L’idéal nul est engendré par le polynéme nul.
Soit I un idéal non nul de K|x] ; notons g un polynéme non nul de I de degré minimal. Pour
tout polyndme f de I, d’apres le théoreme de la division euclidienne, théoreme il existe des
polyndmes g et r de K[x] tels que

f=ag+r

avec deg (r) < deg(g). Si r est non nul, alors r = f —gg € I, ce qui contredit le choix de g,
car deg (r) < deg(g). Par conséquent, on a r =0 et f = gg. Ainsi I C (g). Comme g € [, on a
I’égalité :
I'=(g).

Le polyndme g ainsi obtenu est unique a un facteur pres. C’est une conséquence du fait que si
(g1) = (g2), alors g1 divise g et g, divise g, donc il existe un scalaire A tel que g = Ag>. On
peut dire que le polyndme g obtenu dans cette preuve est le « meilleur » polyndme générateur
pour I’idéal 1.

I11.3.2. Probléme du calcul d’un générateur.— FEtant donné un idéal I de K[x], comment cal-
culer un polynéme g tel que I = (g) ? Dans un premier temps, nous allons aborder ce probleme
dans le cas d’un idéal engendré par deux polyndmes, dont I’un au moins n’est pas nul :

I={(f1,f).

Par exemple, comment trouver un générateur pour I’idéal I = (fi, f>) avec fi =x* —let f, =
6
x°—17?

IT1.3.3. Plus grand commun diviseur.— Rappelons que le plus grand commun diviseur de f;
et f», noté pged(f1, f2), est le polyndme g vérifiant les trois assertions suivantes

i) g divise f; et g divise f3,

ii) siun polynome 4 de Klx] divise fj et f», alors A divise g,
iii) lc(g) = 1.
On a

II1.3 Proposition. — Soient f; et f> deux polynomes de K[x], dont 1’'un au moins est non
nul. Alors, le pged de f et f, existe et on a

(f1,f2) = (pged(f1, /2)) -

Preuve. D’apres la section [II1.3.1} il existe un polynéme g de K[x| tel que

(f1,f2) = (g)-

Le polynéme g étant unique a un facteur prés, on peut supposer que Ic(g) = 1. Montrons que g =
pged(f1, f2). Comme fi, f> € (g), alors g divise a la fois f et f. Supposons qu’un polynéme A
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divise a la fois f] et f,. Comme g est dans I’idéal (f], f2), il existe une décomposition de g en

g=hfi+hf,

ol /1 et hy sont deux polyndmes de K|x]. Par suite, A divise g. [

Remarque II1.4. — La preuve de la proposition précédente permet également de montrer I’ exis-
tence et ’unicité du pged de deux polyndmes.

Le probléeme de trouver un unique générateur de 1’idéal (f1, f>) se réduit ainsi a celui du calcul
du pged de f; et f>.

Exercice 60. — Soient f et g deux polyndmes de K[x]. Montrer qu’il existe des polyndmes u
et v de Klx], tels que

uf +vg = pged(f,g).

I11.3.4. Algorithme de la division euclidienne.— L’algorithme d’Euclide permet de calculer
le pgcd en utilisant I’algorithme de division vu dans le premier chapitre. Il est basé sur le résultat
suivant :

ITL.5 Proposition. — Soient f; et f, deux polynémes de K[x|, dont 1’'un au moins est non
nul. Alors,

pged(f1, f2) = pged(fi — qf2, f2),
pour tout polyndéme ¢ de K|x|.

Preuve. Soit g un polyndéme non nul. On a f| = f; —qf2 + qf2, par suite

(fi,f2) = (fi—afz, f2).

D’apres la proposition [[II.3} on a

(pged(f1, 2)) = (f1,.2) = (fi —af2, o) = (pged(fi —qf>, f2)) -

Par suite, pged(f1, f2) et pged(f1 — qf2, f>) sont égaux a une constante multiplicative pres. Le
pgcd de deux polynomes étant de coefficient dominant égal a 1, on en déduit I’égalité recherchée

pged(f1, f2) = pged(f1 — qf2, f2). O
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ENTREE : fi, > € K[x], non tous les deux nuls,
SORTIE : f = pgcd(fi,f>).
INITIALISATION : f:=fi;8:= f>

TANT QUE : g # 0 FAIRE

f %5 r, ol r est le reste de la division de f par g,

f=g
g:=r,
f=ﬁf

I’algorithme d’Euclide.

Exercice 61.— Montrer que I’algorithme d’Euclide termine.

II1.3.5. Exemple.— Illustrons 1’algorithme d’Euclide sur le calcul du pgcd des polyndmes
fi=x+x>—5x+3et o =x>+x—2de Qx|

INITIALISATION : f:=x’+x*>—5x+3,g:=x>+x—2.
Début de la boucle TANT QUE :
Premiere itération de la boucle TANT QUE :
B 4x2—5x+3 ELEN —3x+3,
fi= X24x—2,
g:=—-3x+3,
Deuxiéme itération de la boucle TANT QUE :
px—2 LN 0,
fi=-3x+3,
g:=0,
Arrét de la boucle TANT QUE :

fi= ﬁfz_%(—?)x—iﬁ):x—l.

Par suite, pged(fi, f2) =x—1.

I11.3.6. Exemple.— Pour calculer le pged des polyndmes f; =x* —let o =x0—1:

H—1=000—1)+x*—1,
K—1=x0 =1+ -1

A=+ DR —1)+0.
Ainsi
peed(fi, f2) = pged(x® — 1,x* — 1) = pged(x* — 1,x* — 1) = pged(x* — 1,0) = x* — 1.

En conséquence,

<f1,f2> = <x2— 1>.

43
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II1.3.7. Cas d’un idéal engendré par plus de deux polynomes.— Considérons un idéal [ =
(f1,...,fs) de K[x] engendré par des polyndmes non tous nuls. Rappelons que le plus grand
commun diviseur des polynémes fi,..., fs, noté pged(fi, ..., fs), est le polyndme g vérifiant les
trois assertions suivantes

i) g divise f;, pour tout i € [1,s]

ii) siun polynome 4 de Klx] divise f;, pour tout i € [1,s], alors A divise g,
iii) Ic(g) = 1.
Ona

ITL.6 Proposition. — Soient f, ..., f; des polyndmes de K[x], non tous nuls. Alors,

i) <f17' . 7fS> = <ngd(f17 .. 7fS)>’
ii) pour s > 3, alors pged(f1,. .., fs) = pged(fi,pged(fa, - .-, f5))-

Preuve. Montrons I’assertion i). L’anneau K|x] étant principal, il existe un polyndme g de K|x]
tel que

<f17---afs> = <g>

Le polyndme g étant unique a une constante prés, on peut supposer que lc(g) = 1. Montrons
que g = pged(fi,. .., fs). Comme fi,...,fs € (g), alors g divise tous les polynémes fi,..., fs.
Supposons qu’un polyndome 4 divise tous les polyndomes fi,..., f;. Comme g est dans 1’idéal
(fi1,---,fs), il existe une décomposition de g en

g=mhfi+hfit+...+hfs,
ol hy,hy, ..., hs sont des polyndmes de K[x]. Par suite, & divise g.

Montrons I’assertion ii). Posons A = pged(fa, ..., fs). D’apresi),ona (fa,..., fs) = (h). Ainsi

(f1, o fs) = (fi,h) .

Toujours d’apres 1),

pged(fi,-. ., fs) = pged(fi,h) = pged(fi1,pged(f2,- -, f5))-

OJ
I11.3.8. Exemple.— Calculons le générateur de 1’idéal

[= <x3—3x—|—2,x4— 1,x° — 1> C Kx].

pged(x® —3x+2,x* — 1,x0 — 1) = pged(x® — 3x+ 2, pged (x* — 1,2° — 1))
= pgcd(x3 —3x42, x> —1)=x—1.

Ainsi
I=(x—1).
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I11.3.9. Probléemes.— Nous pouvons répondre dans le cas d’une indéterminée aux problémes
posés dans le chapitre précédent.

a) Probleme de la description d’un idéal :

- tout idéal I de K[x] posséde un unique générateur,
- il existe un « meilleur » générateur, c’est le pged des polyndomes qui en-
gendrent /.

b) Probleme de I’appartenance a un idéal :
étant donné un idéal I = (f1,.. ., f;) et un polyndme f de K[x|, pour déterminer
si f €1, on calcule g =pged(fi,..., fs), puis on divise f par g. Le reste de cette
division est nul si, et seulement si, f € [, i.e.,

f 250 si, et seulement si, fe€l=g).

¢) Probleme de la résolution d’équations polynomiales :

étant donnés des polyndmes f7, ..., f; de K[x], les solutions dans K du systeme
d’équations polynomiales
filx) =0
fs(x)=0
sont les solutions de 1’équation
g(x) =0,

ou g = pged(fi,- .., fs)-

I11.3.10. Exemple.— Comment déterminer si le polynéme f = x> +4x* 4 3x — 7 appartient
I’idéal
I = <x3 —3x—|—2,x4 — 1,x6 — 1> .

On a montré que I = (x — 1). On a calcule la division de f parx—1 :
O A’ 43 —T = (P +5x+8)(x— 1)+ 1.
Ainsi, la réduction de f parx— 1 est1:
X +4x? +3x—7 o
On en déduit que f n’appartient pas a I’'idéal 1.

Exercice 62. — Déterminer si le polyndme f est contenu dans 1’idéal I de K][x].
1l f=x>-3x+2,1={(x—2),

2. f=x—dx+1,1=(x*—x*+x),

3. f=x?—dx+4,1=(x*—6x"+12x—8,2x> — 10x*> + 16x — 8),

4. f:x3 —1,1= <x9 — 1,x5 +x3—x2— 1>.

Exercice 63.— Etant donnés des polynémes fi,..., f; de K[x], existe-t-il un algorithme pour
décider si I’ensemble algébrique affine V(fi,...,fs) est non vide ? Dans le cas ot K= C la
réponse est affirmative.
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1. Soit f est un polyndme non nul de C[x], montrer que V(f) est vide si, et seulement si, f est
constant.

2. Soit fi,..., fs des polyndmes de C[x]. Montrer que V(f7,..., fs) est vide si, et seulement si,
pged(fi,.... fs) = 1.

3. Décrire une méthode algorithmique pour déterminer si V(f1,..., f;) est non vide.

4. Que peut-on dire dans le casou K=R?

II1.3.11. En conclusion.— Nous avons vu que la notion de réduction via I’algorithme de divi-
sion est un point clef dans la résolution des problemes mentionnés en[[I1.3.9] Nous n’avons pas
mis en évidence I’importance d’ordonner les termes dans le cas d’une seule indéterminée, car
il existe un ordre naturel dans ce cas, celui donné par le degré des termes. Dans la réduction

It (f)
5=
It(g)
le reste f — % g est de degré strictement inférieur au degré de f. C’est la raison pour laquelle

I’algorithme termine ; c’est une conséquence du fait que
n<m si,etseulement si x" divise x".

La fin de ce chapitre est consacré au probleme de cette réduction dans le cas de plusieurs
indéterminées.

§4 Les ordres monomiaux

Nous noterons .# (xy,...,X,), ou .Z s’iln’y a pas de confusion, I’ensemble des mondmes en
les indéterminées xi,...,x, :

M(x1y.x0) ={x% |a=(ay,...,0,) e N}

I11.4.1. Ordre monomial.— Un ordre monomial sur .# est une relation < vérifiant les asser-
tions suivantes

i) < est un ordre total sur .Z,
i) si x® < xP, alors x®x” < xPx?, pour tous x% xP et x¥ dans .,
iii) 1 < x%, pour tout x* € .Z.
I11.4.2. Ordre lexicographique.— Etant donné un ordre alphabétique

Xy < ... < X2 <X

i.e., un ordre sur I’ensemble des indéterminées, on définit 1’ordre lexicographique <\ex sur A
en posant, pour tous n-uplets d’entiers naturels & = (a,...,a,) et B = (B1,-..,Bn),

o
X7 <Xlex xﬁ

si, et seulement si, les premiéres coordonnées o; et 3;, en partant de la gauche dans « et 3, qui
sont différentes satisfont a o; < f3;.
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I11.4.3. Exemple.— Supposons que I’on ait deux indéterminées avec 1’ordre alphabétique y <
X,ona

0 2 3 2 2 2
1= V lex Y Slex Y Sex Y Sex -+ - Sex X ex YX ex VX Slex « -+ ex X ex YX ex - -

I11.4.4. Remarque.— L’ordre lexicographique dépend de I’ordre alphabétique sur les indéter-

minées. Tout ordre alphabétique sur les indéterminées xi, . .., x;, définit un ordre lexicographique
sur A (xp,...,Xy).

Exercice 64.— Montrer qu’il existe n! ordres lexicographiques possibles sur cet ensemble de
mondmes.

Notons que x% =<jex xP si, et seulement si, le premier entier non nul dans le n-uplet

B-—a=PBi—a....B.— ) € Z"

est positif. Par exemple, si z <y < x, on a
a) 27 <jex 2y, car B — o = (1,0, —4),
b) x3y2z! ey X922, car B — o = (0,0,3).
©) ¥32* Siex x, car B — a0 = (1,-3,-4).

II1.7 Proposition. — L’ ordre lexicographique =<jex est un ordre monomial.

Exercice 65.— Montrer la proposition [[1I.7

I11.4.5. Propriétés des ordres monomiaux.—

II1.8 Proposition.— Soit < un ordre monomial sur .. Soient x* et x? deux mondmes de
M, tels que x* divise xP, alors x* < xP.

Preuve. Si le mondme x? divise le mondme xP, il existe alors un mondme x? dans .7, tel que
xP = x%x”. L ordre < étant monomial, on a 1 < x7, d’ou x% < x%xY =xP. O

Exercice 66.— Montrer qu’il n’y a qu’un seul ordre monomial sur .2 (x1).

Tout bon ordre est un ordre total, remarque La réciproque est fausse en général, cepen-
dant pour les ordres monomiaux, on a

I11.9 Proposition. — Tout ordre monomial sur .# est un bon ordre.

En particulier, toute suite décroissante de mondmes

a;

(073 (047
RTE ok =X

termine.
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Exercice 67. — 1. Soit < un ordre monomial sur .# (xy,...,x,+1), montrer que < induit
un ordre monomial sur .Z (x1,...,X,).
2. Soient x* et x# deux moénomes de .# (x1,...,X,), et k, [ deux entiers naturels tels que

o k B.1
X X S XX g

Montrer que
<P ouk<l

3. Montrer la proposition (Indication : on fera une récurrence sur le nombre d’indéter-

minée.)
II1.4.6. Définitions.— Fixons un ordre monomial < sur .# (xi,...,x,). Tout polyndme non
nul f de Klxy,...,x,| peut s’écrire sous la forme
f=ax% +ax% + ... +ax%r,
ol les a; sont des scalaires non nul, les x*« des mondmes de .# (x1, .. .,x,) deux a deux distincts

et
x%r << x% g x%

Le n-uplet o, est appelé le multidegré de f, on le note multideg(f) :

multide = o tel que x? est le plus grand mondme apparaissant dans f.
g

On dit alors

i) que a; estle coefficient de plus haut degré de f (leading coefficient) de f, noté Ic(f),
ii) que a;x® est le terme de plus haut degré f (leading term), noté 1t (f),
iii) que x%1 est le monéme de plus haut degré de f (leading monomial), noté Im(f).

Si g est un second polyndme non nul de Klxj,...,x,], on dit que f est de multidegré plus petit
que g si le mondme de plus haut degré de f est plus petit que celui de g :

multideg(f) < multideg(g) si Im(f) < Im(g).

On pose, par ailleurs Ic(0) =1t (0) = Im(0) = 0.

I11.4.7. Remarque.— Un ordre monomial étant un bon ordre, on peut faire des raisonnements
par récurrence sur le multidegré.

I11.4.8. Exemple.— Considérons 1’ordre alphabétique z < y < x et soit f le polyndme

f= 4xy22 +472 -5 + 7)6222,

on a,
multideg(f) = (3,0,0), lc(f) = =5, Im(f) =x>, It(f) = —5x°.

Exercice 68.— On fixe un ordre monomial sur . (xy,...,x,).

1. Montrer que pour tous polyndme f et mondme m de K[xj,...,x,], on a

It(mf) =mlt(f).
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2. Soient f et g des polyndmes de K|xj,...,x,], a-t-on toujours 1t (fg) =1t (f)1t(g) ?
3. Soient f1,..., fs,&1,--.,8&s des polyndmes de K[xi,...,x,]. A-t-on

Im(fig1+ ...+ fsgs) = Im(f;)Im(g;),

pouruni € [1,s]?

I11.10 Proposition.— On fixe un ordre monomial sur .# (xy,...,x,). Soient f et g des
polyndmes non nuls de K[xy,...,x,]. Le multidegré vérifie les propriétés suivantes :

i) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g) ;

ii) si f+ g est non nul, alors multideg(f + g) < max (multideg(f), multideg(g)) et si, de
plus multideg(f) # multideg(g), on a I’égalité.

Exercice 69.— Montrer la Proposition [lII.10

Exercice 70.— On fixe un ordre monomial sur .# (xy,...,x,). Soient f et g des polyndmes
non nuls de K[xj,...,x,]. On admettra qu’il existe un unique polyndome d (le pged de f et g,
noté pged(f,g)) dans K[xi,... ,xn]lﬂvériﬁant

i) d divise f etd divise g,
ii) siun polynome 4 de Klxj,...,x,| divise f et g, alors & divise d,
iii) lc(d) = 1.

Vérifier que < f,g >C< pged(f,g) >.

Montrer que I’idéal < f,g > est principal si et seulement si < f,g >=< pged(f,g) >.

Montrer que pged(f,g) a un multidegré maximal parmi les diviseurs communs de f et g.

Vérifier que tout polynéme non nul de < f, g > a un multidegré supérieur ou égal a celui de

pecd(f,g)-

5. Montrer que < f,g > est principal si et seulement si I’'idéal < f,g > contient un polyndme
de méme multidegré que celui de pged(f,g).

6. On considere K[x,y] et un ordre monomial sur . (x,y) tel que y < x. Montrer que y a un
multidegré minimal parmi les polynémes non nuls de I’idéal < x,y >.

7. Vérifier que 1 est le pged de x et y.

Ll

I11.4.9. Ordre lexicographique gradué.— Etant donné un ordre alphabétique x,, < ... <x <
x1, on définit I’ordre lexicographique gradué <gnex sur .# de la fagon suivante : pour o0 =

(ar,...,a) et B=(Bi,...,B:), on pose
x% Sgrlex xB

si, et seulement si,

(i%<iﬁi> ou (iai:iﬁi et xa<1exxﬁ>-
i=1 i=1 i=1 i=1

1. Ce résultat suit du fait que, de méme que pour une seule indéterminée, I’anneau K|[xi,...,x,] est un anneau
factoriel, c’est-a-dire que tout polyndme se factorise de maniere unique en produit de facteurs irréductibles.

49
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Par exemple, avec y < x, on a

2 2 3
1< arlex Y Sgrlex X Sgrlex Y Sgrlex XY Sgrlex X~ Sgrlex Y

Exercice 71.— Montrer que <grex €st un ordre monomial.

Exercice 72.— On considere les ordres <(jex €t <Xgrlex Sur .4 (x,y,z) & partir de I’ordre alpha-
bétique x >y > z.

Classer par ordre lexicographique croissant, puis par ordre lexicographique gradué croissant
les mondmes suivants :

24 P B V2 wd

Exercice 73.— Soient f et g des polyndmes non nuls de K|[xi,...,x,|. Montrer que deg (fg) =
deg (f) +deg(g) ou deg désigne le degré total.

§ 5 Algorithme de division en plusieurs indéterminées

L’ objectif de cette partie est de définir un algorithme de division pour les polynémes a plu-
sieurs indéterminées qui généralise 1’algorithme de division pour les polyndmes a une indéter-
minée.

Dans K]x], la division d’un polyndme f par g donne une décomposition de f sous la forme

f=qg+r,

avec deg (r) < deg(g), théoreme|[[.2] Dans le cas général, I’ objectif est de divisiser un polyndme
fdeKlxy,...,x,] par un ensemble de polynémes fi,..., f; € K[xj,...,x,]. Nous allons voir que
cela consiste a écrire le polynome f sous la forme

f=ufi+...+ugfs+r

ol les quotients sont les polyndmes uy, ..., us; € K[xi,...,x,| et le reste est le polyndéme r €
K[xi, ..., Xu].

Le principe de 1’algorithme de division d’un polyndéme f a plusieurs indéterminées par un
ensemble de polyndmes f1,..., f; est le méme que dans le cas a une seule indéterminée :

1. fixer un ordre sur les termes,

2. remplacer le terme dominant de f en multipliant un des f; par un terme approprié et
soustraire le résultat a f ; ce terme est alors un terme du quotient u;,

3. proceder ainsi avec tous les polynomes f1, ..., fs.

I11.5.1. Premier exemple.— Posons f = xy?> + 1, fi =xy+ 1 et f> = y+ 1. On fixe 1’ordre
alphabétique y < x et I’ordre lexicographique associé sur les termes. Le terme dominant It (f) =
xy? est divisible par les termes dominants It (f;) = xy et lt(f5) =y

xy? +1|xy +1
xy? 4yl y
1 —y
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1 —y| y+1
—y —1|—1
2

Comme It (f1) et 1t (f>) ne divisent pas 2, ce reste est irréductible. On a obtenu les réductions|]

il 1oy Lo

On écrit
xy? UREPY

Le polyndme f s’écrit alors sous la forme
1 =yy+ 1)+ (=1)(y+1)+2.
Nous aurions commencé par la division par f; :

xy? 1]y +1
xy2 +xy|xy
—xy +1

—xy +1| xy +1
—xy —1|—1
2

Comme It (f;) et It (f>) ne divisent pas 2, ce reste est irréductible. On a obtenu les réductions

xy2+1£>—xy+lﬁ>2,

soit
xy? f2—ﬁ> 2.
Le polyndme f s’écrit alors sous la forme
1= (=) (xy+ 1)+ (xy)(y+ 1) +2.

On notera que les restes de ces deux divisions sont égaux, mais les quotients différents. Apres la
premiere réduction par f>, on peut encore appliquer la réduction par f>, car It (f>) divise —xy :

xy? +1] y +1
xy2 +xy|xy
—xy +1

—xy +1| y+1
—Xy —Xx|—Xx
x +1

Le polyndme x + 1 est le dernier reste, car les termes x et 1 ne sont pas divisibles par les

2. voir partie suivante |§I
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termes dominants de f; et f>. Dans ce cas, la décomposition est
1= (0)(xy+ 1)+ (xy —x)(y+ 1)+ (x+ 1).

La situation est la suivante :

S
Ny

x+1

I11.5.2. Deuxiéme exemple.— Soient f = x>y +xy*> +y%, fj =xy— 1 et f = y> — 1. Comme
dans les exemples précédents, on considere 1’ordre lexicographique, avec I’ordre alphabétique
y < x. On effectue la division de f par f| puis par f>

x%y 4—xy2 +y? xy —1
xzy —X X
2 2 2 fi
X +xy° +y xy+xy +y —>x—|—xy +y
xy? 4+x +y?|xy —1
xy? —y y ,
x4y +y? X Fxty? S xty 4y

Les termes dominants 1t(f;) et lt(f>) ne divisent pas le terme dominant It (x+y*+y) = x.
Cependant, x +y? +y n’est pas le reste, car It (f>) divise y*. On extrait alors le terme x du reste
et on poursuit la division :

¥ +ypy? -1
2 1)1
v +1 x4y +y L xy+l

Apres cette division, le reste est x+y+ 1. Les termes dominants de f; et f» ne divisent aucun
terme de x+ y+ 1, qui est ainsi le dernier reste. On a

Cy+x +y = @)y = 1)+ )y — 1)+ (1) = 1) +x+y+1
=@+ —D+M)*=1)+x+y+1

et
x2y+xy2+y2Mx+y+l.
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Ces exemples illustrent le théoréeme suivant et le second exemple éclaire le fonctionnement
de I’algorithme de division associé.

III.11 Théoreme.— Soit F = {f,...,fs} un ensemble de polyndmes de K[xi,...,x,].
Etant donné un ordre monomial < sur .#(xi,...,x,), tout polyndme non nul f de
K[xy,...,x,] s’écrit sous la forme

f=uwmfi+.. . tugfs+r,

ol uy,...,us,r sont des polyndmes de K[xy,...,x,], tels que » = 0 ou r est une somme de
termes non divisibles par 1t (f1),...,1t(f;). On a de plus, pour tout quotient u; # 0,

multideg(u; f;) < multideg(f).

Preuve. On fait un raisonnement par récurrence sur le multidegré. Soit f un polyndéme non nul
et supposons que le résultat est vérifié pour tout polyndme non nul de multidegré strictement
inférieur a celui de f. Alors,
— ou bien il existe i, tel que 1t (f;) divise 1t (f). Dans ce cas on choisit un tel j et on effectue
la division de f par f; et on obtient

avec g nul ou multideg(g) < multideg(f). Si g est nul, le résultat est vérifié car

1t(f)
It (£))

multideg ( f j> = multideg(f).

Sinon, par hypothese de récurrence,

g:u’lfl—i—...—i—u/jfj—i—...—i—u;fs—{—r

ou u},...,ul,r sont des polynémes de K[xi,...,x,], tels que
— r =20 ou r est une somme de termes non divisibles par It (f}),...,1t(f5);
— multideg(u.f;) < multideg(g) < multideg(f) pour tout u} # 0.
On obtient 1t(f)
. t / : /
f=uifi+...+ (lt(f,-) —|—u,>fl—|—...—|—usfs+r

avec les propriétés souhaitées car

multideg ((% + uﬁ) fi) = multideg(f);

— ou bien le terme dominant It (f) de f n’est divisible pas aucun des It(f;). Dans ce cas, si
f =1t(f) c’est terminé, sinon on applique I’hypothése de récurrence & g = f —1t(f). Alors

g:u1f1—|—...—|—u,~ﬁ+...+usfs—|—r'
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avec les bonnes propriétés et donc

f:”lfl"’---"’uifi"‘---"’usfs"’(lt(f)+r/)

avec les propriétés souhaitées.
OJ

Notons que dans les exemples précédents, les quotients u; et le reste » ne sont pas uniques.
IIs dépendent du choix de la suite des divisions effectuées.

IIL.5.3. Algorithme de division dans K[x|,...,x,].— La preuve du théoréme [III.11| corres-
pond a I’algorithme de division suivant

ENTREE : fi,....f,,f €K[x|,...,x,],
SORTIE : uy,...,u5,r € Klxy,...,x,] tels que
r =0 ou r est une somme de termes non divisibles par 1t (f1),...,1t(fy).
INITIALISATION : 4y =0, ... u;:=0, r:=0, p:=f;
TANT QUE : p # 0 FAIRE

i=1

div := faux

TANT QUE : (i <s) FAIRE

TANT QUE : (lt(f;) divise It (p) ) ALORS

o t(p)
Ui i=Uu; iﬁ%i)
=p- Wﬁ
div :=vrai
i=i+1
SI div = faux ALORS
ri=r+lt(p)
p:=p—Ilt(p)

Algorithme de la division des polynomes a plusieurs indéterminées.

Cet algorithme est constitué de deux parties principales :
— une étape de division, si 1t (f;) divise 1t(p) pour un i, ’algorithme procede a la division
comme dans le cas d’une seule indéterminée,

— une étape de reste, si It (f;) ne divise It (p) pour aucun i, 1’algorithme rajoute 1t (p) au reste.

Les divisions sont faites dans 1’ordre suivant : on commence par diviser au maximum par fi,
puis par fp, et ainsi de suite jusqu’a f;. Si au moins une réduction a été effectuée, on recom-
mence en divisant au maximum par f], puis f3, etc. Si aucune réduction n’a été effectuée, alors
on ne peut plus réduire le terme dominant de f, on le met de co6té et on réduit le terme suivant.
On procede ainsi de suite jusqu’a ce que tous les termes de f soient réduits. Il est a noter que
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ce choix est arbitraire ; on pourrait tout a fait convenir d’un autre choix qui donnerait alors, en
général, un résultat différent.

Le polyndme r obtenu par cet algorithme est appelé le reste de la division de f par f1,..., fs,

on note
f f]v"'??&‘ r‘

I11.5.4. Remarque sur la non unicité du reste— Contrairement a la division dans le cas
d’une seule indéterminée, le reste n’est pas unique, il dépend de I’ ordre des polynomes f1,. .., fs
dans 1’algorithme de division. En effet, reprenons le deuxieéme exemple avec f = x>y +xy> +y2,
fi=xy—1let f» =y>—1, avec I’ordre lexicographique associé a 1’ordre alphabétique y < x. On
a effectué la division de f par f; puis par f;

LI R | I N
soit

f ol +y+1.
Changeons I’ordre des diviseurs en prenant pour premier diviseur f5 :
X%y +xy? +y?y? —1
x> —x X
x2y —|—y2 +x

v —1 1
X2y 4x +1

On divise alors le reste obtenu par fi :

X%y +x +1{xy —1

x’y —x X
2x +1
On a ainsi
Py+xy+y = (@) y— D+ @+ 1) = 1) +2x+ 1.
Soit
202 2 2.2 fi
f—xy+y +x—=xy+x+1—2x+1
et donc
RN

Le reste obtenu par ce chemin de réduction n’est pas le méme. Cet exemple illustre que
I’ordre des polyndmes f, ..., f; dans I’algorithme de division a une influence sur le reste r et les
polyndmes uy, ..., us. Ce point est une obstruction a la résolution du probleme de 1’appartenance
a un idéal. En effet, si apres la division de f par fi,..., f;, on obtient un reste nul, i.e.,

f=ufi+.. Fufs,
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alors f €I ={(f1,...,fs).Ona

si ffl’%f‘v 0, alors fel.

Cependant, la réciproque n’est pas vraie comme le montre 1I’exemple suivant.

II1.5.5. Exemple.— Soient f = xy? — x et I I’idéal de K[x, y] engendré par les polyndmes f; =
xy+letfr=y>—1.0na

xy* —x=y(y+1) 400" — 1)+ (—x—y),
soit .
f% —X—).
Mais si on considere ’ordre f5, fi, on a

xy? —x=x(y* = 1) +0(xy+ 1) +0,

ainsi
o,

par suite f € I. C’est ainsi que I’on peut avoir f € I sans que f se réduise a 0 par un ensemble de
polyndmes qui engendrent /. L’algorithme de division que nous venons de construire présente
sur ce point une difficulté. Pour remédier a cela, I’objectif est de construire un « bon » ensemble
de générateurs pour I’idéal /. C’est-a-dire un ensemble de générateurs G de 1’idéal I, pour lequel
le reste de la division par G est unique, peu importe 1’ordre utilisé sur les diviseurs g1,82,...,8;
avec G ={g1,...,8:} , et que ’on ait ainsi

fel si etseulementsi, f*2% 0.

L’existence d’un ensemble de générateur satisfaisant cette propriété fera 1’objet du prochain
chapitre et un algorithme de construction d’un tel ensemble du chapitre suivant .

Exercice 74.— Soit f = x’y? +x’y?> —y + 1 un polynéme de K[x,y] et soient f; = xy*> — x

et fr =x—y.

1. Calculer le reste de la division de f par fi, f> en utilisant 1’ordre lexicographique et 1’ordre
lexicographique gradué.

2. Méme question avec les diviseurs dans I’ordre f>, fi.

Exercice 75.— Soient f = xy*z> +xy —vyz, fi =x—y%, for =y—2°, f3 = z> — 1. En utilisant
I’ ordre lexicographique,

1. calculer le reste de la division de f par fi, f2, f3,
2. calculer le reste de la division de f par f3, f2, f1-

Exercice 76.— On étudie la division du polyndme f = x> — x>y — x?z 4 x par les polynomes

fi=xy—zeth=xy—1I.

1. En utilisant I’ordre lexicographique gradué, calculer le reste de la division de f par fi, f2,
puis par f2, fi.

2. Posons r =r| — rp. A-t-on r € (f1, f) ? Si oui, donner une décomposition r = u; fi + us f2,
sinon expliquer pourquoi ?

3. Calculer le reste de la division de r par f1, f>. Ce résultat était-il prévisible ?
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4. L’algorithme de la division donne-t-il une solution pour le probleme de 1’appartenance a
I'idéal (f1, f2)?

Exercice 77.— 1. En utilisant I’ordre lexicographique gradué, donner un élément g de I’idéal
(f1, ) = (207 —x,3x°y =y — 1) CRx,)]

dont le reste de la division par fi, f» est non nul.
2. Méme question avec 1’idéal

(fi. fo. 5. fa) = (XY — 2,0y — 2,097 — 1ay* —22) C Rfx,y,2).

§ 6 Division et réduction

I11.6.1. Exemple.— Soit f; = x> — 2xy € Q[x,y] muni de I’ordre lexicographique associé 2
y<x.

On peut interpréter la division d’un polyndéme de Q|x,y] par f; comme une réduction par fj.
La division de x> par f est de reste 2xy et en terme de réduction on a

X L 2xy.

Pour calculer le reste de la division de x* 4 3x3y par f|, on remplace Dans I’expression x* 4+ 3x°y,
les occurrences du terme x> par le terme 2xy :
x4 33y iR x(2xy) +3x%y iR x(2xy) +3(2xy)y = 2x*y + 6xy°.

Le polyndme 2x%y + 6xy” ne posséde pas de terme divisible par x> et correspond ainsi au reste
recherché.

II1.6.2. Réduction.— Soient f,g, & trois polyndmes de K[xy,...,x,], avec g non nul. On dit
que f se réduit en une étape en h modulo g et on note

f=5h,
si It(g) divise un terme non nul X de f et que
X
h=f———g.
It(g)

En particulier, un ordre monomial fixé, on a, pour tout polynéme f,

f
Ie(f) —=1t(f) - f-
Par exemple, si f = x>y> —x?y® + x, avec 1’ordre lexicographique gradué et y < x, on a

x3y2 i) x2y3 —X.

I11.6.3. Exemple.— Considérons les polyndmes f = 6x>y —x+y*+4y> — 1 et g = 2xy+y> de
Q[x,y], avec I’ordre lexicographique induit par y < x. On a It (g) = 2xy qui divise 6x>y, d’oti la
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réduction
f £ 3%y —x oyt -1
Si I’on considere 1’ordre lexicographique gradué avec y < x, alors It(g) = y? et on a la réduc-
tion
f LA 6x>y+y* —8xy —x—1.
Noter que, dans ce cas, la réduction ne porte ni sur le terme dominant de f qui vaut 6x>y, ni sur

le terme de plus haut degré divisible par y*. En général, on fera en premier la réduction sur le
terme de plus haut degré divisible par It (g) = y3, soit

56y —202+4y  —x—1.

I11.6.4. Définition.— Soient f,h des polyndmes de Klxi,...,x,| et F = {f},...,f;} une fa-
mille de polyndmes non nuls de K[xi,...,x,]. On dit que f se réduit en h modulo F et on
note

f=h,

s’il existe une suite de réductions en une étape

fiy fiy fis
f—h —=hy— ... hj , —h,

ou fi, € Feth; € K[xy,...,x).

I11.6.5. Exemple.— Soient fi = x’y —y et f» = x*> +xy des polyndmes de Q[x,y], avec 1’ordre

lexicographique associé 4 y < x. On a donc en particulier x*y A y et x? £> Xy.

Soit F = {f1, o} et f = x>y*> +y. Alors,

xy? +y

/
3
+y -y +Yy
\ /
)

—x%y3 +y

T

ot +y

f — x3y2

soit
By 4y 0?4y,
By +y 5~y tyet
By +y oy,

ce qui correspond aux 3 réductions sous formes normales de f modulo F.

I11.6.6. Formes normales.— Un polyndme r est dit en forme normale par rapport a un en-
semble F = {f1,...,fs} de polyndmes non nuls, si » = 0 ou si aucun des termes de r n’est
divisible par It (f;), pour i € [1,s]. On dit aussi que le polyndme r ne peut pas étre réduit mo-
dulo F.
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II1.6.7. Remarque.— Dans le cas de 1’algorithme de division présenté dans la partie précé-
dente, on choisit un ordre pour les polyndmes fi, ..., f;. Une réduction sous forme normale d’un
polyndme modulo F correspond également a une division par les polyndomes de F', mais sans

, . .. . . . F
fixer d’ordre sur le choix des diviseurs successifs. Par exemple, la réduction x>y> +y — —y3 +y

en [[I1.6.5[ ne correspond ni a la division par fi, f» (x3y2 +y M xy? + y) , ni a la division par
Jauf)
fs fi (x3y2 +y ==yt +y)-

A ., F . )
Pour un polynéme non nul f de Klxj,...,x,], si f — r, ol r est en forme normale relative-
ment & F, alors il existe des quotients uy,...,us dans K[xi,...,x,] tels que

f=wh+.. . Fusfs+r

est une décomposition de f satisfaisant les propriétés du théoreme [[IL.11| : multideg(u; f;) <
multideg( f) pour tout u; # 0. En particulier, si f 5 0alors felfi,.. . fs)-
Réciproquement, par I’algorithme de division par fi,..., f;, il existe toujours un polyndome r

N F
en forme normale par rapport a F tel que f — r.

Exercice 78.— Reprendre 1’exemple |I11.6.5| avec 1’ordre lexicographique associé a y > x et
déterminer pour cet ordre les réductions de f modulo F sous forme normale.

I11.6.8. Confluence.— Soit F = {f,..., fs} un ensemble de polyndmes non nuls de K[xy, ..., x,].
On dit qu’une paire de réductions sur un méme polyndme f modulo F

f
7N
hi hy
est confluente s’1l existe un couple de réductions vers un méme polyndme
f
N
hy hy
N
h

. P F . . o
La relation de réduction — est dite confluente si toute paire 1’est.

On verra que cette derniere propriété caractérise le fait d’étre une bonne base.

I11.6.9. Exemple.— Reprenons le premier exemple [IIL.5.1] Soient f = xy>+ 1, fi =xy+ 1 et
f» = y+1 trois polyndmes de Q|x,y], avec ’ordre lexicographique induit par y < x et posons

F:{flvfz}‘ Ona
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I=y
xy?+1 2
fx; /
—xy+1 x+1
2
La paire de réductions
xy?+1

/ K
1—y —xy+1

est confluente, par contre la paire de réductions

xy?+1
/ K
2 x+1
. . . F_
ne I’est pas. La relation de réduction — n’est donc pas confluente.

Exercice 79.— Soit F = {f},..., fs} un ensemble de polyndmes non nuls de K[x,...,x,].

. P F . . n
Montrer que relation de réduction — est confluente si, et seulement si, tout polynéome f de
K[x,...,x,] a une unique réduction sous forme normale modulo F.

Exercice 80. — Soient fi = x’y —yz, f» = xy* — 2% et f3 = xz — y des polyndmes de R]x,y, 7],
avec I’ordre lexicographique associé a z < y < x. Montrer que pour F = {f1, f>, f3}, la relation

p . Foo,
de réduction — n’est pas confluente.
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Dans ce chapitre, on considére un anneau de polynomes K|[xy, ..., x,| et on munit .Z[x1,...,x,]

d’un ordre monomial.

§ 1 Les idéaux monomiaux

IV.1.1. Définition.— Un idéal I de K|[xy,...,x,] est dit monomial, s’il existe une partic A de
N", éventuellement infinie, telle que / soit constitué de tous les polyndmes s’exprimant comme
somme finie de la forme

Z hox?,

aEA

ol les /¢ sont des polynomes de K[xj, ..., x,].
Autrement dit, un idéal / est monomial s’il est engendré par des mondmes, i.e. s’il existe une
partie A de N", telle que
I=x%|acA).

IV.1.2. Exemples.— L’idéal I = (x*y? x*y* x?)°) est un idéal monomial de K[x,y]. L'idéal
I = (x —y) n’est pas monomial.

IV.1 Proposition.— Soit / = (x* | & € A) un idéal monomial. Un monome x# est dans I
si, et seulement si, xP est divisible par x%*, pour un o € A.
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Preuve. Si xP est divisible par un mondme x%, o € A, alors, il existe un polyndme & de
K[xi, ..., x,], tel que xP = hx®, d’ ot xP € 1.

Supposons que xP soit un mondme de I. Il existe alors une décomposition
xﬁ = ha(l)xa(l) +...+ ha(s)x(x(s),

ol hig(j) € Klxy,...,x,] et a(i) € A. En développant chaque polyndme /;), le terme de droite
se décompose en une combinaison linéaire de mondmes, et chaque mondme est divisible par un
x%()_ Par suite, xB est divisible par un x@)

IV.2 Proposition. — Soit / un idéal monomial et soit f un polynéme de K|xj,...,x,]. Les
assertions suivantes sont équivalentes
i) fel,

ii) tout terme de f est dans /,

iii) f est une combinaison linéaire de monomes de /.

Preuve. Supposons que I = (x* | a € A). Les implications iii) = ii) = i) sont immédiates. Si
f €1, alors

f = ha(l)xa(l) +...+ I’la(s)xa(s),
ol les Ay € K[xy, ..., x,] et (i) € A. En décomposant chaque polyndme /,(;) en combinaison

linéaire de monomes, on obtient iii). [

On en déduit que deux idéaux monomiaux sont égaux, si et seulement si, ils contiennent les
mémes mondmes.

IV.1.3. Le lemme de Dickson.— Le résultat suivant est important dans la suite, car il nous
permettra de montrer que tout idéal de K|[xy,...,x,]| posséde une base finie.

IV.3 Théoreme (lemme de Dickson).— Soit / = (x* |« € A) un idéal monomial de
K[xy,...,x,]. Alors, il existe ot(1),...,a(s) € A tels que

1= <xa(1),...,xa(s)>.

En d’autres termes, tout idéal monomial possede une base finie.

Exercice 81.— Montrer le lemme de Dickson pour les idéaux monomiaux de K[x].

Preuve. (Idée!) On proceéde par récurrence sur n. Pour le cas n = 1, voir|lIL.3.1| On suppose le
théoreme vrai au rang n — 1. On considere alors I’anneau des polyndmes a n indéterminées, que

I’on notera K|[xj,...,x,_1,y]. Les mondmes en les indéterminées xi,...,x,_1,y, s’écrivent sous
la forme x*y™, avec @ = (a,...,0,_1) € N""letm € N.
Supposons que / soit un idéal monomial de K[xy,...,x,_1,y]. Considérons I’'idéal J de K|xj,...,x,_1]

engendré par les mondmes x%, pour lesquels il existe m (dépendant de ) tel que x*y™ € I.
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Comme J est un idéal monomial de K|xj,...,x,_1], d’aprés I’hypotheése de récurrence, il existe
a(l),...,a(s) € N, tels que
J= <xa(1),...,x°‘(s)>.

Par construction de J, pour tout i € [1,s], il existe m; € N tel que x*y™ ¢ I. Soit m =
max{m; | i € [1,s]}. Pour tout entier k € [0,m — 1], on définit I’idéal J; de K[xi,...,x,_]
engendré par les mondmes xB, tels que xByker. D’apres I’hypothese de récurrence, J; admet

une base finie :
Jo= (x 0, gm0,

On montre alors (exercice !) que I'idéal I est engendré par les mondmes suivants

a(l)ym,...,xa(s)ym el

xao(l)jn_’xOCo(So) el
ou(1)

X

@My by e

xam_l(l)ym—l’ L ,xa’”‘l(sm‘l)ym_l c 1

Reste a montrer que cet ensemble fini de générateurs peut €tre choisi a partir d’un ensemble de
générateurs de I’idéal. Ceci est une conséquence de la proposition [[V.1] (exercice !). [

§ 2 Le théoreme de la base de Hilbert

IV.2.1. L’idéal des termes dominants.— Soit / un idéal non nul de K[xy,...,x,]. On note 1t (/)
I’ensemble des termes dominants des éléments de [ :

() ={le(f) | fel}.

On note (1t (7)) I’idéal engendré par les éléments de 1t (7), on ’appelle I’idéal des termes domi-
nants de I. (L'idéal des termes dominants dépend de I’ordre monomial considéré.)

IV.2.2. Remarque.— Supposons que I = (f},..., fs), pour tout i € [1,s], on a

It(f;) elt(r) C (t(1)),

par suite
<lt(fl)7" : 71t(fs)> - <1t(1)> :

Il est cependant possible que cette inclusion soit stricte, comme I’illustre I’exemple suivant.

IV.2.3. Exemple.— On fixe ’ordre lexicographique sur les monomes de R[x,y|, avec y < x.
Soient I = (fi, f>) Iidéal de R[x,y] engendré par les polynomes f; = xy+1 et fr = y* — 1.
Considérons le polynéme f = xy*> —x, on a

Xy —x=y(y+ 1) +0(> — 1)+ (=x—),
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et
xy? —x=x(y* —1)+0(xy+1) +0.

La seconde équation montre que f € I et d’apres la premiere équation, on a
—x—y=f-yhel
Ainsix+y e letlt(x+y) =xe€ (It(I)). Or
x g (t(f1),1t(f)) = (xy,y%),
car x n’est pas divisible par xy ou y*. L’inclusion
(Ie(f1),1t(f2)) € (1e(D)),

est ainsi stricte.

IV.4 Proposition. — Soit / un idéal de K[x,...,x,] différent de I'idéal {0}. Alors
i) I’idéal (It(7)) est monomial,

ii) il existe des polyndmes gi,...,g; € I, tels que (It(I)) = (1t(g1),...,1t(g)).

Preuve. Montrons i). Considérons I’'idéal engendré par les mondmes dominants des polynome
non nul de /,

(Im(g) [ g € I—{0}).

On alt(g) =lc(g)lm(g), ainsi Im(g) et 1t(g) ne different que d’un facteur multiplicatif prés de
K, par suite

(Im(g) [g € I—{0}) = (It(g) [ g € 1—-{0}),
Or (It(1)) = (It(g) | g € I—{0}), d’on
(It()) = (Im(g) | g € 1—{0})
et (It(1)) est un idéal monomial.

Montrons ii). Comme (1t (1)) = (Im(g) | g € I — {0}), d’apres le lemme de Dickson, théoréme
IV.3] il existe des polynomes g1, ..., g; tels que

(1t(I)) = (Im(gy),...,Im(g;))

comme, pour tout i, Im(g;) et 1t(g;) ne different que d’un facteur multiplicatif prés de K, par

suite
(1t(1)) = (It (g1),---,1t(g)) -
O

Exercice 82. — Soit / I’idéal de R[x, y, z] engendré par les trois polyndmes

g1=x"—xz+y, g=xy—2%, g=x—yi".
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En utilisant I’ordre lexicographique, donner un polyndme g de [ tel que

lt(g) & (1t(g1),1t(g2),1t(g3)) -

Exercice 83. — On considere les idéaux étudiés dans les exercices [76| et [77 du chapitre précé-
dent :

1. I={fi,f>) CR[x,y,z] avec fi =x*y —zet fr =xy— 1.
2. I=(f1,f2) CRlx,y] avec fi =2xy* —x, o =3x}y —y— 1.
3. I={f1, /5 f1) CR[x,y,7) avec fi =xy? —z, r =2y —z, 3 =y} — 1, fy =x}y* -2z

En utilisant I’ordre lexicographique gradué, dans chaque cas, montrer que I’idéal (It(7)) est
strictement plus grand que I’idéal engendré par les termes It ( f;).

IV.2.4. Le théoréme de la base de Hilbert.— De la proposition et de I’algorithme de
division, nous montrons que tout idéal de K|[xj,...,x,] est engendré par un nombre fini de
polyndmes.

IV.5 Théoreme (Théoréme de la base de Hilbert). — Tout idéal / de K|xj,...,x,] pos-

sede un nombre fini de générateurs, i.e., il existe des polynomes gi,...,g; de I, tels que
I={g1,...,8&)-
Autrement dit, tout idéal de K[x,...,x,] posséde une base finie.

Preuve. Fixons un ordre monomial sur .# (xj,...,x,). Si I est I’idéal nul, on peut prendre 0

comme générateur : [ = {0} = (0). Supposons I non nul, alors il contient au moins un polynéme
non nul. D’apres la proposition ii), il existe des polyndmes g1,...,g; de I tels que

(1t(1)) = (It (g1) .., 1t(gr))-
Montrons que I = (g1, ...,g;). Comme g1,...,g; € I, Uinclusion (gy,...,g;) C I estimmédiate.

Inversement, soit f un polyndme de I et G ={gy,...,g }. L’algorithme de division par gy, ..., g

. . G s n g . .
donne une réduction f — r de f modulo G sous forme normale, c’est-a-dire une décomposi-
tion

f=mgi+...twg+r
ol uy,...,u:,rsont des polyndémes de K[xi,...,x,], tels que r = 0 ou r est une somme de termes
non divisibles par 1t(g;),...,lt(g;). Montrons que r =0. On a

r=f—ugr—...—ug €1l

Sir #0, alors
It(r) € (It(1)) = (It(g1),---,1t(gr)) -

D’apres la proposition [IV.1} 1t (r) est alors divisible par un 1t(g;), ce qui contredit la propriété
de r. Par suite, r=0eton a

f=wmg+... +ug €(g1,--,8)-

Ainsi I C (g1,...,&:), qui termine la preuve. [
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IV.2.5. Suites croissantes d’idéaux.— Voici une premiere application du théoréme de la base
de Hilbert.

IV.6 Théoreme (Propriété des suites croissantes d’idéaux). — Si
LCLCLKLC..CLC...
est une suite croissante d’idéaux de K[xy,...,x,], alors il existe un rang N > 1 tel que

INn=Iyt1=Iny2=...

Exercice 84 (preuve du théoréme [IV.6). — Considérons une suite croissante d’idéaux de K[xy, ..., x,] :

LChChC...

1. Montrer que I = U I; est un idéal de Klxy,...,x,].
i=1

2. En déduire le théoréeme

I1V.2.6. Ensemble algébrique affine d’un idéal.— Voici une autre application, de nature géo-
métrique, du théoreme de la base de Hilbert.
Soit I un idéal de K[xy,...,x,]. On note V(I) le sous-ensemble de K" défini par

V() =A{(a1,...,an) €K" | f(a1,...,a,) =0, pour tout f € I}.

Du théoréme de la base de Hilbert, on déduit

IV.7 Proposition.— Pour tout idéal I de K|xj,...,x,], V(I) est un ensemble algébrique
affine. En particulier, si I = (f1,..., f;), alors V(I) = V(fi,..., fs).

Exercice 85.— Montrer la proposition [[V.7

§ 3 Les bases de Grobner

La base {g1,...,8: } obtenue dans le théoréme de la base de Hilbert, théoreme vérifie
(It(1)y = (It(g1),...,1t(g)). Comme nous avons vu avec I’exemple [[V.2.3] toutes les bases ne
satisfont pas a cette propriété.

IV.3.1. Définition.— Un ordre monomial étant fixé, un sous-ensemble fini G = {gi,...,8:}
d’un idéal I est appelé base de Grobner (ou base standard) si

(t(gr),....1t(g)) = (1t (1))
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IV.3.2. Remarque.— Un sous-ensemble fini G = {g;,...,g/} d’un idéal I est une base de
Grobner si, et seulement si, le terme dominant de tout élément de [ est divisible par un des

It(g:).

Exercice 86.— V¢rifier la remarque|[[V.3.2

IV.3.3. Exemple.— On fixe ’ordre lexicographique sur les mondomes de R|[x,y] avec 1’ordre
alphabétique y < x. Soient I = (f}, f») I'idéal de R|x,y] engendré par les polyndmes f; = xy+ 1
et f» =y*>—1. On a vu dans I’exemple [[V.2.3| que I’inclusion

(t(f1),1t(f2)) < (Ie(D)),

est stricte, par suite { f1, f»} n’est pas une base de Grobner de 1.

IV.3.4. Exemple.— On fixe ’ordre lexicographique sur les mondomes de R|x,y] avec 1’ordre
alphabétique y < x. Soient I = (f1, f») I'idéal de R|x, y] engendré par les polyndmes f; = xy+ 1
et f» = y-+ 1. Montrons que {f}, f>} n’est pas une base de Grébner de I. Le polyndme f =
xy?> — 1 a deux décompositions

f=00y+1)+(xy—x)(y+1)+(x—1)
f=0cy+1)+(=1)(y+1)+0.

D’apres la deuxieme équation, f € I, d’ou d’apres la premiere équationx— 1 € Jetx=1t(x — 1) €
1t(1). Or x ¢ (xy,y), car ni xy, ni y ne divisent x. On en déduit que I’inclusion

<1t(f1)71t(f2)> C <1t(1)>7

est stricte, { f1, f>} n’est donc pas une base de Grobner de 1.

IV.3.5. Exemple.— Considérons les polyndmes g; = z+x et go =y —x de Q[x,y,z]. On utilise
I’ordre lexicographique sur Q[x,y, z] avec x < y < z. Montrons que G = {g1,g>} est une base de
Grobner de 1’idéal I = (g1, g2). Supposons le contraire, ¢’est-a-dire qu’il existe f € I, tel que

1t(f) & (lt(g1),1t(g2)) = (z,) -

Alors z ne divise pas 1t (f) et y ne divise pas It(f). En raison de 1’ordre lexicographique, z et y
n’apparaissent pas non plus dans les autres termes de f. Par suite, f est un polyndome en la seule
indéterminée x. Par ailleurs, on a

f=m(z+x)+h(y—x),
avec hy,hy € Q[x,y,z]. On a alors pour tous a,c € Q,
fla,a,c) =hi(a,a,c)(a+c).

Comme @Q est infini et y n’apparait pas dans les termes de f, on en déduit que f = h;(x,x,z)(x+
7). Par suite 7+ x divise f, qui est contradictoire avec le fait que f est d’une seule indéterminée
x. Ainsi, G est une base de Grobner de 1.

IV.3.6. Exemple.— Considérons les polyndmes g; = x — y’w, g0 =y —zw, g3 = 72— w> et
g4 = w> —w de Qlx,y,z,w]. On considere ’ordre lexicographique avec 1’ordre alphabétique
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w < z <y < x. Montrons que G = {g1,82,83,84} est une base de Grobner de I'idéal I =
(21,82,83,84)- On procéde comme dans I’exemple précédent. Supposons le contraire, soit qu’il
existe un polynome f € I tel que

It(f) & (It(g1).1t(g2),1t(g3),1t(g4)) = (x,y,2,w”).

Par suite, f est un polynome d’une seule indéterminée w tel que 1t ( f) n’est pas divisible par w”.

Comme f € I, on a une décomposition
f=hi(x—y*w)+hy(y —zw) + h3(z—w) + hy(w® —w).
Alors pour tout a € Q, on a

f(ag,a4,a3,a) = h4(ag,a4,a3’,a)(a3 —a).

Comme x, y et z n’apparaissent pas dans f et comme Q est infini, on obtient f = 4 (w”, w*, w3, w)(w? —

w). Par suite, w? — w divise f, ce qui est contradictoire avec le fait que w* ne divise par It (f).
Ainsi G est une base de Grobner de /.

IV.8 Proposition. — Un ordre monomial étant fixé, tout idéal non nul de K|[xy,...,x,] pos-
sede une base de Grobner. De plus, tout base de Grobner d’un idéal forme une base de cet
idéal.

Preuve. Soit I un idéal non nul de K[xy,...,x,]. Soit G = {gj,...,&} un ensemble de poly-
ndmes comme construit dans la preuve du théoreme de la base de Hilbert, théoreme Par
construction, ¢’est une base de Grobner.

Pour la seconde assertion, si gip,...,gs sont des polyndomes de [ vérifiant
(t(I)) =(t(g1),...,1t(g)), toujours d’apres la preuve du théoreme[IV.5 I = (g1, ...,8). Cest
donc une base de 1. [

Exercice 87.— On utilise I’ordre lexicographique gradué avec 1’ordre alphabétique z < y < x.
Soit I = (f1, f2, f3) I'idéal de R|x,y,z] engendré par les polynomes

fi=x =2, Hp=xY -1, f=x -2z

L’ensemble { f1, f2, f3} forme-t-il une base de Grébner pour  ?

Exercice 88.— On utilise I’ordre lexicographique avec 1’ordre alphabétique z < y < x. Soit
I = (f1, f>) I'idéal de R|x,y,z] engendré par les polyndomes

fi=x—2%, fHh=y-2.

L’ensemble { f1, f2} forme-t-il une base de Grébner pour I ?



CHAPITREIV. LES BASES DE GROBNER

§ 4 Premieres propriétés des bases de Grobner

IV.9 Proposition.— Soit / un idéal de Klxj,...,x,] et soit G = {g1,...,8;} une base de
Grobner de I. Soit f un polyndme de Klxi,...,x,]. Il existe un unique r € K[xy,...,x,] qui
satisfait aux deux assertions suivantes :

i) aucun des termes de r n’est divisible par I'un des 1t (g;),...,It(g),
ii) ilexiste g€ I, telque f =g—+r.

En particulier, r est le reste de la division de f par G, peu importe I’ordre utilisé sur les
éléments de G pendant la division. De plus, le polyndme r est I’unique réduction sous forme
normale du polyndme f modulo G, on I’appelle également la forme normale de f modulo
G.

Preuve. Le théoreme qui s’obtient par division de f par gi,...,&;, montre I’existence
d’un tel polyndme r sous forme normale par rapport a G.

Montrons 1’unicité de r. Supposons qu’il existe r et ¥’ satisfaisant les deux assertions :
f=g+r=g+r.
Alors
r—r =g —gel
Ainsi, sir#r,ona
I (r—r') € (D) = (t(g1)....1t(g,)).

Par suite, It (r —r’) est divisible par un It (g;). Or, ceci est impossible puisque aucun terme de
r, ni de 7/, n’est divisible par 1t(g1),...,lt(g;). Par suite, r — r’ doit étre nul, ce qui montre
I’unicité.

Les deux dernieres assertions de la proposition sont une conséquence de 1’unicité de r. [

Attention, méme si le reste est unique, les quotients uy,...,u; peuvent étre différents d’une
décomposition a I’ autre.

Il suit de la proposition précédente que la donnée d’une base de Grobner permet de répondre
au probleme de I’appartenance a un idéal.

IV.10 Proposition.— Soient un idéal 7 de K|xy,...,x,] et une base G = {g,...,g} de I.
Si G est une base de Grobner de 1, alors pour tout polynéme f de Klxj,...,x,] ona

fel, sietseulementsi, f i ) si, et seulement si, f — 0.

On verra dans le chapitre suivant que c’est en fait une caractérisation des bases de Grobner.
On verra également que G est une base de Grobner, si, et seulement si, la relation de réduction
modulo G est confluente. On peut déja vérifier I'implication pour cette derniere assertion.
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IV4.1. Remarque.— Si G = {gj,...,g} est une base de Grobner de I’idéal (g1, ...,g;), alors

. G
la relation — est confluente.
Considérons une paire de réductions sur un méme polyndéme f modulo G

f
G G
hl/ \hz

) . . G
Soit rq et r; les formes normales de /; et hy, respectivement, modulo G. Mais alors f — r;

G ‘
et f — ry, donc r; = ry est également la forme normale de f modulo G.

f
N
h hy
S A
r=nm

Exercice 89.— Soit / un idéal de K[xy,...,x,] et G une base de Grébner de /. On note fG, le
reste de la division de f par G (ou forme normale de f modulo G).

1. Montrer que fG = gY si, et seulement si, f —g € 1.
2. Montrer que

—G

f+g =f+3°

3. Montrer que

—~G —G

fg = rog° .
Exercice 90.— Soient G et G’ deux bases de Grobner d’un idéal I de K[xy, . . ., x,], relativement
& un méme ordre monomial. Montrer que pour tout polynéme f de K[xy,...,x,], si f Gy ret

G . .
f —— 7, ou retr sont en forme normale respectivement pour G et G, alors r = r’.



CHAPITRE
V

L 'algorithme de Buchberger

Sommaire
1 Intr 11 1] 71
2. Les S-polynomes, les paires critiques et le critere de Buchberger| . . . . . 74
3.  Lalgorithmede Buchberger] . ... ................ ..., 81
4 B robner réduites| . . ... ... ... . 00 oo, 86
On fixe pour tout ce chapitre un ordre monomial sur . [xj,...,x,]|. On a vu dans le chapitre
précédent que tout idéal de K[xy,...,x,] posseéde une base finie avec de bonnes propriétés (base

de Grobner). L’objectif de ce chapitre est de donner un algorithme permettant de calculer une
base de Grobner d’un idéal a partir d’une famille génératrice finie de cet idéal.

§ 1 Introduction

Soit I = (fi,..., fs) unidéal de K[x,...,x,], on suppose que les polyndmes f; sont non nuls.
Rappelons que par définition, I’ensemble G = {f7, ..., f;} forme une base de Grobner si

(e(1)) = (Ie(fr),-- 1)) -
Tout polyndome f de I se décompose sous la forme
f=hmhfit+...+hfs,

ou les h; sont des polyndomes de Kl[xi,...,x,]. Une obstruction a étre une base de Gribner
apparait lorsque le terme dominant dans une telle décomposition n’est pas dans 1’'idéal engendré
par les 1t (f;), comme I’illustre I’exemple suivant.

V.1.1. Exemple.— Considérons I’idéal I = (fi, f>) de Rlx,y] avec f; = x> —2xy et fo = x%y —
2y? + x. Pour I’ordre lexicographique gradué, I’ensemble F = {f|, /»} n’est pas une base de
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Grobner. En effet, les termes dominants It (f;) = x> et 1t (f,) = x>y s’annulent dans I’expression
suivante :
Vi —xfr =y —2xy) —x(x}y —2y* +x) = —x* € L.

2 n’est pas divisible par 1t (f1) oult (f»), par suite, 1t (—x?)

Le terme dominant It (yf] —xf2) = —x
n’est pas dans I’idéal (It (f1),1t(f2)).

Pour former une base de Grobner de I a partir de I’ ensemble générateur {f, f>}, il faudrait
corriger cette obstruction en ajoutant le polyndme f3 = —x? a I’ensemble générateur. A ce stade,
rien ne nous assure que { f1, f2, f3} constitue une base de Grobner. Le polyndme f3 est-il source
de nouvelles obstructions ?

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de S-polynome et de paire critique associée per-
mettant de décrire et calculer ces obstructions. On présentera ensuite, I’algorithme de Buchber-
ger qui calcule une base de Grobner, par une méthode de complétion de 1I’ensemble générateur

par de nouveaux générateurs permettant de résoudre toutes les obstructions.

V.1.2. Paires critiques.— On peut comprendre aussi I’obstruction qu’il y a pour {fi, f>} de
former une base de Grobner de 1, en utilisant la notion de « paire critique ». Cette notion permet
de mettre en évidence les obstructions en utilisant la relation de réduction.

On a naturellement une réduction modulo f; = x> — 2xy de son terme dominant x> :

3f1 I oy,

De méme pour f5 :

X y£>2y2—x.

On appellera paire critique, ’interaction de deux telles réductions sur le ppem de x> et x?y :

/\

2xy —x?

2

Ajouter le polyndme f3 = x~, consiste a ajouter la réduction

2f30

et a rendre confluente cette paire critique :

/\

~—2xy? —x?

V.1.3. Exemple.— Soient fi = xy —y et f» = x — y* des polyndmes de Q[x,y], avec 1’ordre
lexicographique donné par y < x. Soit I I’'idéal engendré par F = {fi, f>}. On alt(f;) = xy et
1t (f>) = —x, dans I’expression suivante, ces deux termes dominants s’annulent :

fi=yfHr=(y—y)—y(x—y") =—y+y.
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Comme combinaison des polynémes f; et f>, le polyndme f3 = —y+y> est dans 1. On a ce-
pendant It (f3) = y non divisible par 1t (f1) et It (f>), donc F n’est pas une base de Grobner de
1. Le polyndme f3 forme ainsi une obstruction a ce que I’ensemble F soit une base de Grobner
pour /. On peut corriger cela en ajoutant le polyndome f3 a I’ensemble générateur F'. On cherche
alors les obstructions a ce que I’ensemble F’ = { f1, f2, f3} soit une base de Grobner pour 1.

Interprétons ces obstructions en terme de paires critiques. On considere les deux réductions

xy£>y, x£>y2.

Xy
7 V
y y3
Cette paire critique est confluente lorsque 1’on ajoute f3 =y> —y:
Xy
. 3
Y VE! Y
Avec la réduction y? £> y, il apparait une nouvelle paire critique entre les réductions provenant

de fiet f3:
xy?
N
Y’ Xy
Cette paire critique s’avere €tre déja confluente
xy?
N
Y’ Xy
y

De méme la paire critique associée a f> et f3 est confluente :

Il apparait une paire critique

3

Xy
7N
¥ Xy
J%J/ lfl
y3 f3 y

Toutes les paires critiques sont alors confluentes. Nous allons voir que cela suffit a montrer
que {f1, f>, f3} forme une base de Gribner de /.
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§ 2 Les S-polynomes, les paires critiques et le critere de

Buchberger
V.2.1. Plus petit commun multiple— Soient f et g deux polynémes non nuls de K[xj, ..., x,].
Le plus petit commun multiple (ppcm) des polyndmes f et g, noté ppcm(f,g), est ’unique
polynéme m de K|xy,...,x,] vérifiant les trois assertions suivantes
i) f divise m et g divise m,
ii) si f et g divisent un polyndme A de Kl[xi,...,x,]|, alors m divise A,

iii) Ic(m) = 1.

L’existence du ppcm sera admise. Dans le cas particulier de mondmes, cette existence est im-
médiate.

V.2.2. Les S-polyndmes.— Soient f et g des polyndmes non nuls de K[xj,...,x,]. Notons
o = multideg(f) et B = multideg(g). Le ppcm de Im(f) et Im(g) est le mondme

x¥ = ppem(Im(f),Im(g)),

oY= (,..-,%), avec ¥ = max(a;, ), pour tout i € [1,n].
On appelle S-polynome de f et g le polyndme

S(f.8) = -
8) =~ T8
It(f)”  1t(g)
V.2.3. Remarque.— Etant donnés deux polynémes non nuls f et g de Kxi,...,x,], et x¥ =

ppem(Ilm(f),1lm(g)), alors
multideg(S(f,g)) < 7.

V.2.4. Les paires critiques.— En terme de réductions, la notion de S-polyndme s’interprete
comme un couple de réductions qui « chevauchent » sur un méme mondme. On appelle paire
critique associée a deux polynOmes non nuls f et g (ou paire critique associée au S-polyndome
S(f,2)), le couple de réductions modulo f et g de x¥ = ppcm(Im(f),Im(g)) :

xV

=S =i 8

V.2.5. Exemple.— Considérons les polyndmes
f=y =y +x, g=3ty 4y

de R[x,y] avec I’ordre lexicographique gradué et y < x. Alors Im(f) = x°y? et Im(g) = x*y et

ppem(Im(f),Im(g)) = x*y*.
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D’ou

4.2 4.2
Xy Xy
S(fvg): f_ 8,

x3y2 3x4y
1
——xf—-gyg,

1

N T N B S N §y3,
1

SN S §y3_

En terme de paires critiques, avec les réductions

x3y2 i> x2y3 —X, 3x4y LN —y2

on a la paire critique

x4y2

PN
x3y3 — 52 —leS

Cet exemple illustre que les S-polyndmes annulent les termes dominants dans les combinaisons
de générateurs.

Exercice 91.— En considérant I’ordre lexicographique, Calculer le S-polynéme S(f,g) dans
les cas suivants

1. f=4x’z2—T7y?, g = xyz*> + 3x2*,
2. f=x*y—22 g=3x%—y,

3. f=x"y2z+2xyz, g = 2x7y* 2+ 4,
4. f=xy+7},g=7"-3z

Exercice 92. — Etant donnés deux polyndmes f et g de K[xy,...,x,], le S-polynome S(f,g)
dépend-t-il de I’ordre monomial ? Illustrer a I’aide d’un exemple.

Exercice 93. — Montrer la remarque

Exercice 94.— Soient f et g deux polyndmes de K[xy,...,x,].

5.9 =5 ({7771 )

1. Vérifier que

2. Montrer que si It (f) divise It(g), alors

(f.8) = {f,S(f,8))

Le résultat suivant montre que toute élimination de termes dominants entre des polyndmes
qui ont le méme multidegré peut s’exprimer en terme de S-polyndmes.
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V.1 Proposition. — Soit une combinaison linéaire

f:C1f1—|—...+Csfs, CiEK7

telle que, pour tout i € [[1,s], multideg(f;) = 6 € N". Si multideg(f) < J, alors

i) f est une combinaison linéaire a coefficients dans K de S-polynémes S(fi, fi), pour
i,kel,s];

ii) de plus, pour tous i,k € [1,s], la paire critique associée a (f;, fx) est de la forme

x5
27N
5 _h 5 _f
TR T e

et, en particulier, multideg (S(f;, fx)) < 8.

Preuve. Pour tout i € [lL,s], on a Ic(cifi) = cile(fi) et

multideg(c;f;) = multideg(f;) = 6. Or, par hypothése multideg(ci f + ...+ ¢sfs) < 8, donc
nécessairement

cile(f1)+...+cle(fs) =0. (V.1)
On a

=clc fl—f2 cile alC f2_f3
=l (fl) (lc(fl) lc(fz)) +( 11 (f1)+ 2l (f2)) <1C(f2) lC(fg))

Fo (erle(f) + .+ estle(fim)) (m{}sll) - lc{}s))
+ (crle(fi) + ... -l—cslc(fs))lc{}s).

Avec I’équation (V-I), on obtient

e h h e ol Lo f
Lafi=el (f”(lcm) 10(fz)>+(11 Vi) e (fz))<16(fz) 1c<f3>> (V2

+ .o (erle(fi) +- o esmile(fi-1)) (lc{}sll) a 10{;%)) '

Par ailleurs, pour tout i € [1,s], 1t (f;) = lc(f;)x%. Il suit que, pour tous j,k € [1,s],

ppem(Im(f;), Im(fi)) = x°,
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x°
2N
¥ —

s fi Sx
() 1e()
et
i Jr
S(f i) = o —
T RETA
L’équation (V.2) s’écrit alors
N
Y cifi = cile(f1)S(f1, f2) + (cile(f1) + eale(£2))S(f2, f3) (V.3)
i=1
.ot (ele(fi) +- o Fes—1le(fs-1))S (fi-1, 5)-
0
V.2 Proposition. — Soient f et g deux polyndomes non nuls de Kix,...,x,| et F =
{f1,--.,fs} un ensemble de polyndmes non nuls contenant f et g. Soit o, € N".

i) SiS(f,g) —— 0, alors S(x*f,xPg) - 0.

ii) Si la paire critique associée a (f,g) est confluente modulo F, alors celle associée a
S(x®f,xPg) I’est aussi.

iii) Si la paire critique associée a (f,g) est confluente modulo F, alors on a la décompo-
sition
S(f.8) =urfi+...+usfs

avec pour tout quotient u; # 0,
multideg(u;fi) <y

ol x¥ = ppem(Im(f),Im(g)).

Preuve. Notons que
x" = ppem(Im(f),1m(g))
divise
® = | Bl = Im(x*f),Im(xP
x® = ppem(x“Im(f), x"Im(g)) = ppem(Im(x*f), Im(x"g)).
Soit 1 € N” tel que x® = x*x7. Alors, on vérifie facilement que S(x*f,xPg) = x*S(f,g) et que
la paire critique associée & (x*f,xPg) correspond a la multiplication par x* de celle associée a

S(f,8):

X0 = xHx¥

TN
(= 255 f) (Y — )

On en déduit i) et ii).
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Pour iii), supposons que

/\
\/

Alors, il existe u},...,u, et uf, ... ul tels que
— x¥— lt(;,f—u]fl—l— —i—usfs—i—r
— xV— h(y) =ulfi+...+ufo+r,

— pour tout u} # 0, multideg(u; f;) < multideg <x7’ - % f) <7,

— pour tout u! # 0, multideg(u ;) < multideg (x7 lfg)é’) <7
D’ou,
x7 xV " /

S(f.g) = (xy—mg) - (x”—mf) =] —u)fi+.. . +W —u)f

avec pour tout (u) —u’) # 0,
multideg((u} — u}) f;) <

O

V.3 Théoreme (Critére de Buchberger).— Soit G ={g,..., g/} une base d’un idéal I de
K[x1,...,x,]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) G est une base de Grobner de [ ;

ii) pour tout couple (i, j), avec i # J,
G
S(gi,gj) — 0;

iii) pour tout couple (i, j), avec i # j, la paire critique associée a (g;,g;) est confluente.

Preuve. Si G est une base de Grobner de /, comme tout S-polyndme S(g;, g;) est dans I, d’apres

la proposition [IV.10, on a S(g;, g ;) 9, 0. De plus, la relation de réduction 9, est confluente
par la remarque|IV.4.1] et donc en particulier les paires critiques le sont.

Supposons réciproquement que 1’assertion ii) ou I’ assertion iii) est vérifiée. Soit G ={gy,..., g}
une base de /. Pour montrer que G est une base de Grobner de 7, il suffit de vérifier que

(1t(1)) = (It(g1),...,1t(g)) -

Considérons donc un polynéme non nul f € I et montrons que It(f) € (It(g1),...,1t(g;)). Il
existe une décomposition

f:h1g1+...+h[g[, (V4)
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ou les /; sont des polyndmes de K|xj,...,x,]. Posons

0 = max{multideg(h;g1), ... ,multideg(h,g;)}. (V.5)

D’apres la proposition [III.10} on a multideg(f) < §.
Il existe a priori plusieurs décompositions de f sous la forme (V.4)). Pour chaque décomposi-

tion, on a un § € N", comme défini en (V.5). On considere une décomposition de f telle que &
soit minimal ; il est possible de faire un tel choix du fait qu’un ordre monomial est un bon ordre.

Si multideg(f) = 0, ¢’est-a-dire, il existe un i € [1,¢], tel que multideg(f) = multideg(h;g;),
alors 1t (f) est divisible par It(g;). Par suite,

1t(f) e (It(g1),...,1t(g))

Reste & montrer que multideg(f) = &. Pour cela, procédons par I’absurde et supposons que
multideg(f) < 6. En posant m(i) = multideg(k;g;), on a une décomposition

=Y hgi+ Y hg

m(i)=8 m(i)<d
Soit
f=Y lh)gi+ Y (hi—lt(h))gi+ Y, higi (V.6)
m(i)=06 m(i)=0 m(i)<d

Or, si m(i) = 8, alors multideg((h; — 1t (h;))g;) < 0 et si m(i) < 8, alors multideg(h;g;) < O.
Les deux derniéres sommes dans (V.6) sont ainsi de multidegrés strictement inférieurs a §.
Comme par hypothese multideg(f) < 8, on a alors nécessairement

multideg( Z 1t(h,~)g,~> < 6.

m(i)=0

En posant, It (h;) = cix®) avec ¢; € K, on a

Y lt(h)gi= Y, cix*Wg;.

m(i)=8 m(i)=58

Comme pour tout i tel que m(i) = &, on a multideg(lt(h;) g;) = 8, la somme Y,,;)—s cix®g;
satisfait aux hypotheses de la proposition [V.1] cette somme se décompose alors en une combi-
naison linéaire a coefficients dans K de S-polynémes S(x*() g; x®*®) g, ) :

Y e ZC]kS g x*Wgp), V.7)
m(i)=5
ol Cjk € K.

Si S(g;,8xk) 90 pour tous j # k, alors on a également S(x“(j)gj,x“(k)gk) Y0 pour tous
J # k, par la proposition Comme ces derniers S-polyndmes sont de multidegrés strictement
inférieurs a 9, ils s’écrivent sous la forme

t
Sxg; x gy =Y g, (V.8)
i=1

tels que multideg(u;jxg;) < & pour tout u;j; # 0. Si toutes les paires critiques associées aux
S(gj,8x) sont confluentes, alors, par la proposition il en est de méme pour les paires cri-
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tiques associées aux S(x*)g;, x**®)g;) et ces derniers S-polyndmes se décomposent comme en

(V-3).
Dans les deux cas, on en déduit en utilisant les équations (V.6) et (V.7) que f admet une
décomposition de la forme

1
f= Z Ui8i
i=1

avec multideg(u;g;) < & pour tout u; # 0. Ceci contredit I’hypothése sur la minimalité de J, par
suite, multideg(f) = 8, ce qui termine la preuve du théoréeme. [J

On déduit de ce critere les caractérisations suivantes des bases de Grobner.

V.4 Théoréeme. — Soient / un idéal de Kxy,...,x,] et G={gj,...,g} un ensemble fini de
polyndmes. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) G est une base de Grébner de [

ii) pour tout polynéme f € I,
f €1, si, et seulement si, f -, 0;

. . . G
iii) 7= (gi,...,g/) etlarelation de réduction — est confluente.

Preuve. On a déja vu que i) implique ii) et iii) (proposition et remarque [[V.4.). Récipro-
quement, si on suppose ii), alors tous les polyndmes g; sont dans / et tous les polyndmes de / se
décomposent selon les g;, donc I = (g, ..., g). De plus, comme tous les S-polyndmes sont dans
(g1,..,&) =1, ils se réduisent en 0 modulo G. Ainsi G satisfait le critere de Buchberger (V.3).

Si on suppose iii), alors toutes les paires critiques sont confluentes et on conclut de méme par
le théoreme V.31 O

V.2.6. Remarque.— Pour la caractérisation iii), il est nécessaire de supposer que I = (g1, ...,8),
sinon G ne serait qu’une base de Grobner de (g1, .. .,g;) mais pas nécessairement de /.

V.2.7. Exemple.— Considérons I'idéal I = (fi, f>) de R[x,y,z] avec fi =y —z> et o =x—2°.
Alors G = {f1, f>} est une base de Grobner pour I’ordre lexicographique avec z < y < x. En
effet, on calcule de S-polynéme

X

S(i f) =0 =) =2 =2,

=xy —xz* —xy+yz’,

= —x7? +yz3,
ou ppem(Im(f1),Im(f>)) = ppem(y, x) = yx. Par ailleurs, la division de S(f1, f2) par G donne
S(fi,f2) =2 (y =) = (x—2°) +0.

Par suite S(f1, f2) 9, 0 et donc G est une base de Grébner d’apres le théoreme
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Exercice 95.— Montrer que I’ensemble G de I’exemple ne forme pas une base de Grob-
ner pour I’ordre lexicographique avec 1’ordre alphabétique x < y < z.

Exercice 96.— Montrer que {y —x%,z —x} n’est pas une base de Grébner pour 1’ordre lexi-
cographique induit par z < y < x.

Exercice 97.— L’ensemble {x2 — X0 = z} est-il une base de Grébner pour un ordre lexico-
graphique ?

FIGURE V.1.: Bruno Buchberger (1942-)

Bruno Buchberger est un mathématicien autrichien né en 1942. Il introduit la théo-
rie des bases de Grobner dans sa these soutenue en 1965. Il nomme ces bases ainsi
en ’honneur de son directeur de these Wolfgang Grobner. Il donne un algorithme,
appelé algorithme de Buchberger, qui calcule les bases de Grobner.

§ 3 L’algorithme de Buchberger

D’apres la proposition tout idéal non nul de K[xy,...,x,] admet une base de Grobner.
La preuve donnée n’est pas constructive ; elle n’indique pas le moyen de construire une base de
Grobner. L’algorithme de Buchberger construit une base de Grobner d’un idéal a partir d’une
base de cet idéal.

V.3.1. Exemple.— Considérons 1’idéal I = (f, f>) de Rlx,y] avec f; = x> — 2xy et fo = x?y —
2y? 4 x. Nous avons vu en que pour I’ordre lexicographique gradué, I’ensemble F =
{f1,f>} n’est pas une base de Grobner. On peut le montrer en utilisant le critere de Buchberger,
on calcule le S-polynéme

3 3
Xy Xy
S(flva): X3 (x3_2xy)_x2y(x2y_2y2+x)7

- —x2.

Comme —x? n’est pas divisible par It (f1) et 1t(f>), la forme normale de S(f1, f») est x>

S(fi, fo) = 22
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et d’apres le critere de Buchberger, F n’est pas une base de Grobner de /.

V.3.2. I’algorithme de Buchberger.— L’idée de Buchberger est de compléter la base F' de
I en résolvant toute les obstructions, pour obtenir une base de Grobner. Les relations rajoutées
doivent rester redondantes, cela revient a compléter avec des polyndmes de /. Dans I’exemple
I’obstruction a ce que { f1, f>} soit une base de Grobner est que le reste de la division

S(fi, o) 15 -2

est non nul. Comme S(f1, f>) = —x* € I, on peut inclure ce reste comme générateur et considérer
I’ensemble générateur F’ = {f1, f>, f3} avec f3 = —x. On a alors

S(fi.fo) 250

Testons le critere de Buchberger avec les nouveaux S-polyndmes S(f1, f3) et S(f2, f3)- On a

3 3 )
S(f1./3) = (x —20) = —5(=x7) =~ 2.
Donc
(fl ) f3) 2xy
On rajoute alors le polyndme f; = —2xy comme générateur et on considere I’ensemble [ =

{f1,/2, /3, f1}. On a alors

S(f1.5) 50, S(fi,fs) £ 0
On a

0 (6 —25) = 2 (L) = —2 =
(f17f4)——3(x - xy)_—ny(_ xy) = =2xy" =yfu.

Ainsi S(f1, f1) £ 0.0n

2
Xy Xy
S(aif3) = 2, (Y =2 ) = (=) = =27 +x.

On rajoute alors le polyndme fs = —2y? +x. En posant G = {f1, f2, f3, f4, f5}, on a

S(finfj) 250

pour tout i, j € [1,5]. D’apres le critére de Buchberger, G est une base de Grobner de 1.

V.5 Théoreme.— Soit I = (f1,..., f;) un idéal non nul de K[xy,...,x,], avec f; # 0, pour
i € [1,s]. L’algorithme de Buchberger construit une base de Grobner de I en un nombre fini
d’étapes.

Preuve. Montrons que I’algorithme termine. Par I’absurde, supposons que I’algorithme ne ter-
mine pas. Dans I’affectation G := GU{r}, I’ensemble G se construit progressivement par ajout
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de polynomes, on a ainsi une suite strictement croissante
G1CG GG &

Gi- N
avec G; := G;_ U{r}, oll r est un polynéme de I, tel que S(f,g) — r, oll f et g sont deux
polyndmes de G;_1. Le polyndme r est en forme normale relativement a la division par rapport
aGi_y,doult(r) ¢1t(G;_;). Par suite

1t(G) C1t(G2) C1t(G3) ©
forme une suite strictement croissante d’idéaux, qui est en contradiction avec la propriété des

suites croissantes d’idéaux de K[xj,...,x,], théoréme . Ainsi, I’algorithme termine.

Montrons que I’ensemble G obtenu est une base de Grobner de I. On a F C G C I, donc
G forme un ensemble de générateurs pour 1’idéal /. Par ailleurs, par construction, pour tous

gi,8x € G,onaS(gi,gxr) Y. D’apres le critere de Buchberger, G forme une base de Grobner
del. U

V.3.3. Algorithme de Buchberger.—

ENTREE : F = {fi,..., f;} une base de I, avec f; # 0, pour i € [1,s].
SORTIE : une base de Grébner G de I avec F C G.
INITIALISATION : G:=F
G ={{ifi} | 1<=i<j<=s}
TANT QUE : ¢ #0 FAIRE
prendre {f,g} €4
G =9 {{f,g}}

S(f,g) <, r, ol r est en forme normale
SI r+#0 ALORS
G :=9U{{f,r} | pourtout f € G}
G:=GU{r}

V.3.4. Exemple.— On exécute 1’algorithme de Buchberger sur les polyndmes f; = xy — x et
f>» = —y+x* de Q[x,y], en considérant I’ordre lexicographique avec x < y.

INITIALISATION : G :={f1,/~}. 9 := {{fi, >}
premiere passage de la boucle TANT QUE :

G =0

S(flvfz) ix3 -X

comme r # 0, on pose f3 :=x—x

G ={{f, s}, 3}}

G:= {f17f27f3}
second passage de la boucle TANT QUE :
¢ :={ff}}

S(fi,f3) -~ 0
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troisieme passage de la boucle TANT QUE :
G =0

G
S(f27f3) —0
Arrét de la boucle TANT QUE : , car 4 = 0.

D’apres le théoreme I’ensemble { f1, f2, f3} forme une base de Grobner de I’idéal I =
(f1,/2)-

V.3.5. Complétion des paires critiques.— On peut également compléter progressivement les
paires critiques associées aux S-polynomes et ainsi satisfaire le second critere. Reprenons la
construction de la base de Grébner dans I’exemple [V.3.1] On souhaite construire une base de
Grobner pour I'idéal I = (f1, f>) de R[x,y] avec fi = x> —2xy et fo = x’y — 2y* +x.
Etape 1. On fixe un ordre, par exemple 1’ordre lexicographique gradué.
Etape 2. On oriente les relations par rapport a cet ordre

x L) 2xy, xzy £) 2y2 —X.

Etape 3. On calcule les paires critiques. Ici, il n’y a qu’une paire critique formée par fj et f> :

/\

2xy? — x?

Etape 4. On rajoute la régle x? i> 0, pour obtenir un diagramme confluent :

/\

2xy —x?

Etape 5. On examine les nouvelles paires critiques :

SN L

2y? —x 0
Etape 6. Pour compléter ces diagrammes, on rajoute les régles
2xy ELN 0, 29* L s

Etape 7. On examine les nouvelles paires critiques

2x3y

2xy? 7 0 4y? —2x
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2x%y 2x%y?

AN >N

0 0 2y° —xy X’

2xy?
5N
2
0 f3 o

Il n’y a plus d’autre paire critique, par suite G = {f1, f2, f3, f4, f5} est une base de Grobner de
L.

Exercice 98. — Pour les idéaux suivants, construire une base de Grobner en utilisant 1’ordre
lexicographique, puis 1’ordre lexicographique gradué.

1. I:<x2y—1,xy2—x>,
2. I=(x®+yx*+2x%y+y*+3),
3.1={x—z"y-2").

V.3.6. Remarque.— En pratique, certaines paires critiques sont nécessairement confluentes et,
dans certaines situations, quand I’on complete la base par un polyndéme, on peut supprimer un
polyndme précédent. Ceci permet de diminuer le nombre de calculs. Pour cela, on utilisera les
propriétés suivantes :

V.6 Proposition.— Soit F = {f},...,fs} un ensemble de polyndmes non nuls de
K[xh' .. 7xn] (s >2).

i) Si ppcm(Im(f1),Im(f2)) = Im(f1)Im(f2) (c.a.d. si Im(f;) et Im(f>) sont premiers
entre eux), alors la paire critique associée a (f1, f>) est confluente modulo {fi, f>} et

S(flafZ) {fl—7f2>} 0.

ii) si Im(f2) divise Im(f;) et si & est un réduit sous forme normale de S(fi, f>) ou une
complétion de la paire critique associée modulo F', alors

<f17f27"'7f5> = <h7f27---7fs> .

Exercice 99.— 1. Montrer la proposition

2. On munit Q[x,y,z] de I’ordre lexicographique induit par x >y > z. Soient fj =xy—y—+z,
fr =x*yz+y* et I’idéal I = (fy, f>) de Qlx,y,z]. En utilisant la proposition [V.6, déterminer
une base de Grobner de / constituée de trois polyndmes.
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§ 4 Bases de Grobner réduites

Une fois calculée une base de Grobner a 1’aide de 1’algorithme de Buchberger (ou d’un autre

algorithme), on peut réduire cette base :

V.7 Proposition.— Un ordre monomial étant fixé, tout idéal non nul de K[xj,...,x,] pos-
sede une unique base de Grobner G telle que pour tout polyndme g € G est unitaire et est
sous forme normale par rapport 2 G\ {g}. On appelle cette base, base de Griobner réduite.

La preuve est laissée en exercice ci-dessous :

Exercice 100.— On fixe un ordre monomial et on considére un idéal 7 non nul de K[xy, ..., x,].

1.

2.
3.

6.

Montrer que I possede une base de Grobner Gy telle que le terme dominant d’aucun poly-
ndme de Gy ne divise le terme dominant d’un autre polyndéme de Gy.

Montrer que Gy est de taille minimale.

Montrer qu’il existe une base de Grobner réduite G| de /. (Indication : réduire sous forme
normale le polyndome de plus grand multidegré modulo les autres polyndomes de la base et
itérer.)

Décrire un algorithme qui prend en argument une base de Grobner d’un idéal et retourne une
base de Grobner réduite.

On suppose que G; = {f1,---,fu} et Go ={g1,...,gn} sont deux bases de Grobner réduites
de I telles que multideg( f;) = multideg(g;) < multideg( fi+1) = multideg(g;+1), pour 0 <i <
n. Montrer par récurrence sur 1 < k <n que f; = gx.

En déduire I'unicité des bases de Grobner réduites.

Exercice 101.— Réduire les bases de Grobner obtenues dans 1’exercice
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Les bases de Grobner permettent de résoudre algorithmiquement de nombreux problemes
portant sur les idéaux d’anneaux de polyndmes. Voici les principaux problémes que I’on peut
aborder en utilisant les bases de Grobner et que nous allons présenter dans ce chapitre :

i) probleme de I’appartenance a un idéal,
ii) probleme de la résolution d’équations polynomiales,

iii) probleme d’impliciter une présentation paramétrée.

§ 1 Description d’un idéal et appartenance a un idéal

VI.1.1. Probléme de la description d’un idéal.—

- Est-ce que tout idéal I de K[xy,...,x,] posséde un nombre fini de générateurs ?
Autrement dit, existe-t-il une famille de polynémes fi, ..., fstels que [ = (f1,..., f) ?
- Existe-t-il une famille génératrice « plus intéressante » que les autres ?

Une réponse a la premiere question est donnée par le théoreme de la base de Hilbert, théoreme
Dans ce chapitre, nous allons voir que pour certains problemes des familles de générateurs
sont plus intéressantes que d’autres.

87
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VI.1.2. Probleme de I’appartenance a un idéal.—

Etant donné un idéal I = (fi,..., f;) et un polynome f de K[x,...,x,), déterminer
sifel

L’algorithme de division appliquée avec une base de Grobner permet de résoudre le probleme
de I’appartenance a un idéal ; on procede en deux étapes :
— la premiére étape consiste a calculer une base de Grobner G = {gj,...,g/} de I avec I’al-
gorithme de Buchberger, théoreme (apres avoir choisi un ordre monomial) ;
— la deuxieme étape calcule la division de f par G. D’apres la proposition|[V.10} un polynéme
fde K[xp,...,x,] est un élément de I, si, et seulement si, le reste de la division de f par G
estégala(:

) . G
fel, si,etseulementsi, f—0.

VL.1.3. Exemple.— Considérons I’idéal I = (fi, f») de Q|x,y,z], avec

fi=xy—y*,  fh=x*-7

Soit f = 2x3y — xyz> — y*z?, a-t-on f € I? Considérons 1’ordre lexicographique gradué, avec
7 <y < x,on ales réductions

Xy Lyz, x? Azz.

L’ensemble {f1, f>} n’est pas une base de Grobner de 1, car la paire critique

X2y
YN
xyZ yz2

N
3

y

n’est pas confluente. Pour obtenir une base de Grobner, il suffit de compléter cette paire critique,
car il n’apparait pas d’autre paire critique non confluente. L’ensemble
G = {f1, /2, f3}, avec f3 = y> —yz?, est une base de Grobner de /.

Pour tester I’appartenance de f a I, il suffit alors de diviser f par G, on a

f=2xfi+7f.

Le reste de cette division est nul, ainsi f € I. Cela revient a réduire le polyndme f par f et f>
et tester si la forme normale obtenue est nulle :
fiin 22
y

2x3y - xyz2 - y2z2 — 2"y — xyz2 — yzz2 i> 2xy3 — xyz2 — yzz2

i) Wt~y — 22 i} 20t — 272 22 g 2222 — 2322 — 0.

L’ordre d’application des réductions n’a pas d’influence sur le résultat, car G étant une base
de Grobner, le systeme est confluent.

Ainsi, tout polyndme f tel que 1t(f) n’est pas dans I'idéal (1t(G)) = (xy,x*,y*) n’est pas
dans I. Par exemple, le polyndme f = zy — y* n’est pas dans /, car il est en forme normale par
réduction par G.

On peut utiliser Sage pour calculer la base de Grobner G :
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sage: A.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ, ’x,y,z’, order=’deglex’)
sage: fl = x*xy-y~2

sage: f2 = x"2-z"2

sage: I = (f1, £2)*A

sage: G = I.groebner_basis ()

sage: print G

§ 2 Résolution d’équations polynomiales

VI.2.1. Probléeme de la résolution d’équations polynomiales.—

Etant donnés des polyndmes fi,..., f; de K[x1,...,x,], trouver les solutions dans
K" du systeme d’équations polynomiales

0

fi(xr,. . x)

j;(xl,..:,xn) 0

D’apres la proposition [IV.7, pour tout idéal I de K[xy,...,x,],
V() ={(ay,...,an) € K" | f(ai,...,a,) =0 pourtout f € I}.

est un ensemble algébrique affine. Si I’idéal [ est défini par I = (fi,...,fs), alors
V(I) =V(fi,...,fs). On peut ainsi décrire V(I) a partir de toute base de /, en particulier avec
une base de Grobner calculée avec I’ordre lexicographique.

VI.2.2. Exemple.— On considere le systeme d’équations

Py 42 =1
42 =y
X =z

dans C3. Ces équations déterminent I’idéal
I=(F+y+7 -1+ —yx—2).

L’objectif est de décrire 1’ensemble algébrique affine V(7). On calcule une base de Grobner
G ={g1,82,83} de I'idéal I en utilisant I’ordre lexicographique induit par I’ordre alphabétique
<y<x:
1 1
81 =X—2, 82:_y+2Z27 g3:Z4+§ZZ—Z.

OnaV(I)=V(g1,8,83). L'équation g3 = 0 est de degré 4 en z, ses racines sont
1
) £V5- 1.
Des équations g; = 0 et g = 0, on déduit alors les valeurs de x et de y.

VIL.2.3. Exemple : méthode des extrema liés de Lagrange sous une contrainte.— La mé-
thode des extrema li€s de Lagrange consiste a trouver les points extrema locaux d’une fonction
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p+— f(p) de classe C' sur un ouvert U de R”, lorsque le point p est asujetti aux contraintes
exprimées sous la forme
hi(p)=0, ... ,m(p)=0.

Considérons le cas d’une seule contrainte /(p) = 0, ol & est une fonction de classe C' définie
sur 'ouvert U et telle que le gradient grad,,(/) de h au point p est non nul si i(p) = 0.

La méthode de Lagrange montre que la fonction f présente un extremum local en un point p,

si les vecteurs gradients grad,(f) et grad, (/) son colinéaires. C’est-a-dire s’il existe un réel 1
tel que

grad,(f) = Agrad,(h). (VL1)

Rappelons que le gradient de f est le vecteur défini par

dof df 0
erad(f) = (a—ﬁa—ﬁa—’;) .

Les extrema p satisfont ainsi le systeme d’équations

7i(p) =A%)
a—’;(p) —A5%(p
Lp) =2%4p)
h(p) =0

Par exemple, on cherche les extrema de la fonction
flx,y,2) =x +2xyz— 2%,

soumis 2 la contrainte A(x,y,z) = x> +y? +z2 — 1 = 0. L’équation (VL1) avec la contrainte
h(x,y,z) = 0 donne ainsi un systéme de quatre équations

3x% +2y7 = 2xA

2xz =2yA

2xy—2z =2zA
Py 4+ =1

dont les solutions forment un ensemble algébrique affine. Posons
fi =3x24+2yz—2xA, fo=2xz—2yA,

fr=2xy—2z—2zA, fi=x>+y*+7>—1.
On construit une base de Grobner de ’idéal I = (f1, f2, f3, f4) de R[x,y,z, 4], avec I’ordre lexi-
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cographique donné par A > x > y > z. On obtient

33 167616 4 36717 , 134419 ,
+ —

gr=A =X s Tt 500 L T 7670 O
g2:x2+y2+12—1,

19584 5 1999 5 6403
T 3835 ° T 295° 38357

g2 11525108 5 2556
§4 T ATV T 3e35% T 505° T 38357

a2, 92165 906 5 2562
E5 =Y T TV T 3e35% T H05° T 3835
o, 69125 827, 3839
86 =Y 27 3835% T 595° T 38357
. 516 1605, 453 ,
77X T S TR Y T 118
7 1763 5 655 3 11
1152° " 1152° ~ 288°

83 =Xy

88 =12

Le polynéme gg ne dépend que de I’indéterminée z. Les solutions de 1’équation gg(z) = 0 sont

1 2
z:iﬁﬁ\/n, e=43, =%, z=0.

Avec ces différentes valeurs de z, on peut obtenir les valeurs de x et y dans les autres équations :

z=0,y=0,x=1;, z=0,y=0,x=—1;
z=0,y=1,x=0; z=0,y=—-1,x=0;
z=1,y=0,x=0; z=-1,y=0,x=0;

2 1 2 2 1 2
Z_37y_37x_ 3’ i= 37y_ 3,)C— 3’
V11 —3v11 3 vil 311 3

——, Y=, X=—3.
820 8v2 8

- _ - 7=

= ) = ’x_ 5
820 82 8

Le choix de I’ordre lexicographique avec I’ordre A > x > y > z permet d’éliminer des indéter-
minées dans les équations. L’indéterminée A est éliminée en premier, puis x, ...

§ 3 Une méthode d’élimination

Les exemples vus dans la section précédente mettent en évidence le procédé d’élimination
qui peut apparaitre lorsque I’on calcule une base de Grobner avec 1’ordre lexicographique

VI1.3.1. Exemple.— On considere le systeme d’équations

Pty+z =1,
x+y2 4z =1, (VL2)
x+y+z2 =1.
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Soit I I’idéal de R[x,y, z] défini par ces équations :
I=(*+y+z—lx+y +z—Lx+y+z—1).

On calcule une base de Grobner G de I pour 1’ordre lexicographique induit par z <y < x. On a
G = {81,82,83,84}, avec

81 :X‘f’)"f'Zz—l;
=y —-y-7+z
g3 = 2yz2+z4—zz,

ga=20—dt 147 - 2.
Le systeme (VI.2) possede les mémes solutions que le systeme

x+y+z2—-1 =0,
yV—y—z+z =0,
2yz2+z4 -2 =0,
L—4r 4473 -2 =o.

(VL3)

On remarque que le polyndme g4 est d’une seule indéterminée :
g4 € INR[Z].
Le polyndéme g4 se factorise en
g4 =2 1DAP+2-1),
Les racines du polyndme g4 sont les valeurs de z, ainsi
0, 1, —1-+v2, —-1+V2.

En substituant ces valeurs dans les polyndmes g; et g3, on obtient les valeurs de I’indéterminée
y. Ensuite en substituant les valeurs de y et z dans le polyndme g, on obtient les valeurs de x.
Le systeme d’équations (VI.2)) admet ainsi cinq solutions :

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
(—14+V2,-14+V2,-14+V2), (-1=-V2,-1-V2,—-1-V2).

Pour résoudre ce systéme, nous avons procédé en deux étapes :

— une étape d’élimination qui a produit une équation g4 = 0 d’une seule indéterminée z,
obtenue apres éliminitation des indéterminées x et y,

— une étape d’extension, apres résolution de I’équation g4 = 0, on étend ces solutions aux
autres équations, pour déterminer les valeurs des autres indéterminées.

V1.3.2. Idéal d’élimination.— Soit/ = (f1,..., f,) unidéal de K[xi,...,x]. Le k - iéme idéal
d’élimination I est I’idéal de K[x;,1,...,x,| défini par

IkzlﬂK[xk+1,...,xn].
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Les éléments de I; sont des conséquences du systeme d’équations

fl:“':f:fzoa

apres élimination des indéterminées xp, . .., Xg.
Noter que Iy = I et que les idéaux d’élimination dépendent de I’ordre des indéterminées. Le

résultat suivant montre comment extraire d’une base de Grobner de I une base de Grobner de
I.

V1.1 Théoréme (Théoréme d’élimination). — Soit I = (f,...,f;) un idéal de
K[x1,...,x,] et soit G une base de Grobner de I, pour I’ordre lexicographique induit
par 1’ordre alphabétique donné par x, < ... < xp < x;. Alors, pour tout k € [0,n],
I’ensemble

Gy =GNK[xgi1,... %]

est une base de Grobner de I’idéal d’élimination 7.

Preuve. Fixons k € [1,n]. On a G;, C I, par définition G, est une base de Grébner de I si

(It(Gy)) = (1t (L)) -

L’inclusion (1t (Gy)) C (1t(I;)) est immédiate. Montrons I’inclusion réciproque. Il suffit de mon-
trer que pour tout polynéme f de I, le terme dominant It ( f) est divisible par unlt(g), ou g € Gy.

Soit donc f € I. Comme G est une base de Grébner de I et que I, C 1, alors 1t (f) est divisible
par It(g), ot g € G. Le polyndme f est dans Iy, il ne possede donc que des indéterminées
Xt 1y - -, Xp- Comme 1t (f) € Klxgiq, ..., X, alors 1t(g) € Kxgy1,...,xa)-

D’aprés 1’ordre lexicographique choisi, tout mondme de K[x, ..., x,] \ K[x¢ i1, ..., x, est plus
grand que tout mondme de Klxgyq,...,x,], de 1t(g) € Klxgi1,...,x,], on déduit que g est un
polyndéme de K|xz,1,...,X,]; ainsi g € G;. O

VI1.3.3. Exemple.— Reprenons I’exemple|VI.3.1} Le premier idéal d’élimination est

I} =INR[y,7z] = <y2—y—z2+z,2yz2+z4—zz,z6—4z4+4z3 —z2>

et le deuxiéme est
L=INR[Z] = <z6 — 4zt +47 —zz> :

Du théoréme d’élimination on déduit que tout polyndéme qui élimine les indéterminées x

et y est un multiple du polynéme g4 = 20 — 4z* + 47 — 22

§ 4 Probleme d’impliciter une présentation paramétrée

VI.4.1. Probléeme d’impliciter une présentation paramétrée.— FEtant donné un paramé-
trage
xi=filty,...,tm), i€[L,n], fieK,... tn],
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d’un ensemble algébrique affine V de K", déterminer des polynomes gi,...,gs de
K[x1,...,x,], tels que
V=V(gi,...,8)-

Considérons I’ensemble algébrique affine de K" défini par le systéme d’équations suivant

x1—fi(tr,....tm) =0

xn_fn(tlw--vtm) :0

en les indéterminées xi,...,x,,,...,t,. L' objectif est d’éliminer les indéterminées tq,... %,
dans ces équations. On utilise pour cela les bases de Grobner, comme méthode d’élimination,
avec 1’ordre lexicographique sur K[xj,...,x,,1,... 4] avec I’ordre alphabétique suivant

n>...>2th>x1>... > X,

Le calcul d’une base de Grobner de 1’idéal I = (x; — f1,...,x, — fn) avec cet ordre permettra
d’obtenir une base de polyndmes ou les indéterminées 1, .. ., f,, ont été éliminées.

VI1.4.2. Exemple.— Considérons la courbe paramétrée ¢ dans C> définie par les équations
suivantes

X :t4,
y =1, (VL4)
z =t

Considérons I’ordre lexicographique sur C[t,x,y,z] avec z < y < x < t. On calcule une base de
Grobner G de I’idéal
1= <t4—x, 3 -, t2—z>

On obtient
G= {tz—z, ty—z22, 17—y, x— 22, yz—z3}.

Ainsi
I=(—z,ty—2 tz—y,x—2, " —2).
L’ensemble algébrique affine

V(X—Zz, y2 _ZS) = V(Iﬂ(C[X,y,Z])

est-il le plus petit contenant la courbe paramétrée ¢ ?

VI1.4.3. Théoreme de ’implicitation.— Considérons une paramétrisation polynomiale

X1 :fl(tl,...,tm)
(VL5)
Xn :fn(tly'-wtm)

ou fi,..., fn € K[t1,...,t,]. On peut associer une fonction

F: K" — K"
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définie par
F(l‘],...,l‘m) = (f](l‘],...,l‘m),...,fn(tl,...,tm)).

Ainsi F(K™) est le sous-ensemble de K” paramétrisé par les équations

En général, F(K™) n’est pas un ensemble algébrique affine. L’objectif est construire le plus
petit ensemble algébrique affine de K” contenant I’ensemble F(K™). On considere pour cela
I’ensemble algébrique affine

V=V(xi—fi,....x,— fu) CK"™™.
Les points de V s’écrivent
(t1seestmy 11y oo stm) s ooy fu(t1y oy tm))-
L’ensemble V est ainsi le graphe de la fonction F. On considere les applications i et 7,

Kn—i—m

N
K™ - K"

définies par
ity stm) = (E1s e st S1(E1 ooy tm) s ooy Ju(t1s ooy tm))-
Ton(t1y e ooty X1y ey Xn) = (X1, .00, Xp).
OnaF = my,oi. Comme i(K") =V, ona

F(K™) = m,(V).

Ainsi, I'image de la paramétrisation est la projection de son graphe sur K”. Le théoréme suivant
construit le plus petit ensemble algébrique affine contenant F (K").

V1.2 Théoreme (admis). — Soit K un corps infini. Soit F : K” — K" une application
définie par une paramétrisation polynomiale

xXi = filtt,.. - tm), 1€[l,n], fi€K[n,...
Soit I I’idéal de K[t, ... ,t,x1,. .., Xx,] défini par
I:<x1_f17~">xl’l_fn>~

Soit I, = INK[xy,...,x,| le m-iéme idéal d’intersection de I. Alors V(I,,) est le plus petit
sous-ensemble algébrique affine de K” contenant le sous-ensemble paramétré F (K™).

VI1.4.4. Algorithme pour rendre implicite une présentation paramétrée.—

ENTREE : x; = fi(t1,...,tn), i€[L,n], fi€K[,... tn).

Considérer I’idéal I = (x; — fi,...,%n — fu)-

Calculer une base de Grobner G de I avec un ordre lexicographique ou chaque #; est plus
grand que chaque x;.
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D’apres le théoreme [VL.1, GNK|[xy,...,x,] est une base de Grobner de 1.
SORTIE : V(GNKIxy,...,x,]), qui est, d’aprés le théoreme [VI.2| le plus petit ensemble
algébrique qui contient la paramétrisation.

VI.4.5. Exemple.— La cubique tordue est 1’ensemble algébrique affine de R défini par V =
V(y—x?,z—x7), c’est I'intersection des deux surfaces de R> :

La surface tangente a la courbe V est obtenue comme la réunion des droites tangentes a la
courbe.
Pour définir cette surface, on considere la description paramétrique de la courbe V :

x =t
y = ti (VL6)
z =t

Tout réel ¢ défini un point ¢(¢) = (¢,#2,+>) de la courbe. Le vecteur tangent en ¢ i la courbe
est ¢'(t) = (1,2¢,3t?). La droite tangente 2 la courbe en ¢ est paramétrée par

c(t) +uc' (1) = (t+u, 1> 4 2tu, 1> + 3tu).
La surface tangente de la cubique tordue est ainsi paramétrée par

X =t+u,
y =1>+2tu, (VL7)
7z =1 +3¢u.

On calcule une base de Grobner G de 1’'idéal
I={t+u—x,t>+2tu—yt>+3t*u—z).

avec I’ordre lexicographique induit par I’ordre alphabétique t > u >x >y >z Ona G =
{glv"'ag7} avec

g1 =t+u—x,

g =1’ —x"+y,

g3 =ux"—uy—x + =xy— =z,

2 2
g4 = uxy —uz — x’y — xz+2y°,
1 1
_ 2,2 L2 1
85 = uxz—uy" +x°z 2xy 2)’2;

1
gszuy3—uz2—2x2yz+ Exy3—xz2+§y2z,
3 3 1

_ 3, 222 2 3,12
g1=x2 4xy 2xyz-|—y +4z .

D’apres le théoreme d’élimination VL. 1| on a
16) :IQR[X,_)},Z] = <g7> :

D’apres le théoréme d’implicitation [VL.2) V(g7) est le plus petit ensemble algébrique affine
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contenant la surface tangente.
Le code Sage pour calculer la base de Grobner G :

sage: A.<t,u,x,y,z> = PolynomialRing(RationalField(), ’t,u,x,y,z’, order=’lex’)
sage: fl1l =t + u - x

sage: f2 = t72 + 2xt*xu - y

sage: f3 = t73 + 3*xt”"2%u - z

sage: I = (f1,£f2,£3)*A

sage: G = I.groebner_basis ()

sage: G

[t + u - x, uw2 - x72 + y, u*x"2 - u*xy - x~3 + 3/2*%x*y - 1/2%z, u*xx*y -

u*z - XT2%y - x*z + 2%y~2, u*x*z - uxy~2 + x"2xz - 1/2*%x*y~2 - 1/2%y*z,

u*xy“~3 - u*z”2 - 2%x"2%y*xz + 1/2%x*y~3 - x*%z~2 + b5/2%y~2%z, x"3%z -
3/4%x72%y~2 - 3/2*xx*xy*z + y~3 + 1/4%xz"2]

Pour tracer la surface :

sage: var(’x,y,z’)

sage: h = lambda x, y , z:x" 3%z - 3/4*x"2%y~2 - 3/2xx*y*z + y~3 + 1/4%z"2

sage: f = implicit_plot3d(h, (x,-3,3), (y, -3,3), (z, -3,3),
plot_points=100, adaptative = True)

sage: f

-3.0 0.0 3.0
3.0 j

3.0
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Sommaire

(1. Traduction algébrique de problemes de géomeétrie| . . ... ........ 99

2.  Conséquences d’un systeme d’équations algébriques et radical d’un idéal| 102

(3. Hypotheses implicites de généricité dans les théoremes de géométrie| . . . 104

4.  Decouvrir ou redécouvrir des théoremes de géométrie| . . . ... ... .. 106

Dans cette partie on illustre 1’utilisation des bases de Grobner pour retrouver de manicre
effective des théoremes de géométrie élémentaire.

§ 1 Traduction algébrique de problemes de géométrie

VIL1.1. Droite de Gauss-Newton.— On considere un quadrilatere convexe ABCD sans cOtés
paralleles et on note E le point d’intersection de (AB) avec (CD) et F le point d’intersection de
(AD) avec (BC). Soient I, J et K les milieux respectifs des trois diagonales [AC], [BD] et [EF]
de ce quadrilatére complet. Alors les trois points /, J et K sont alignés.

99
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FIGURE VII.1.: Droite de Gauss-Newton

On peut retrouver ce résultat en traduisant les hypotheses géométriques par des relations
polynomiales : pour cela, on considere les coordonnées des points A, B, C, D, F', I, J, K dans la
plan euclidien. Sans perdre de généralités, on peut supposer que A est a I’origine et B sur 1’axe
des abscisses. On obtient ainsi

A:(070)7 B:(-x();())v C:(x17x2); D:(X3,X4), E:(x570>7
F = (x6,x7), I=(x8,x9), J=(x10,x11) K= (x12,%13).

On traduit les hypotheses géométriques en terme d’équations polynomiales :

X5 —X1 X3 —X]

— E € (AB)N(CD) se traduit par Xy X4e—1x

=0, c’est-a-dire par

—X1X4 + X2X3 — XpX5 + x4x5 = 0

(ici comme on a pris A, B et E sur I’axe des abscisses, I’hypothése E € (AB) est déja
vérifiée).
— F € (AD) N (BC) se traduit par Yo X0 A0

—X7 X2

X6 X3
X7 X4

=0et =0, c’est-a-dire par

—x3x7 +x4x6 = 0 et — xpx2 + xgx7 — X1X7 + x2x6 = 0.
— I est le milieu de [AC] se traduit par
2xg—x1 =0et2x9 —xp = 0.
— J est le milieu de [BD] se traduit par
2x10—x0—x3 =0et2x1; —x4 = 0.
— K est le milieu de [EF] se traduit par
2x12 —x5 —xg =0 et 2x13 —x7 = 0.

La conclusion, les trois points /, J et K sont alignés, est équivalente a
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X — X X1 — X . < . <
10728 A2 728 1 _ 0 ¢est-a-dire A
X11 —X9 X13 — X9

XgX]] — X8X13 — X9X10 +X9X12 + X10X13 — X11X12 = 0.
On se place dans I’anneau R[xg,xj,...,x13] et on pose

J1 = —x1x4 +x2x3 — X2X5 + X4X5, fr = —x3x7 + X4,
f3 = —xox2 +x0x7 — xX1X7 +X2X6, fa = 2x3 — X1,

f5 =2x9 —x2, fo = 2x10 —x0 — x3,
f1=2x11—x4=0, fz =2x12 — x5 — X6,
Jfo=2x13—x7, Jf = xgx11 — X8x13 — X9X10 + X9X12 + X10X13 — X11X]2-

On peut alors vérifier en calculant une base de Grobner (ou directement avec Sage) que

fe <f17f27f37f47f57f67f77f87f9>-

On en déduit que f = 0 est conséquence du systeme f1=fr=fi=fa=fs=fo=f1=fa =
fo=0.

Le code Sage pour vérifier quefe <fl7f27f37f47f57f67f77f87f9> :

sage: R= PolynomialRing(QQ, ’x’,14)
sage: x= R.gens ()

sage: f1 = (x[4]-x[2])*(x[6]-x[1]1)+x[2]*x(x[3]-x[1]1)
sage: f2 = x[4]*x[6]-x[3]*x[7]

sage: f3 = x[2]*(x[6]-x[0])-(x[1]-x[0])*x[7]

sage: f4 = 2*x[8]-x[1]

sage: f5 = 2*xx[9]-x[2]

sage: f6 = 2*xx[10] - x[3]-x[0]

sage: f7 = 2*xx[11] - x[4]

sage: f8 = 2*xx[12] - x[5]-x[6]

sage: f9 = 2*xx[13] -x[7]

sage: f = (x[10]-x[8])*(x[13]-x[9]) -(x[11]-x[9])*(x[12]-x[8])
sage: I = (f1,f2,f3,f4,f5,£6,f7,£8,f9)*R

sage: f in I

True

En utilisant I’ordre lexicographique et le théoreme d’élimination, on peut retrouver directe-
ment la propriété de colinéarité des points I, J, K :

sage: R= PolynomialRing(QQ, ’x’,14, order =’lex’)

sage: x= R.gens ()

sage: f1 = (x[4])-x[2])*(x[5]-x[1]1)+x[2]*(x[3]-x[1])
sage: f2 = x[4]*x[6]-x[3]1*x[7]

sage: f3 = x[2]*(x[6]-x[0]1)-(x[1]-x[0])*x[7]
sage: f4 = 2*x[8]-x[1]

sage: f5 = 2xx[9]-x[2]

sage: f6 = 2*xx[10] - x[3]-x[0]

sage: f7 = 2xx[11] - x[4]

sage: f8 = 2*xx[12] - x[5]-x[6]

sage: f9 = 2xx[13] -x[7]

sage: I = (f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7,£8,f9)*R
sage: G = I.groebner_basis ()

sage: print G

[x0 + x3 - 2*x10, x1 - 2*x8, x2 - 2*x9, x3*x9 + x6*x9 - x6%x11 -
2*%x8*xx13 - 2*x9%x10 + 2*xx10*x13, x3*x13 - x6*x11, x4 - 2*x11, x5 + x6 -
2%x12, x6*x8*x9%x13 - 1/2%x6*x8%x13°2 + 1/2%x6%x9°2%x10 -
1/2*%x6%x9°2%x12 - x6*x9%x10*x13 + 1/2*x6*x10*x13"2 - x8~2*x13°2 -
x8*x9*xx10*x13 + x8*x10*x13°2 + x8*x12*x13°72 + x9*x10*x12*%x13 -
x10*%x12*%x1372, x6%x9*%x11 + x6%x9*xx13 - x6*x11*x13 - 2*x8*%x13°2 -
2xx9*xx10*x13 + 2*%xx10*x13°2, x7 - 2*x13, x8*x11 - x8*x13 - x9*%x10 +
x9%x12 + x10*%*x13 - x11%*x12]

VII.1.2. Remarque.— Pour les calculs avec Sage ci-dessus, on se limite a I’anneau des poly-
ndmes a coefficients rationnels, car les hypotheses et la conclusion sont a coefficients rationnels



102

CHAPITRE VII. APPLICATIONS DES
BASES DE GROBNER A LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE

et tous calculs intermédiaires (divisions, réductions, calcul de bases de Grobner) ne font égale-
ment intervenir que des des polyndmes a coefficients rationnels.

Exercice 102. — En traduisant les hypotheses géométriques dans le repere affine (A,E,XB),
retrouver le résultat sur la droite de Gauss-Newton.

VIIL.1 Proposition.— Soit A, B, C, D, E, F six points distincts du plan euclidien orienté.
Les énoncés géométriques suivants s’expriment par des équations polynomiales :

1.

AN

=

8. la droite (BD) est la bissectrice de 1’angle ABC;
. le point C appartient a la médiatrice de [AB].

les droites (AB) et (CD) sont paralléles ;

les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires ;

les points A, B et C sont alignés ;

les distances AB et CD sont égales ;

le point C appartient au cercle de centre A et de rayon AB;

le point C est le milieu du segment [AB] ;

ﬁ —_—
les angles orientés (AB,AC) et (ﬁ ,D7 ) sont égaux modulo 7 ;

Exercice 103.— Montrer la proposition [VILI] Pour le point[7]rappelons que

det(ﬁ,ﬁ) = AB x AC X sin(ﬁ) et AB-AC = AB x AC x cos(ﬁ)

Exercice 104. — Soit ABC un triangle. Traduire en termes d’équations polynomiales les théo-
remes de géométrie suivants :

1. Les trois hauteurs de ABC se coupent en unique point, appelé 1’ orthocentre de ABC.

2. Les trois médianes de ABC se coupent en unique point, appelé le centre de gravité de
ABC.

3. Le centre du cercle circonscrit, I’orthocentre et le centre gravité du triangle ABC sont
alignés. (La droite contenant ces trois points est appelée droite d’Euler.)

§ 2 Conséquences d’un systeme d’équations algébriques et

radical d’un idéal

VIIL.2.1. Conséquences d’un systeme d’équations algébriques.— Dans la partie précédente,
on a étudié un théoreme de géométrie dont les hypotheses et les conclusions peuvent étre tra-
duites en termes de systemes d’équations polynomiales. De maniere abstraite, la question est de
résoudre le probleme suivant :

Etant donnés des polynémes fi,. .., fs,g de K[x1,...,X,], est-ce que

f](xl,...,xn):()

g(x1,...,x,) = 0 est conséquence du systéme ?

fs(xl,....,x,l) =0
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Définition VIL.2. — Soit f,..., f;,g des polyndmes de Kl[xi,...,x,]. On dit que I’équation
g = 0 est une conséquence du systeme d’équations f; = ... = fy, =0si g(ay,...,a,) = 0 pour
tout (ajy,...,a,) € V(f1,...,fs), autrement dit si

gEI(V(fhva))

VIIL.2.2. Radical d’un idéal.—

VIL.3 Proposition. — Soit / un idéal de K[x1,...,x,]. L’ensemble /I suivant, appelé radi-
calde I,
VI:={f €Klx,...,x,] | f™ €I pour un entier m}

est un idéal contenant /.

Exercice 105. — 1. Montrer la proposition précédente.

2. Donner un exemple d’idéal strictement inclus dans son radical.

VIL4 Proposition.— Soit f1,..., f;,g des polyndmes de Klxi,...,x,].
Si g€ +/{(f1,...,[s) alors I’équation g = 0 est une conséquence du systeme d’équations
fi=...=f;=0.

Exercice 106.— 1. Montrer la proposition précédente.

2. Donner un exemple de deux polyndmes f et g de R[x,y] tel que g¢ = 0 est conséquence de

f=0mais g ¢ \/m

Dans le cas du corps C (et plus généralement d’un corps algébriquement clos), les deux
notions sont équivalentes par le théoreme des zéros de Hilbert :

VILS5 Théoréme (admis !). — Soit fi,..., fs € C[xy,...,x,] alors

I<V(f177fs)): \% <f17"'7fs>'

Autrement dit, pour tout polyndme g € Clxy,...,x,], I’équation g = 0 est conséquence du
systeme f] =... = fy=0siet seulementsi g € \/(f1,..., fs)-

Exercice 107.— Soit fi,..., fs € Rlx,...,x,]. On note Vc(fi,..., fs) 'ensemble algébrique
affine formé des points de C" satisfaisant le systtme f; = ... = f; = 0. Soit g € Rlxy,...,x,].

Montrer que
€NV (fiso o) SR[x1, .. 3

si et seulement si

g €IVE(fiyeo f3) € Clrr, .
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VII.2.3. Probleme de ’appartenance au radical d’un idéal.— La théoreme suivant donne
un critere pour déterminer si un polyndome appartient au radical d’un idéal :

VIL.6 Théoréme (admis !). — Soit f1,..., f,g € K[xq,...,x,]. Alors g € \/{f1,..., fs) si
et seulement si

1 € <f17"'>f571_yg> QK[xla--me)’]-

On peut donc répondre a ce probleme en calculant une base de Grobner de ’idéal (f1, ..., fs, 1 —
y8)-

Exercice 108.— Soit f1,...,f5,g € Kxy,...,x,] et I = (f1,...,fs, 1 —yg) C K[x1,...,xn,Y].
Soit G une base de Grobner de / pour un ordre monomial fixé.

Montrer que g € \/(f1,--.., fs) si et seulement si G contient un polyndéme constant.
§ 3 Hypotheses implicites de généricité dans les théoremes de
géométrie

VIL3.1. Exemple.— Soit A, B et C trois points du plan affine. Soit D le milieu de [AB] et E le
milieu de [CD)]. Si on note F le point d’intersection des droites (AE) et (BC), on a FB = 2FC.

Sans perte de généralité, on peut supposer que D est 1’origine du plan et A et B sont sur 1’axe
des abscisses. Ainsi, on peut choisir les coordonnées suivantes pour les points de ce probleme :

A:(—X(),O), B:(XQ,O), CZ(X],XZ), D:(0,0), E:(X3,X4), F:(x5,x6).

Ce choix particulier de coordonnées assure que D est le milieu de [AB]. Traduisons en termes
algébriques les autres hypotheses :
— E estle milieu de [CD] se traduit par

2x3—x1 =0et2x4 —xp =0.

X5+X0 X3+X0

— F estle point d’intersection des droites (AE) et (BC) se traduit par . B
6 4

=0

X5 —X0 X1 —X0
X6 X2

et =0, c’est-a-dire par

XoX4 — XoXe — X3X6 + X4x5 = 0 et — xpxp + xXgxg — X1 X6 + X2x5 = 0.



CHAPITRE VII. APPLICATIONS DES
BASES DE GROBNER A LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE 105

Comme F € [BC], la conclusion FB = 2FC est équivalente a

3x5 —2x1 —xg = 0 et 3xg —2x2 = 0.

Considérons maintenant les polyndmes de R[xg,x1,x,x3,X4,X5,X6] suivants : f] = 2x3 — x,
J2 = 2x4 —x2, f3 = X0X4 — X0X6 — X3X6 +XaX5, fa = —XoX2 + X0X6 — X1X6 + X2X5, §1 = 3x5 —2x] —
X0 et g2 = 3xg — 2x3.

Soit I = (f1, f2, f3,f4). Alors g1 ¢ T et go ¢ I :

sage: R.<x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6>= PolynomialRing(QQ, ’x0,x1,x2,x3,x4,x5,x67)

sage: f1 = 2*x3-x1

sage: f2 = 2%x4-x2

sage: f3 = (x5+x0)*x4 -(x3+x0)*x6
sage: f4 = (x5-x0)*x2 - (x1-x0)*x6
sage: gl = 3*xb5-2xx1-x0

sage: g2 = 3*x6-2%x2

sage: I = (f1,£f2,£f3,f4)*R
sage: gl in I, g2 in I
(False, False)
Mais, en fait g et g» n’appartiennent pas non plus au radical /7 :
sage: R.<x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6,y>= PolynomialRing(QQ, ’x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6,y7’)

sage: fl1 = 2*x3-x1

sage: f2 = 2*x4-x2

sage: f3 = (x5+x0)*x4 -(x3+x0)*x6
sage: f4 = (x5-x0)*x2 - (x1-x0)*x6
sage: gl = 3*x5-2*xx1-x0

sage: g2 = 3*x6-2%x2

sage: hl = 1-yxgl

sage: h2 = 1-yxg2

sage: I1 = (f1,£f2,£3,f4,h1)*R
sage: I2 = (f1,f2,£f3,f4,h2)*R

sage: 1 in I1, 1 in I2
(False, False)
Cela signifie que les équations gy = 0 et go = 0 ne sont pas conséquences du systeme f; =
> = f3 = fa4 = 0 au-dessus du corps des complexes. Dans la traduction ci-dessus on omet de
traduire I’hypothese implicite de généricité : les points A, B et C ne sont pas colinéaires ; c’est-
a-dire I’hypothese xpx, # 0.
Pour inclure I’inéquation xpx, # 0 parmi les hypotheses, on considére une nouvelle variable ¢
et ’équation 1 —xpxot = 0. Posons f5 =1 —xpxot etJ = <f1,f2,f3,f4,f5> - R[XO,xl,)CQ,X3,X4,X5,)C6,Z‘].
Alors, on vérifie que g1 et g, appartiennent a J :
sage: R.<t,x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6>= PolynomialRing(RR, ’t,x0,x1,x2,x3,x4,x5,x67)

sage: f1 = 2*x3-x1

sage: f2 = 2x%x4-x2

sage: f3 = (x5+x0)*x4 -(x3+x0)*x6
sage: f4 = (x5-x0)*x2 - (x1-x0)*x6
sage: f5 = 1-t*x0%*x2

sage: gl = 3*x5-2*%xx1-x0

sage: g2 = 3*x6-2%x2

sage: I = (f1,f2,£f3,f4,f5)*R
sage: gl in I,g2 in I
(True, True)

Exercice 109. — Dans cet exemple, il n’est pas question d’angles. On peut donc considérer le
repere affine (D,Iﬁ,D%). Retrouver ainsi le résultat.

Exercice 110. — Reprendre 1’exercice et vérifier a ’aide du logiciel Sage que les conclu-
sions sont des conséquences des hypotheses apres ajout éventuel d’hypotheses de généricité.
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§ 4 Découvrir ou redécouvrir des théoremes de géométrie

VIIL.4.1. Théoréme de Poncelet.— Dans cette partie, nous retrouvons en utilisant les bases
de Grobner, un résultat de Poncelet qui établit une relation entre les rayons des cercles inscrits
et circonscrits d’un triangle et la distance entre les deux centres de ces cercles. Soit ABC un
triangle, O le centre du cercle circonscrit de rayon 7y et O; le centre du cercle inscrit de rayon
r». Notons d la distance O 0>.

I’axe des ordonnées. On obtient ainsi pour coordonnées :
A(x1,0), B(x2,0) 02(0,r2) C(x3,x4) O1(xs,%6).
L’hypothese "(AO,) est la bissectrice de (ﬁ)" s’exprime par I’équation

AB-A0;  AC-AO,
H oy
—det(AB,AD5) det(AC,A03)

Apres calculs, on obtient
(x2 —xl)((r% —x%)x;; —2x1r2(x3 —x1)) =0.

—
De la méme fagon, on obtient pour 1’hypotheése "(BO;) est la bissectrice de (BXR) "1’équa-
tion
(x2 —x1)((r3 —x5)x4 — 2x2r2(x3 — X)) = 0.

Le fait que O soit a I’intersection des médiatrices des segments [AB] et [BC] correspond aux

égalités suivantes TN R R
AB A0, = BA -BO, et BC-BO, = CB-CO;.

Apres calculs, on obtient

(2 — x1)(2x5 — x5 — x1) = 0 et 2x4x6 + 2x3x5 — 2x2X5 —xi —x% +x% =0.
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Pour d, r, on obtient les équations suivantes :

d*> — (x¢ —1r2)> —x2 =0,
r% —x%— (xs—x1)>2=0

Comme on ne considere pas le cas dégénéré ou A = B, on suppose que x — x; 7= 0 et on pose

alors )
f] ( xl)x4—2x1r2(x3—x1)

f2 ( x%)x4 — 2XQ}’2 (X3 —XQ)

f3="2x5s —x3 —x1,

fa = 2x4x6 + 2Xx3X5 — 2X0X5 — xﬁ — x% + x%,

fs =d* — (x¢ —r2)* — 3,

fo =11 —xg— (x5 —x1)*.

Soit I'idéal I = (fi,...,fs) C R[d,r(,r2,x1,...,Xs). A ’aide de Sage(), on calcule une base

de Grobner correspondant a 1’ordre lexicographique (inverse) associé a I’ordre alphabétique
d <ry <rp<x <...<uxg. Cette base comporte 97 polyndmes et 1’idéal d’élimination /N

Rld,ry,ry] est trivial d’apres le code Sage() ci-dessous

sage: R.<d,r1,r2,x1,x2,x3,x4,x5,x6> =
PolynomlalRlng(QQ, d r1 r2 Xl x2 x3,x4,x5,x6°,order =’invlex’)

sage: f1 = (r2-2-x1- 2)*x4 2*x1*r2*(x3 xl)

sage: f2 = (r2°2-x2"2)*x4-2%xx2*r2*(x3-x2)

sage: f3 = 2*x5-x2-x1

sage: f4 = 2%x4*x6+2*x3%x5-2*xx2*xx5-x4"2-x372+x272
sage: f5 = d~2-(x6-r2)"2-x5"2

sage: f6 = r1-2-x6-2-(x5-x1)"2

sage: I = (f1,£f2,£3,f4,£f5,f6)*R

sage: G = I.groebner_basis ()

Polynomial Sequence with 97 Polynomials in 9 Variables

sage : G[96].factor ()

(1/4) * r2 * x1 * (-2*%rl*r2 - r1°2 + d~2) * (-2*%rl*r2 + r1°2 - d-2) =
(-x172 - r272 - 2%ril*r2 - r1°2 + d~2) * (-x1"2 - r2°2 + 2*ril*r2 - r1°2 +
d~2) * (r2°2%x1°2 + r2°4 - 2%rl1°2*%r2°2 - 2*%d"2*r2°2 + ri1~4 - 2%d"2%r1-2
+ d~4)

On ne trouve pas ainsi une relation entre ry, r, et d. Il faut éliminer pour cela le cas dégénéré
et supposer que les points A, B et C ne sont pas colinéaires, ce qui est équivalent a x, —x; # 0
et xq4 # 0.

On considere alors I'idéal J = (f1,..., fe, 1 — (xo —x1)s, | —x4t) CR[d,s,t,r1,72,X1,...,%x7].
L’idéal d’élimination J NR[d, s,?] contient le polynome

= (d2 - r% +2r rz)(d2 — ”1 2r1r,)
d’apres le code Sage() ci-dessous

sage: R.<d,rl1,r2,s, t,xl,x2,x3,x4,x5,x6> =
PolynomlalRlng(QQ, ’d,r1,r2,s,t,x1,x2,x3,x4,x5,%x6’,order =’invliex’)

sage: f1 = (r2-2-x1- 2)*x4 2*x1*r2*(x3 Xl)
sage: £f2 = (r2°2-x2"2)*x4-2%xx2*r2*(x3-x2)
sage: f3 = 2*x5-x2-x1

sage: f4 = 2%x4*x6+2*xx3%x5-2*xx2*x5-x472-x372+x272
sage: f56 = d~2-(x6-r2)"2-x5"2

sage: f6 = r1-2-x6-2-(x5-x1)"2

sage: f7 = 1-(x2-x1)%*s

sage: f8 = 1-x4x*t

sage: I = (f1,f2,f3,f4,f5,f6,£f7,£8)*R
sage: G = I.groebner_basis ()

sage: G.parent ()

Category of sequences in Multivariate Polynomial Ring in 4, rl, r2,
s, t, x1, x2, x3, x4, x5, x6 over Rational Field
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sage : len(G)

18

sage: G[17].factor ()

(1/4) * (2%ri*r2 - r1°2 + d~2) * (2%ri*r2 + ri1~2 - d~2)

Comme d < rq, on en déduit I’équation

r% —2rirm = d?.

VIL.4.2. La formule de Héron.— La formule de Héron permet d’exprimer 1’aire s d’un tri-
angle quelconque en fonction des longueurs a, b et ¢ de ses trois cOtés :

2

s a+b+c)la+b—c)(a—b+c)(—a+b+c).

:E(

Cette formule peut étre obtenue par méthode d’élimination des indéterminées. Considérons le
triangle suivant

(x.y)

Y <

Exercice 111. — Etablir les relations suivantes :

PP =(a—x)*+y*, =x*+)y*, 2s=ay.

Considérons I’idéal I de R[x,y,a, b, c,s] engendré par les équations précédentes :
1= <b2 —(a—x)>—y*,c?—x* —y2,2s—ay>
Exercice 112. —

1. Décrire le deuxieme idéal d’élimination I NR|a,b,c, s].
2. En déduire la formule de Héron.
3. On pose p = (a+b+c)/2 le demi périmetre du triangle. Vérifier que la formule de Héron

est équivalente a

s> =plp—a)(p—b)(p—c).

VI1.4.3. Formule de Brahmagupta.— La formule de Héron se généralise aux quadrilateres
convexes inscriptibles, quadrilateres dont les sommets sont sur un méme cercle.
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Pour un tel quadrilatére dont les cotés sont de longueurs a, b, c et d, si’on note p = (a+ b+
c¢+d)/2 le demi-périmetre du quadrilatere et s sa surface, on a alors la formule de Brahmagupta
suivante :

s =(p-a)p-b)(p—c)(p—d).
(Si deux points sont confondus, on retrouve la formule de Héron.)

Exercice 113. —

1. En prenant pour origine le centre du cercle et pour coordonnées A (x1,x), B(x3,x4), C(xs,x¢),
D(x7,x3), traduire les hypotheses par des équations algébriques. On vérifiera en particulier

Z N

que I’aire "orientée" s satisfait 1’équation suivante :
X5Xg — X1X8 — XgX7 + X0X7 + X3X6 — X4X5 + X1 X4 — Xpx3 — 25 = 0.

2. Soit I I’idéal correspondant a ces équations. En utilisant Sage, vérifier que 1’idéal d’élimina-
tion INRJa,b,c,d,s| est engendré par la polyndme g = g1 g2 ol

g1 = 165 +d* —2c2d* — 2b°d* — 2a°d® — 8abcd + ¢* — 2b*¢* — 2d°c? + b* — 24°b* + a*
et
g = 165> +d* —2c2d* — 2b°d* — 2d°d? + 8abcd + ¢* — 2b%c* — 2d%c? + b* — 24D + a*.

3. Il suit que les hypotheses entrainent que g; = 0 ou go = 0. Vérifier que g1 = 0 correspond a
la formule de Brahmagupta.
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Dans cette partie, on utilise les bases de Grobner pour déterminer si une carte (ou plus géné-
ralement un graphe) peut étre coloriée en un nombre donné de couleurs.

§ 1 Théoreme des 4 couleurs

En 1852, Francis Guthrie conjecture que toute carte peut €tre coloriée a 1’aide d’au plus quatre
couleurs afin que deux régions voisines aient des couleurs différentes. Cette conjecture n’est
vérifiée qu’en 1976 par Appel et Haken, en utilisant 1200 heures de calculs par ordinateurs afin
de vérifier 1478 configurations critiques. Depuis, cette preuve algorithmique a été simplifiée,
completement formalisée et vérifiée a I’aide de I’assistant de preuves COQ. Il n’y a pour I’instant
pas de preuve se passant de calculs informatiques.

VIIIL.1 Théoreme (Théoreéme des 4 couleurs).— Toute carte découpée en régions
connexes peut étre colorée a I’aide de quatre couleurs de fagon a ce que deux régions
limitrophes aient deux couleurs différentes.

111
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FIGURE VIII.1.: Carte du monde colorée avec 4 couleurs (Adam Iragaél, novembre 2014)

Exercice 114. — Colorier avec quatre couleurs la carte suivante :

FIGURE VIII.2.: Carte a colorier

Peut-on la colorier avec seulement 3 couleurs ?

§ 2 Coloriage d’une carte avec 3 couleurs

On traduit la possibilité ou non de colorier une carte a 1’aide de 3 couleurs en termes d’idéaux.
Considérons une carte possédant n régions.

Ci-dessous un exemple de carte avec 8 régions :
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FIGURE VIIIL.3.: Carte 1

On représente chacune de ces régions par une indéterminée et on se place dans I’anneau de

polynomes C|xy,...,x,]. Les couleurs sont représentées par les racines 3-¢mes de ’unité : 1,
j: eZlTL’/.’) et j2~
Pour chaque région i, le fait d’€tre coloriée par I’une de ces 3 couleurs se traduit par I’équation
x =1

1

Pour deux régions limitrophes j et k, le fait d’avoir deux couleurs différentes se traduit par
I’inéquation x; # x;. Comme on a

3 3 2 2
0=x; —x; = (xj — ) (x5 + X2 +x5),
I'inéquation x; # x; est équivalente a I’équation
2 2 _
X5+ xjx +x;, =0.

Pour tout i et tout couple (j,k), posons f; = x? —letgjr= x? + XXk +x,%, polyndmes de
Clx1,...,x,). Soit V ’ensemble algébrique affine défini par

V(fi,gjx: 1<, j,k<n, ou jetk sontlimitrophes).

La carte donnée peut étre ainsi coloriée a 1’aide de seulement 3 couleurs si et seulement si
V # 0. Pour caractériser cette propriété a 1’aide des bases de Grobner, on va utiliser une version
faible du théoréme des zéros de Hilbert.

VIIL.2 Théoréme (admis !). — Soit Ay, ...,k € C[xy,...,x,] alors

V(hy,...,hs) =0sietseulementsi 1 € (hy,... hy).

A T’aide de ce théoreme, il suffit donc de déterminer si

lel=(fi,gjx: 1<1i,j,k<n, ou jetksontlimitrophes).
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Pour cela, on calcule une base de Grobner de /. (En fait si on calcule la base de Grobner réduite,
on aura 1 € I si et seulement si cette base est réduite au polynome 1.)

Reprenons I’exemple ci-dessus apreés avoir numéroté les régions :

FIGURE VIIIL.4.: Carte 1 avec un numéro par région.

Voici un exemple de code pour déterminer si cette carte peut étre coloriée a 1’aide de 3
couleurs.

sage: R.<x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8> =PolynomialRing(QQ,’x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x87)
sage: f1 = x1°3-1;f2 = x2°3-1;1£3 x3~3-1;f4 = x4-3-1;f5 = x56°3-1
sage: f6 = x6°3-1;f7 = x7°3-1;£8 x8°3-1

sage: f12 = x172+x1*x2+x272;f15 = x172+x1*x5+x275;£f23 = x372+x3*x2+x272
sage: f24 = x4"2+x4*x2+x272;£f34 = x372+x3*x4+x472;£35 = x3"2+x3*x5+x572
sage: 36 = x372+x3*x6+x672;f47 = x4°"2+x4*x7+x7"2;£56 = x572+xb*x6+x672
sage: fb8 = xb572+xb5*x8+x872;f67 = x7T"2+x7*x6+x672;f68 = x87"2+x8*x6+x672
sage: f78 = x772+x7*x8+x872

sage: I = Ideal(f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7,£f8,f12,f12,£f23,f24,£f34,£35,£36,f47,

f56 ,f58 ,f67,f68,f78)

sage: 1 in I
false

sage: I.groebner_basis ()
[x8~3 - 1, x1°2 + x1%x7 - x7*x8 - x8°2, x7°2 + x7*x8 + x8°2, x2 - x7,
x3- x8, x4 + x7 + x8, x5 - x7, x6 + x7 + x8]

Exercice 115. — 1. Ecrire un code permettant de déterminer si la carte de 1’exercice m
peut étre coloriée a I’aide de 3 couleurs ?

2. Faire de méme avec la carte 2 ci-dessous.

3. Faire de méme avec la carte des 22 régions métropolitaines en 2014 et celle des 13 régions
métropolitaines a compter du ler janvier 2016.

(Pour cet exercice, on pourra écrire un algorithme qui prendra en entrée le nombre de
régions et la liste des régions limitrophes.)
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FIGURE VIIL.5.: Carte 2.
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FIGURE VIIL.6.: Cartes des régions de France en 2014 et a compter de janvier 2016.

VIIL.2.1. Remarque.— L’algorithme utilisant le calcul des bases de Grobner pour déterminer
si une région peut étre coloriée en 3 couleurs n’est pas rapide : la complexité du calcul d’une
base de Grobner d’un idéal défini comme ci-dessus est exponentielle en n. Il n’y a a priori pas

d’algorithme rapide car ce probleme est NP-complet.

Exercice 116.— Donner un exemple de carte qui ne peut pas étre coloriée avec seulement 3
couleurs et possédant un minimum de régions.

Exercice 117.— Montrer que le théoréme [VIII.2|est un corollaire du théoréeme

§ 3 Généralisation aux graphes

Une carte peut étre représentée par un graphe non orienté dont les sommets sont les régions
et les arétes les couples de régions limitrophes. En fait, toute carte correspond a un graphe
planaire, ¢’est-a-dire un graphe qui peut étre dessiné dans le plan sans que deux arétes ne se

croisent.
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FIGURE VIIL.7.: Europe sous forme d’un graphe planaire.

La question se généralise au coloriage de n’importe quel graphe fini en un nombre donné m
de couleurs, tel que deux sommets adjacents aient des couleurs différentes. Rappelons qu’un
graphe fini non orienté est la donnée d’un ensemble fini de sommets I" que 1’on peut numéroter
de 1 a n et d’une relation binaire R sur I" qui est antiréflexive et symétrique.

On représente alors les m couleurs par les racines m-émes de 1’unité dans C. Pour chaque
sommet i de I', le fait d’&tre coloriée par I’une des couleurs se traduit par 1’équation

=1,

Pour deux sommets adjacents j et k (c.a.d. tels que (j,k) € R), le fait d’avoir deux couleurs
différentes se traduit par I'inéquation x; # x;. Comme on a

0=x7 —xf = (xj —x) (F + 27 e+ 27 2+ ),

I'inéquation x; # x; est équivalente a I’équation

XXl

Y X+ X =0

J

On considere I'idéal I défini de maniere analogue a la partie précédente. Le graphe peut alors
étre colorié avec m couleurs si et seulement si I’'idéal I ne contient par le polyndme constant 1.

Exercice 118. — Expliquer comment on peut utiliser cette modélisation pour décider si un
probleme de Sudoku a une solution ou non.
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5 2
719 3
381 4
4|6 117
5(7 11 2
7 3[2]1
8 914
5 8

FIGURE VIIL8.: Exemple de grille de Sudoku.






CHAPITRE
IX

Programmation linéaire en nombres entiers

Sommaire

(1. Exemples de problemes de programmation lineaire[ . ........... 119

2. Traduction sous forme d’une équation polynomiale d’un probleme de |
| programmation linéaire en nombres entiers| . . . . ... .......... 121

§ 1 Exemples de problemes de programmation linéaire

IX.1.1. Exemple : Production de peinture.— Une société produit de la peinture d’extérieur
et d’intérieur a partir de deux produits de bases B1 et B2. Les gains par tonne de production
des peintures d’extérieur et d’intérieur sont comparativement de facteurs 5 et 4. Les quantités
utilisées et disponibles des produits de bases sont explicitées dans le tableau ci-dessous :

Quantité utilisée par tonne produite Quantité disponible par jour
Peinture d’extérieur | Peinture d’intérieur
B1 6 4 24
B2 1 2 6
Profit par tonne 5 4

La chaine de production ne peut produire qu’au plus deux tonnes de peinture d’intérieur par
jour. Le probleme est de déterminer les quantités de peinture d’extérieur et d’intérieur que 1’on
peut produire par jour afin d’avoir un gain optimal.

IX.1.2. Modélisation : Production de peinture.—

2 inconnues du probléme
o1 = tonnes de peinture d’extérieur produites par jour ;
0> = tonnes de peinture d’intérieur produites par jour.

119
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Contraintes
601+ 40, <24,

01 +20, <6,
oy < 2.

Gain a optimiser
g(Gl,Gz) =501 +40.

CHAPITRE IX.

PROGRAMMATION LINEAIRE EN NOMBRES ENTIERS

On appelle solution admissible toutes valeurs satisfaisant les contraintes du probleme. (Ce ne
sont pas nécessairement des valeurs optimales.)
On peut utiliser ici une méthode graphique pour obtenir I’ensemble des solutions admissibles.

>

2.5

X+2y=6

3x+2y=12

0s{//

154/

T T T T T
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5

FIGURE IX.1.: Solutions admissibles

Exercice 119.— A I’aide de la représentation graphique ci-dessus, déterminer une solution

permettant un gain maximal.

IX.1.3. Exemple : Coiit de livraison.— Une firme automobile américaine a trois usines de
production d’un modele de véhicule : Los Angeles, Détroit et la Nouvelle-Orléans. Elle a deux
centres de distribution : Denver et Miami. Le probleme est ici de minimiser le colit des transports
entre les usines et les centres de distribution avec les contraintes de production et des demandes.

Capacité de production

Colts de transports

Denver | Miami
Los Angeles 1000 80 215
Détroit 1500 100 108
La Nouvelle-Orléans 1200 102 68
Demandes des centres de distribution 3700 2300 1400

IX.1.4. Modélisation : Cout de livraison.—

6 inconnues du probléme

01,02,03 nombres de voitures produites respectivement a Los Angeles, Détroit
Nouvelle-Orléans et distribuées a Denver ;
0{,0,,05 nombres de voitures produites respectivement a Los Angeles, Détroit et la
Nouvelle-Orléans et distribuées a Miami.

et la
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Contraintes

o1+ o = 1000,
02+ 05 = 1500,
03+ 0} = 1200,

o1+ 0> + 03 = 2300,
o] + 0} + o} = 1400.
Coiit a optimiser
c(o1,02,03,01,0;,03) = 8001 + 1000, + 10203 + 21507 4 10805 + 680;.

IX.1.5. Exemple : Probléme du voyageur de commerce.— Un représentant doit visiter n
villes une et une seule fois et revenir a sa ville de départ. Le colit de déplacement de la ville i a
la ville j est ¢; ;. Le probleme consiste a trouver un parcours de cofit minimal.

IX.1.6. Modélisation : Probléme du voyageur de commerce.—

n(n—1) inconnues
Pour i # j, on on considere I’inconnue o;, j valant O ou 1, suivant si I’on passe de ou non
de la ville i a la ville ;.

Contraintes

n
- Y o;j=1,i=1,...,n(On ne part qu’une seule fois de la ville i.)
j=1
n
- Y o;;=1,j=1,...,n(Onn’arrive qu’une seule fois a la ville j.)
i=1
— Y. 0;j<|S|—1pour toute partie propre Sde {1,...,n} (On interdit les sous-parcours.)
i,j€S
Coiit a optimiser
L €ij0ij:
i#j

§ 2 Traduction sous forme d’une équation polynomiale d’un
probléme de programmation linéaire en nombres entiers

Un programme linéaire en nombres entiers correspond a un systeme d’équations et inéqua-
tions linéaires (contraintes) dont les inconnues sont a valeurs entieres positives ou nulles et les
coefficients sont entiers, avec une fonction a optimiser (minimiser), qui est linéaire a coefficients
réels (voir exemples IX.1.5).

Un programme linéaire est dit sous forme normale, si les contraintes ne sont que des équations
(exemple [X.T.4). Notons que I’on peut toujours se ramener a une forme normale en ajoutant
une inconnue supplémentaire par inéquation, afin de la représenter par une équation.

Voici une description formelle d’un tel probleme :

Données
ajl - dim by

Une matriceA=| : .. i | €EMyu(Z),unvecteurcolonneB= | : | € M, (Z)

anl - dnm by
etun uple (cy,...,cn) € R™.
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Probléme Trouver une solution (o7, ..., 0;,) € N” du systéme linéaire
ap 01 +anoy+--+aimon = b ol by
An1 01+ 002+ +aunOm = by Om by
. . . . . m
qui minimise la fonction cofit ¢(o7y,...,0,) = ¥, ¢;0;.
=

IX.2.1. Exemple.— Trouver (0, 07,03,04) € N* tel que
301+200+03+04 = 10
401+ 02+ 03 = 5

qui minimise la fonction colit ¢(oy, 02,03,04) = 01+ 206, + 303 + 1204.

IX.2.2. Contraintes avec coefficients positifs ou nuls.— Pour commencer, nous supposons
que les coefficients dans les contraintes sont positifs ou nuls, ¢’est-a-dire a;; > 0 et b; > 0 pour
tout i, j. On peut alors traduire le systeme linéaire

(o] bl
Al L[ =1
O by
en une équation algébrique dans Qlxy,...,x,],
xiluGl +a1202++a1,n0m x6212161+a2202+"'+02m0m - 'xanGl+an262+'”+aanm — xll’lxg2 . .xZn. (%)

Pour I’exemple [[X.2.1] on obtient I’équation

3 2 4
x161+ 62+G3+0'4x261+62+63 :x%ox;

Exercice 120.— Ecrire 1’équation polynomiale correspondant a I’exemple [[X.1.4

L’équation [ est équivalente a

ap sy an\ o A Aom anm\O _ (b1 b b
(xl Xy© X" )1 ...(xl Xy ...)cn’"")m—x1 X7 X,

. ay; ar; Ay i C e
Pour j € {1,...,m}, on pose fj(x1,...,%,) =x, "%, ...x;" € Q[xy,...,x,] et on considere
pour résoudre le probleme, le morphisme

(P: Q[Yhaym] — Q[x17~--7xn]
f(y17y27""ym) — f(fl(Xl,...,Xn),fz(X1,...,xn),...,fm(XI,...,Xn))

Pour tout j € {1,...,m}, I'image de y; par ce morphisme est fj(xi,...,x,). En fait, c’est
I’unique morphisme de Q[yy, ..., y,] vers Q[xy,...,x,| vérifiant cette propriété.
Notons que si (07, ..., 0y,) est une solution admissible du probleme alors

01.0p Om\ _ £O1 oy __ b1 b b
OOV Y ) =1 =X
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. . by b ., . - b1 b
et en particulier x;'x5* .. .xb» € Im(¢@). Nous allons voir réciproquement que si X' xbn e

Im(¢) alors il existe une solution admissible, que I’on pourra calculer a 1’aide d’une base de
Grobner.

Pour la suite, nous fixons un ordre monomial sur .# [x1,...,Xn,y1,...,Vn] de telle facon que
les polynémes de Q[yy, ...,y soient plus petits que tous les polyndmes ayant des variables en
X1,.-.,X,. On peut par exemple prendre 1’ordre lexicographique associé a x; > xp > ... > x, >
yi> oo > Yme

On considere ensuite 1’idéal

I:<fj_yj: Jje{l,...,m})

et G la base de Grobner réduite de I pour 1’ordre monomial fixé.

IX.2.3. Remarque.—

.. . G
1. pour tout j, il existe r; sous forme normale modulo G tel que y; — r; € Q[y1,...,yn]
car le monOome y; est plus petit que tout polynome ayant des variables en xi,...,x, ;

: G
2. pourtout j,ona f; — rjcar fj—y; €l;

3. si(oy,...,0n) € N estune solution admissible du probleéme, c’est-a-dire, si xll”xg2 oxbn =

.. o alors
b1 by b, G, . o) o}
2 =g € Qv Y

Nous allons maintenant vérifier la réciproque et plus précisément le résultat suivant :

IX.1 Théoreme.— Le probléme a au moins une solution admissible si et seulement si

G . . G
xlf‘xlz’2 cxbn s r € Qyt,.. ., ym] si et seulement si xll"xg2 cooxbn =yt yGn pour un
uple (oy,...,0,) € N™, et dans ce cas (0j,...,0) est une des solutions admissibles. On

peut de plus supposer que yf‘ ...yom est sous forme normale modulo G.

Preuve. Par la remarque qui précede, si le probleme a une solution admissible, il existe r €

by b G
Q1.+ ym] tel que x7'x% ... xbn =5 7.
(. . . G . ,
Vérifions maintenant que si xll’lxlz’2 . .x,bl" — ralors r est un mondme et donc, sir € Q[yy, ..., Vml,
il est de la forme y{" ... y%" pour un uple (07, ..., 0y) € N™. Notons que les f; sont des monomes

et donc que I’idéal I est engendré par des différences de monomes. En reprenant, I’algorithme
de Buchberger, on peut facilement vérifier que 1’on obtient ainsi une base de Grobner formée
de différences de mondmes et 1’algorithme de réduction d’une base de Grobner donne alors
également une base G formée uniquement de différences de mondmes (vérification laissée en
exercice). Ainsi, toute réduction d’un monéme par G donne un mondéme et en particulier r est
un mondme. Si r n’était pas sous forme normale, on peut le réduire en un mondme plus petit

qui sera toujours dans Q[yy, ..., ym|-
: G oo .
Enfin, si x[f‘xgz a2 y?l ...yom, alors il existe des polyndomes g; € Q[x1,..., X, Y1,- -+, Vm]
tels que

m

b1 b

xllxzz...xZ" —y?‘ Yo = Zgj(xl,...,xn,yl,...,ym)(fj(xl,...,xn) —¥j)-
j=1
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Si on substitue f; a y; dans I’équation ci-dessus, on obtient

by by b g Om __
X0 x = =0
et ainsi (0y,...,0p) est une solution admissible. [

IX.2 Exemple.— Reprenons I’exemple [[X.2.1] et utilisons le théoréme précédent pour trouver
une solution (07, 6, 03,04) € N* de

301+200,+03+04 = 10
401+ 02+ 03 =5

Rappelons que ce systeme correspond a I’équation algébrique

3 4 10,5

x?61+262+0'3+64x42161+62+63 _ (xlxz)cl (x%x2>62 (xlx2)63x164 =x"%3.

On pose f1 = x?x‘z‘, Hh= x%xz, f3 = x1x3 et fu = x1. On introduit quatre nouvelles variables

Y1, Y2, V3, Y4 et on considere 1’idéal
T'= (xix3 — y1, %1% — y2, X1 — y3,X1 — Y4).
On calcule alors la base de Grobner réduite G associée a 1’ordre lexicographique (a faire en
exercice ou a I’aide de Sage) :
G = {X1 = ya, X233 — ¥1,X204 — Y3,1V4 — Y3, Y2 — Vaya}

Alors

0.5 G510 G 55
X1 Xy —=>XY4 — Y34

et donc (0,0,5,5) est une solution admissible.

Il s’agit maintenant de trouver une solution admissible qui minimise le cofit. Pour cela, il
faudra choisir un ordre monomial adéquat.

IX.2.4. Optimisation du coit et ordre monomial.—
Un ordre monomial < sur . (x1,...,Xn,Y1,---,Vm) est dit compatible avec une fonction coit

m

. / / . . O / /

c(o1,...,0m) = Y, ¢joj,sic(01,...,0p) <c(07,...,0;,) implique que y; ' ...yom < y1%0 ...y,
=

IX.3 Proposition.— Si 1’ordre monomial est de plus compatible avec la fonction cofit,
alors le théoreme précédent donne une solution admissible qui minimise le cofit, s’il existe
au moins une solution.

Preuve. Par le théoreme précédent, s’il existe une solution alors x]f‘xgz coxbn syt G
pour un uple (o7,...,0,) € N qui est une solution admissible et tel que yf' ...yom est sous

forme normale. Montrons que celle-ci minimalise le cofit. Soit (o7, ..., 0;,), une autre solution
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.. C o o ‘12 ..
admissible, qui vérifie donc )cll’lxg2 .. .xZ" =f,"... fu". En considérant la base de Grobner G’ =

GU{fj—vyj: je{l,...,m}}, onales réductions suivantes

by by b, G o o, G_ o o,
X| X" X ==Y Y Y Y
Ainsi, y7t ... yOn <Y\% ...y, %" etdonc c(o7,...,04) <c(0],...,00,) O

IX.2.5. Remarque.— Dans le cas ou les coefficients c; sont tous positifs, on obtient facilement
un ordre monomial compatible avec la fonction cott. Il suffit pour cela de considérer 1’ordre
lexicographique gradué sur .# (yy,...,yn,) avec poids (cy,...,cp), c’est a dire tel que

O./

o1 o, o]
Vi oY SV e Ym
si, et seulement si,

/
c(oy,...,0m) < c(of,...,0),) ou (c(ol,...,am):c(G{,...,G,;) et y"%lexy“).

Exercice 121.— 1. Vérifier que la relation ci-dessus définie un ordre monomial sur .Z (y1,...,Vm).
2. Expliquer comment a partir de cet ordre, on peut obtenir un ordre monomial sur .Z (x1,...,Xp, Y1, ,Ym)
tel que les polyndmes de Q[yy, ...,y soient plus petits que tous les polyndmes ayant des
variables en x1,...,x, et tel que cet ordre soit compatible avec la fonction cofit.

Voici le code Sage pour I’exemple|[IX.2.1|avec la fonction coiit ¢(0y,02,03,04) = 01 +20, +
305+ 1204 :

sage: reset ()

sage: TX = TermOrder(’lex’,2)
sage: TY = TermOrder (’wdeglex’,(1,2,3,12))
sage: Tc = TX +TY

sage: R.<x1,x2,y1l,y2,y3,y4>= PolynomialRing(QQ, 6, order =Tc)
sage: fl1 = x17°3*%x274; f2 = x172%x2; f3 = x1*x2; f4=x1
sage: I (f1-y1,f2-y2,£f3-y3,f4-y4)*R
sage: G I.groebner_basis ()
sage: f=x1"10%x2"5
sage: f.reduce(G)
y2~5

La solution admissible (0,5,0,0) est optimale pour cette fonction coit, ce qui n’était pas le

cas de la solution admissible (0,0,5,5).

Exercice 122. — Modifier la fonction cofit pour obtenir des solutions optimales différentes.

Exercice 123. — Trouver une solution entiere au probleme correspondant au systeme

4014+ 02+ 303 = 12
301+0,+2035+204 = 10
201 +2035+403+04 = 25

minimisant le coiit ¢(0y,0,,03,04) =201 + 02 + 303 +404.
IX.2.6. Contraintes avec coefficients entiers quelconques.— Dans le cas ou les coefficients

dans les contraintes ne sont pas nécessairement positifs ou nuls, c’est-a-dire dans le cas ou
certains a;; > 0 et b; > 0 sont négatifs, I’équation (x)

x6111101 41202+ +A1Om x;2161 +anGyttamOn X1 O1F @ 0ot O xlflxgz B 'xZn
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o b

associée au systtme A | : | = | : | n’est plus une équation algébrique mais une équation
O by

rationnelle.

IX.2.7. Exemple.— Considérons un probléme correspondant au systéme suivant :

30 —20p+03—04 = —1
401+ 0, — 03 =5

L’équation associée a ce systeme est alors égale a

(0323) % (o) 2x2) 2 (e, ) P (1) = 3.

Cette équation n’est pas une équation algébrique.
Afin de résoudre ce type de probléme, on introduit une indéterminée supplémentaire w qui
va nous permettre d’inverser les indéterminées xp,...,x,, en imposant de plus I’équation

X1...xgw=1.

Avec cette équation et en utilisant des puissances suffisantes de w, on obtient une équation
algébrique en xi,...,x,,w équivalente a I’équation rationnelle ().
Reprenons I’exemple ci-dessus. On considere w et I’équation xjxow = 1. Alors I’équation
rationnelle
3.4\01/(,—2.. \O —-1\o3/,—1\ou __ —1.5
(7x2) " (0 “x2) 2 (e ) ()™ = a7

est équivalente a

(x1x2) % (3w?) % (oxfw) ™ (xaw) * = 1w,

Voici un code Sage pour trouver une solution a ce probléme qui minimise le cofit
c(01,0,2,03,04) = 100001 + 0> + 03 + 1000;.

sage: reset ()

sage: TXW = TermOrder (’lex’,3)

sage: TY = TermOrder (’wdeglex’,(1000,1,1,100))

sage: Tc = TXW +TY

sage: R.<x1,x2,w,yl,y2,y3,y4>= PolynomialRing(QQ, 7, order =Tc)
sage: fl1 = x1°3%x274; f2 = x2°3xw~2; £3 = x172%w; f4 = x2x*w

sage: I = (x1*x2*w-1,fl-y1,f2-y2,f3-y3,f4-y4)*R
sage: G = I.groebner_basis ()

sage: f = x276%*w

sage: f.reduce(G)

yl*xy2~3*xy3~2
Ainsi (1,3,2,0) est une solution entiére du probleme minimisant son cofit.

Exercice 124. — Trouver une solution entiere au probléme correspondant au systéme

201+ 06, —303+ 04 = 4
—3014+20p—203—04 = —3

minimisant le colit ¢(oy, 02,03,04) = 201 + 02 + 303 + 404.
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Cette partie porte sur 1’étude d’applications de la méthode 1’élimination. On s’intéressera no-
tamment a deux applications géométriques : la recherche de points singuliers d’une courbe, le
calcul de I’enveloppe d’une famille de courbes. Ces deux problemes fournissent des systemes
d’équations polynomiales que I’on peut résoudre par élimination en utilisant les bases de Grob-
ner. Enfin, on présente une application originale en robotique.

§ 1 Applications de I’élimination

X.1.1. Résolution de systemes d’équations polynomiales.—

Exercice 125.— En utilisant le théoreme d’élimination, déterminer les solutions réelles et
complexes des systemes d’équations polynomiales suivants :

¥ +2y2—y—2z =0 4y +72-2x =0
x> —8y?+10z =1 ¥ —yz—x =0
x> —Tyz =0 x—y+2z =0
Exercice 126.— Résoudre en fonction de a le systeme d’équations polynomiales suivant :
x4+ y+z =a
x+y*+z =a
x+y+ ? =a

127
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X.1.2. La surface d’Enneper.— La surface d’Enneper est une surface de R? définie par le
paramétrage suivant :

x =3u+3w? —u’

y =3v+3utv—13

7 =3u*—3?

Donner une formulation implicite de de cette surface.

299.8

0.0

-299.8
20300

0.0

-2030.0
2030.0

FIGURE X.1.: Surface d’Enneper.

§ 2 Recherche de points singuliers

X.2.1. Points singuliers.— Soit f un polyndme de K][x,y] et soit € = V(f) la courbe de K>
définie par f, i.e., € est formée de I’ensemble des points (x,y) de K? vérifiant

f(xy)=0.
Rappelons que le gradient de la fonction f est le vecteur défini par

Jdf 0
erad(f) = (a—ﬁa—f) |

Un point (a,b) de € est dit singulier si grad(f)(a,b) = 0. Sinon, lorsque grad(f)(a,b) est non
nul, on dit que le point (a,b) est régulier.

X.2.2. Tangente & une courbe.— Etant donné un point (a,b) de la courbe %, une droite D
passant par (a,b) est définie paramétriquement par

X =a-+tct
y =b+dt
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La droite passe par le point (a,b) pour t = 0 et le vecteur (c,d) est parallele a la droite D.
L’ensemble des droites passant par (a,b) est obtenu en faisant varier le vecteur (c,d). Posons

g(t) = fla+ct,b+dt).

Comme (a,b) € €, 0 est une racine du polyndome g. On a

of df
/ __J - J
g ()= o (a+ct,b+dt).c+ 2y (a+ct,b+dt).d.
dov df af
/ —_—
¢ (0)= e (a,b).c+ F (a,b).d.

Si grad(f)(a,b) = 0, alors g’(0) = 0. Si grad(f)(a,b) est non nul, on a alors g’(0) = 0 si, et
seulement si,
df af

g(a,b).c—ka—y(a,b).d =0.

Lorsque (a,b) est un point régulier de €, la courbe 4" admet une tangente en (a,b) ; c’est la
droite affine passant par (a,b) et dirigée par le vecteur (c,d), orthogonal au vecteur grad(f)(a,b).

X.2.3. Calcul des points singuliers.— Un point singulier (a,b) de € vérifie

df df
——(a,b)=0 et —=—(a,b)=0
Sr(@h) =0 et ZHab)=0
de plus, comme c’est une point de la courbe, on a
fla,b) =0.
Les points singuliers de € sont ainsi les solutions du systeme d’équations polynomiales
f =0
25—
1
En 0

X.2.4. Exemple.— Considérons la cubique cuspidale ¢ = V(y* —x°)

I I I I I
-4 -2 0 2 4

FIGURE X.2.: Cubique cuspidale y* = x>.
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Les points singuliers de € sont les solutions du systeme :

Vo3 =
—3x2 =0
2y =0

Il est immédiat que la courbe 4" n’admet qu’un seul point singulier, le point (0,0).

Exercice 127. —

1. Tracer la courbe de R? définie par 1’équation
y2 =x*(1+x).
2. Déterminer I’ensemble de ses points singuliers.

Exercice 128. —

1. On considere la courbe de R? définie par

V= -2,

ou c est une constante réelle. Faire un tracé de cette courbe pour ¢ = 2. Déterminer 1’en-
semble des points singuliers de cette courbe.

2. Montrer que le cercle
2,2 2

X +y =a,
ne possede pas de point singulier.
Exercice 129.— L’ astroide est la courbe de R? d’équation
(P +y? = 1) 27 =0.
Faire un tracé de I’astroide, puis calculer I’ensemble de ses points singuliers.

Exercice 130. — Tracer, puis calculer les points singuliers de la sextique de Cayley, d’équation

4 +y? —x)P =272 + %)%

§ 3 Calcul de ’enveloppe d’une famille de courbes
X.3.1. Famille de courbes.— Soit F un polynéme de R[x,y,t]. Un réel  étant fixé, on notera
V(F;) I’ensemble algébrique affine de R? défini par les solutions de I’équation
F(x,y,t) =0.

On appelle famille de courbes engendrée par F I’ensemble des V(F;), lorsque ¢ parcourt R.

X.3.2. Exemple.— Soit F = (x — )+ (y —t?)> — 4. Pour ¢ € R fixé, F défini un cercle de R?
d’équation
(x—1)>+(y—1})?=4.

Voici un tracé de quelques cercles de cette famille :
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20F

15+

10

1 1 L L 1
-10 -3 0 5 10

FIGURE X.3.: Famille de cercles.

Exercice 131.— On considere la parabole de R? défini par
(x—1)>—y+1=0,

ou ¢ est un parametre réel. Tracer une famille de telles paraboles.

X.3.3. Enveloppe de courbes.— Soit V(F,) une famille de courbes dans R2. L’enveloppe de
la famille V(F;) peut se décrire intuitivement comme la courbe qui est tangente a toutes les
courbes de la famille. La discussion sur cette notion géométrique dépasse le cadre de ce cours.
Formellement, on définira ’enveloppe de la famille V(F;) comme 1’ensemble des points (x,y)
de R? vérifiant, pour tout réel 7, les équations suivantes

‘ F(x,y,t) =0
JoF _
_t(xayvt) =0

X.3.4. Exemple.— Reprenons I’exemple SiF = (x—1)*4 (y—1*)?—4, ’enveloppe de
la famille V(F;) est définie par les équations

(k=1 + (=1 -4 =0
43 —4ty+2t—2x =0
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On calcule une base de Grobner de I’'idéal I = <F \ %—f> avec I’ordre lexicographique induit par

y <x<t.Onobtient G = {g1,82,83,84,85}, avec

2 P By By 10 1055 8 3T
L= a5t T oY T 35 T 135t T 135t Y T35t Y T g5
16 5 32, 64 128
1350 1350 T135° 7 135
2 . 7 30697 1. 1 7 29 . 1
2 3 2 5 3.2 3 3 3
=t =Sty -ty — Sty — ——t— —x° — = = e
L e A L T e R A T L T
1, 161 23
— XY — XY — =X
o™ T 1aa™ 288
3 3 431 1 1, 1 1 107
3 2 4 4 2.3 2.2 2
=X =t Xy — —tx— = —xt—= - —
23 xy+4xy+16xy 64x 2xy—|—4x 2xy+2xy+32xy
159 , 1, 5, 183, 119
el v b 202 5y 2
¥ T T TR Y g
7 241 7327 1 7 1 7 185
4 3 2 5 5 3.3 3.2 3
=0yt — oty =3yt - oty 4~ O3y - oy -
84 =1y = oIy =Y m o IV g T Y g Y Ty T Yy
1473 5 3 4 17 5 99, 1461 6929
— X — =Xy — =Xy — =X ——xy+——x
18" T2V TR TR T YT 256
5 191 15 17 . 225 289
gs = x0 +xty? — §x4y - 1—6x4 —2x%y} —6x?y* + §x2y+43x2 +y* — 7))3 + T6y2 + 34y — -

D’apres le théoreme d’élimination, le premier idéal d’élimination I/ MR [x, y] est engendré par le
polyndome gs. Par suite, I’enveloppe est contenue dans I’ensemble algébrique affine V(gs).

10 [

-3
T

o
T

C A

FIGURE X.4.: Enveloppe de la famille (x —1)? + (y —1%)? = 4.

Exercice 132.— Calculer ’enveloppe de la famille de parabole de I’exercice [I31]

Exercice 133. — Pour les familles de courbes suivantes, faire un tracé de quelques éléments de
la famille, calculer I’enveloppe de la famille, puis tracer cette enveloppe.

L (x—1)?+y* =35t eR,
2. (x—1)2+(y—12)? =12t cR.

X.3.5. Remarque.— Notre définition sur les enveloppes reste bien intuitive. En effet, consi-
dérons la famille ¥ composée des cercles de rayon 1 et dont le centre se trouve sur 1’axe des
abscisses x.
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Exercice 134. — Déterminer 1’enveloppe de la famille %'.

Exercice 135. —

1. Déterminer I’enveloppe de la famille de courbes définie par I’équation
(x—13)24+y*=1.

2. Tracer cette enveloppe et comparer avec le résultat de 1’exercice précédent.

§ 4 Une application en robotique

L’ objectif est d’étudier les configurations géométriques d’un bras robotisé. Pour cette étude,
nous allons faire quelques hypotheses simplificatrices sur les éléments constitutifs du bras.
Méme en considérant une version idéalisée, il est possible de présenter cette problématique
importante en robotique.

On s’intéresse au probleme de la réalisation des mouvements et de la description de I’espace
des mouvements possibles d’un bras robotisé de la forme

X.4.1. Modélisation géométrique d’un robot.— On considere des robots planaires, dont I’évo-
lution est dans le plan, ou spatiaux, dont I’évolution est dans I’espace. Les bras robotisés que
nous considérons possedent deux extrémités :

— la premiere est fixée au socle et supporte le bras du robot ;
— D’autre extrémité est la partie terminale, appelé main, qui réalise la tiche du robot : percage,
vissage, peinture, ...

Un robot est ainsi vu comme une réunion de segments et de joints ; on considere des joints de
deux types :

— les rotules qui permettent de faire une rotation d’un segment relativement a un autre (dans
le cas planaire, on suppose que les mouvements se déroulent dans un méme plan). La
rotation entre deux segments est repérée par son angle 0, ainsi I’ensemble des positions
d’une rotule est paramétré par S’ ;
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— les joints prismatiques qui permettent de réaliser une translation a partir d’un segment via
un bras télescopique. La position d’un tel joint est paramétrée par un intervalle de R.
L’ensemble des positions des joints d’un bras composé de r rotules et de p joints prismatiques
est paramétré par
J=8"x.. . xS'xIx... x 1,

avec r produits S! et ol I est I’ensemble des positions du k-&me joint prismatique. L’ensemble
J est appelé I’espace des joints du robot.

On repére la main du robot, 4 un instant donné, par un point (x;,x;) de R?. Ainsi I’ensemble
des positions de la main du robot décrit une partie U de R2. A chaque point de U, on peut asso-
cier un vecteur unité u décrivant I’orientation de la main. En notant V 1’ensemble des vecteurs
unités associés a I’orientation de la main, le produit cartésien C = U x V est appelé I’espace de
configuration de la main du robot. Ainsi, on peut déterminer toutes les positions de la main du
robot a 1’aide d’une application

f:J—C

reliant la position de la main avec celle de I’ensemble des joints.

On peut alors formuler deux problemes classiques en robotique :
— probléeme du mouvement avant : peut-on donner une description explicite de f ?
— probléme cinématique inverse : si ¢ € C, peut-on décrire f~1(c) ?

X.4.2. Le probleme du mouvement avant (cas planaire).— On consideére que le premier
segment du bras du robot est fixé a un socle. Soit (x,y;) les coordonnées du premier joint du
bras. On associe au joint i un systéme de coordonnées B;11 = (xj+1,yi+1)

— dont I’ origine est placée au joint i,

— I’axe positif des x; 1 est situé dans le prolongement du segment i + 1,

— I’axe des y;11 est normal a I’axe des x; 1.
Ainsi, pour tout i > 2, les coordonnées (x;,y;) du joint i sont (;,0), ou /; est la longueur du
segment i.

On veut écrire le systeme de coordonnées fB; ;| en fonction de f3;. Notons 6; I’angle entre les
axes x; et x;1 (mesuré dans le sens trigonométrique usuel). Soit g un point de R2, on note

o= 5] s 5]

bit1

ses coordonnées dans les systemes f3;1| et B; respectivement. On a

a; o COSQ,‘ —sin9i a1 + li
bi | | sin6; cos6; bii1 0|
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En utilisant une représentation affine du plan dans R>, on a

a; COS 9,' —sin 9,‘ l,‘ aj+1
b; | = | sin6;, cosB; O bit1
1 0 0 1 1
En posant
cosO; —sin6; [;
A;= | sinf; cosB; O
0 0 1
on a ainsi
a; ait+1
bi | =A;| bin1
1 1

Pour un robot formé de k rotules, on aura

X1 Xk+1
i | =A A AR Yk |
1 1

ou B = (x1,y1) est le systéme de coordonnées initial.
Comme la main est attachée au dernier joint, on obtient les coordonnées de la main dans le
sytéme 31 en posant x; =y, = 0, d’olt

X1 0
Y1 =A 1A2 .. .Ak 0
1 1
X.4.3. Exemple.— On considere un bras avec trois rotules :

S S S S S

Ona
X1 cos®; —sinf; O X
Vi = sin 91 COS 91 0 y2
1 0 0 1 1

Ici I’origine de B, = (x7,y>) est placée au premier joint. On a

X1 cosfO; —sinB; O cos@, —sinB I cosB; —sinb; I3 X4
yi | = | sinf; cosf; O sin6, cosB, O sinB3 cosB; O V4
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1
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Soit
X1 cos(0;+ 6,4+ 63) —sin(0;+ 6+ 63) I3c0s(60) + 6>) + L cos(6) X4
yi | = | sin(6+6,+63) cos(6;+6,+63) [3sin(0;+ 6)+1psin(6) V4
1 0 0 1 1

Les coordonnées (x4,y4) de la main sont (0,0) dans le systeéme de coordonnées du dernier joint,
on a donc

X1 I3cos(6; + 0) + 1 cos(6y)
yi | = | I3sin(6;+ 6;) +sin(6))
1 1

X.4.4. Probleme cinématique inverse (cas planaire).— Etant donné une position (a,b) de
IR? et une orientation, on souhaite déterminer s’il est possible ou non de placer la main du robot
a cette position et dans cette orientation. On peut procéder de la fagon suivante.

Posons ¢; = cos(6;) et s; = sin(6;). On a la condition ¢? + 57 = 1. On peut alors écrire I'image
de f : J — C comme une fonction polynomiale

S
f: f2 5
f3

ol f] et f» sont des polyndmes en ¢; et s;, et f3 un polyndme en 6;, pour i € [1,n]. Le probleme
revient alors a chercher les solutions du systeme d’équations polynomiales :

fleryeooyeny Sty Syt ly) =a
glcryeeyCnyStyeeySuyliy o ly) =D
c% S% =1,
c%—f—s% =1.

On calcule pour cela une base de Grobner du systéme relativement a 1’ordre lexicographique
induit par I’ordre alphabétique suivant :

s1 <1 <...<8, <y

Les réels a,b,ly,...,l, sont des parametres du systeme, on calcule la base de Grobner dans
Ianneau R(a,b,l,...,1;)[c1,...,¢cn,81,-..,5,]. En pratique, on fixera les ; pour calculer les
solutions du systeme.

X.4.5. Exemple.— Reprenons I’exemple En utilisant les formule trigonométrique

cos(0) + 6;) = cos ) cos 6, — sin B sin 6, = cjcp — 5152,
sin(6; + 6;) = sin 6 cos 0, + sin 6> cos O = s1¢7 + 77

I3 (0102 — S1S2) + ey
f= l3(slcz +S2C1)+12S1
0, +6,+ 65
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Les configurations possible du robot pour que la main atteigne la position (a,b) de R? sont
données par les solutions du systemes suivant

l3(C]CZ—S1S2)—|—lzcl =a

B(sica+s2c1)+ sy =b
c% +s% =
C% +s% =1

Exercice 136. —

1. Calculer dans Q(a,b,l,13)[c2,52,¢1,51] une base de Grobner de 1’idéal engendré par les
équations du systéme précédent, pour I’ordre lexicographique induit par s; < c¢; < 3 < ¢3.
2. En déduire les solutions s1, s2, c1, ¢2 de ce systeme en fonction des parametres a, b, [; et [3.

Exercice 137.— Etudier les configurations d’un bras robotisé plan constitué de quatre rotules.
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§1 Prise en main de I’environnement de calcul SAGE

L’ objectif de cette annexe est de découvrir le systeéme de calcul Sage, en particulier sa syntaxe,
ses mécanismes d’affectation et d’évaluation. Dans ce cours, nous utilisons Sage pour le calcul
polynomial, nous présentons ici les principales opérations de Sage pour la manipulation de
polyndmes.

A.1.1. Le systeme de calcul Sage.— Sage est un systéeme de calcul formel et numérique dont
le développement a débuté en 2005 a I’université de Washingtonm Sage est construit au des-
sus de systemes libres déja existants tels que MAXIMA et SYMPY pour le calcul symbolique,
GAP pour la théorie des groupes, PARI pour la théorie des nombres, SINGULAR pour 1’algebre
commutative, SCYPY pour le calcul numérique, R pour les statistiques. Sage a pour objectif de
fournir une alternative libre aux systemes propriétaires tels que MAPLE, MAGMA, MATLAB.

Un point fort, outre la mise en commun des potentialités de tous ces systemes, est 1’ utilisation,
au lieu d’une multitude de langages spécifiques, d’un langage informatique universel Python
comme langage fédérateur. Ainsi les structures mathématiques sont implémentées dans un cadre
catégorique et orienté objets avec des méthodes pour les objets structurés et des méthodes pour
leurs éléments. Les classes ainsi définies sont regroupées dans des modules Python.

1. http://www.sagemath.org/
2. http://www.python.org/
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I1 existe plusieurs facons d’utiliser Sage : en « ligne de commande » , en écrivant des pro-
grammes interprétés ou compilés en Sage, en écrivant des scrits Python qui font appels a la
bibliotheque Sage. Nous utiliserons ici Sage par I’intermédiaire d’une « interface graphique »
permettant d’éditer des « feuilles de travail » .

A.1.2. Connexion au serveur Sage.— La connection au serveur Sage passe par une identifi-
cation via la page a I’adresse http://sage-math.univ-1lyonl.fr. Saisir cette url dans votre
navigateur web, puis saisir votre login référencé par 1I’annuaire ldap de I’'UCBL. Apres cette
premiere identification, vous tes connecté a un serveur Sage qui demande une identification :
saisir le méme login et le mot de passe associé. Vous accédez ainsi a une interface de gestion
de « feuilles de travail » .

A.1.3. Premiere feuille de travail.— Pour ouvrir une nouvelle feuille de travail, cliquer sur le
lien New Worksheet. La feuille présente différentes fonctionnalités, en particulier :

- une zone de menus : File, Action, Data, sage, permettant de gérer la feuille de travail, en
particulier une entrée du menu File permet d’enregistrer la feuille de travail dans un fichier
(le serveur Sage de I'UCBL étant en phase expérimentale, il est conseillé d’enregistrer ses
feuilles de travail a 1’issue de la séance),

- trois boutons Save, Save & quit, Discard & quit, permettant d’enregistrer la feuille de travail
et de quitter la feuille de travail en I’enregistrant ou non.

- des cellules pour la saisie des commandes.

Dans un premier temps, nous n’utiliserons pas les autres fonctionnalités disponibles.

A.1.4. Les cellules— Les cellules permettent de saisir les instructions. Pour évaluer 1’en-
semble des instructions saisies dans une cellule, on peut cliquer sur le lien evaluate au-dessous
de la cellule ou bien utiliser le racourci clavier <MAJ><ENTREE>.

Exercice 138. — Saisir I’expression suivante puis I’évaluer.
sage: 2+2

Il est possible d’évaluer séquentiellement toutes les cellules de la feuille de travail avec I’en-
trée Evaluate All du menu Action.

Pour insérer une cellule (entre deux cellules), cliquer sur la ligne bleu au-dessus ou au-
dessous de la cellule ou bien faire <CTRL><ENTREE> au clavier. Pour supprimer une cellule,
vider la cellule de son contenu puis <DELETE>.

A.1.5. Aide en ligne et complétion dynamique.— Une aide en ligne est disponible pour
les commandes et les méthodes. Cette aide en ligne permet aussi d’obtenir une description
des classes. Pour obtenir de 1’aide sur une méthode ou une classe on exécute I’instruction
nomMethode? ou nomClasse?.

Exercice 139. — Tester les instructions suivantes :

sage: cos?
sage: RationalField?
sage: PolynomialRing?

Pour écrire le nom d’une méthode ou d’une classe, on peut utiliser la complétion dynamique
en utilisant la touche <TAB>.
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§ 2 Variables et expressions

A.2.1. L’affectation.— Pour affecter a une variable une valeur, on utilise le symbole =, par
exemple

sage: x = 2 + 2
sage: x

4
sage: x = cos(pi/12)
sage: x

1/12*%(sqrt(3) + 3)*sqrt(6)

L’ affectation d’une variable n’affiche pas la valeur de la variable sur la sortie standard. Tester :

sage: x
y
¥

sqrt (2)
3

w

sage: y
.. print x

y
sqrt (2)
3

Pour un affichage plus visuel on peut utiliser la fonction show(-). Saisir I’instruction sui-
vante :
sage: show(x)

Pour afficher la valeur de variable x avec une approximation avec 20 chiffres décimaux :

sage: x.n(digits=20)

Il est possible de saisir des instructions sur plusieurs lignes, pour passer a la ligne, utiliser la
touche <ENTREE> :

sage

PR XN
=]
ot

o N < M
=]
ct ..

CONK IR I
N o<
1
N
+
<
N
I
N
+
ot

Pour réinitialiser les variables, on peut utiliser la méthode reset () :

sage : x=2
print x
reset ()
print x
2
X

A.2.2. Expressions symboliques.— Sage permet de manipuler des expressions symboliques.
La commande var permet de déclarer des variables symboliques.

Exercice 140. — Saisir les instructions suivantes puis les évaluer.
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sage : var(’x,y’)
z = cos(x)~2 + sin(y)~2
print z
z = z(x=y)
print z
z.simplify_trig()

La méthode subs.expr(), ou la syntaxe expression(variable = valeur), permet de
substituer des valeurs dans une expression symbolique :

sage : var(’x,y’)
z = cos(x)~2 + sin(y)~2
print z.subs_expr (x==pi/2)
print z(y=pi/2)

A.2.3. Fonctions.— On peut définir des fonctions de la fagon suivante :

sage : reset ()
var (’x,y’)
f(x,y) = x/sin(x) + sqrt(y)
f

Dans Sage, toute expression mathématique est un objet. Un objet posséde des attributs dé-
finissant sa structure et des méthodes permettant de modifier sa structure ou de communiquer
avec lui. En particulier, les fonctions sont des objets :

sage : f.parent ()

qui possedent des méthodes d’acces, par exemple :

sage : f.show()
.. f.limit (x=0).show()
f.diff(x).show()

Pour définir une fonction avec Sage, on peut aussi utiliser la commande def. Par exemple,
pour la fonction
X — X2

on peut procéder de la facon suivante :

sage: def carre(x):
RN return x~2
sage: carre(3)
9
sage: A = Matrix([[1,1],[1,1]1])
sage: carre (A)
[2 2]
[2 2]

On peut définir des fonctions de plusieurs variables de la méme facon. Par exemple, pour la
fonction
(x,y) — cos?(x) 4 sin?(y)

sage: def fonc(x,y):
return cos(x)~2 + sin(y)~2
sage: fonc(pi/3,pi/2)
5/4
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A.2.4. Remarque.— Tous les types d’objets ne possedent pas la méthode show (). Tester la
méthode show () sur une matrice :

sage: A = Matrix([[1,2],[3,5]11)
.. A.show ()

Tester ensuite la fonction show(-) :

sage: show (A)

§ 3 Les polynomes a une indéterminée

A.3.1. Anneaux de polyndomes a une indéterminée.— Pour construire un anneau de poly-
ndmes, on utilise le constructeur PolynomialRing. [’anneau R = Alx] des polyndmes a une
indéterminée x a coefficients dans un anneau ou corps A peut se spécifier par I’expression sui-
vante :

R.<x> = PolynomialRing(A, ’x’).

Pour construire les anneaux Z[x|, Q[x], R[x] et Z/nZ|x], on utilise respectivement les expres-
sions R.<x> = PolynomialRing(ZZ, ’x’), R.<x> = PolynomialRing(QQ, ’x’), R.<x>
= PolynomialRing(RR, ’x’),R.<x> = PolynomialRing(Integers(n), ’x’).

Par exemple, pour construire Q[x| :

sage: R.<x> = PolynomialRing(QQ, ’x’)
sage: R
Univariate Polynomial Ring in x over Rational Field

L’argument QQ de PolynomialRing est ici le corps de base Q. Pour accéder a I’anneau (ou
au corps) de base de R, on peut utiliser la méthode R.base_ring().

sage: R.base_ring()
Rational Field

L’argument ’x’ de PolynomialRing est une chaine de caractéres qui représente le nom de
I’indéterminée de I’anneau de polynomes.

L’expression x dans R.<x> est une variable Python ayant pour valeur I’indéterminée de 1’an-
neau de polyndmes R.
La variable x est donc égale au polyndme x de Q[x] :

sage: x.parent ()
Univariate Polynomial Ring in x over Ratiomnal Field

Ainsi, le polyndme x de Q[x] est différent du polyndme x de R[x] et du polynéme ¢ de Q|t].

A.3.2. Construction de polynémes.— Un polyndéme de A[x] se définit simplement comme
une expression algébrique en I’indéterminée x :

sage: R.<x> = PolynomialRing(QQ, ’x’)
sage: f = 2%x72 - 3*x +1
sage: f.parent ()
Univariate Polynomial Ring in x over Ratiomnal Field
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On peut générer un polyndme au hasard avec la méthode random_element ().

sage:

f = R.random_element (degree=6)
sage: f

2*%x~6 + 11*xx~5 + 1/4%x~3 + 1/3%x"2 + 2*xx - 2

Pour changer d’anneau de base de A[x] en B[x], on utilise la méthode f . change_ring(B).

sage: g = f.change_ring(RR)
sage: g.parent ()

Univariate Polynomial Ring in x over Real Field with 53 bits of
precision

A.3.3. Evalutation d’un polyndme et substitution dans un polynéme de ’indéterminée.—
Pour évaluer le polyndme f en la valeur a on peut utiliser I’instruction f (a) :

sage: reset ()
sage: R.<x>= PolynomialRing(QQ, ’x’)
sage: f = x72 + 3*xx +1
sage: f(sqrt(3))

(sqrt (3) + 3)#*sqrt(3) + 1
sage: f(sqrt(3)).expand()

3xsqrt (3)+4

On peut également substituer 1’indéterminée par une expression :

sage: f(x~2+1)
x4 + 5*x"2 + b

A.3.4. Opérations d’acces sur les polynomes d’une seule indéterminée.— Les principales
opérations d’acces permettent d’obtenir

— le nom de I’'indéterminée : f.variable_name(),

— le coefficient de x* : £ [k],

— le coefficient dominant : f.leading_coefficient (),

— le degré : f.degree(),

— laliste des coefficients : f.coeffs (),

— la liste des coefficients non nuls : f.coefficients().

A.3.5. Opérations arithmétiques élémentaires.— Les opérations arithmétiques élémentaires
s’écrivent naturellement : I’addition £ + g, la soustraction f - g, la multiplication f * getla
puissance £"k.

sage: reset ()
sage: R.<x>= PolynomialRing(QQ, ’x’)
sage: f = x73 + 3*x72 +1
sage: g = x"2 +1
sage : f~"2xg+ 3xf-g~4
6*x”"7 + 6%x76 + 8%x"5 + 9%x74 + bB*x"3 + 12*%x72 + 3

On peut également calculer la dérivée d’un polyndome avec la méthode f .derivative().

sage : f.derivative ()
3*%x72 + 6%*x
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A.3.6. Arithmétique euclidienne.— I’anneau K|[x| étant euclidien, les méthodes de division
sont simples :

— le test de divisibilité de f par g : g.divides(f),

— pour obtenir la multiplicité d’un diviseur g de f : k = f.valuation(g),

— pour calculer la division euclidienne dans K[x], ou K est un corps, f = gg+7r:

sage: q, r = f.quo_rem(g)

sage: q
x + 3
sage: r
-x - 2
sage: q = f//g
x + 3
sage: r = f%g
-x - 2

— pour calculer le plus grand commun diviseur (pgcd) de polyndmes de K[x], ot K est un
corps, on utilise la méthode gcd : f.gcd(g), gcd([f1, £2, £3]):

sage: reset ()
sage: R.<x>= PolynomialRing(QQ, ’x’)
sage: f = 16x(x~12 - 3*x"5)*(x"2 -1)
sage: f.gcd(f.derivative())

x4

— pour calculer le plus petit commun multiple : p.1cm(q), lem([pl, p2, p3]):
X
X
m

— la méthode xgcd permet de calculer une relation de Bézout :

g =pged(fi,f2) =urfi+usfo, ou gui,u, fi, fo € Klxl.
La syntaxe est la suivante g, ul, u2 = f1.xgcd(£f2) ouxgcd(f1, £2).Par exemple,

sage: f1 x°7 -1
sage: x"3 -1
sage: fl.xgcd(£2)
(x -1, 1, -x~4 - x)
sage: 1*xfl1+(-x~4-x)*£f2
x -1

h
N
o

Exercice 141.— On considere les polyndmes
N =x =30+ 2% =241, b =x34+2x% -3 —x+45.

1. Déterminer le degré, le coefficient dominant et la liste des coefficients du produit f f5.
2. Calculer la division euclidienne de f, par fi.

3. Calculer le pged de f et f>.

4. Calculer fi(1).

A.3.7. Racines d’un polynéme.— Il existe plusieurs méthodes pour calculer les racines d’un
polyndme. La méthode roots d’un polyndome retourne les racines du polyndme dans son an-
neau de base, sous la forme d’une liste de couples (racine, multiplicité) :
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sage: reset ()
sage: R.<x>= PolynomialRing(QQ, ’x’)
sage: f = (x-1)*(x"2-1)*(x"2+1)*(x"2 - 5)
sage: f.roots(QQ)

[(_1, 1)’ (1) 2)]

Il est possible de spécifier le domaine, par exemple pour obtenir les racines réelles, puis les
racines complexes :

sage: f.roots(RR)

[(-2.23606797749979, 1), (-1.00000000000000, 1),
(1.00000000000000, 2), (2.23606797749979, 1)]

sage: f.roots(CC)

[(-2.23606797749979, 1), (-1.00000000000000, 1),
(1.00000000000000, 2), (2.23606797749979, 1),
(-5.44339946922833e-36 - 1.00000000000000%I, 1),
(-5.44339946922833e-36 + 1.00000000000000*I, 1)1

A.3.8.Idéaux de A[x].— Lesidéaux d’anneaux de polyndmes sont des objets construits a partir
de la méthode ideal :

sage: reset ()

sage: R.<x>= PolynomialRing(QQ, ’x’)

sage: I = R.ideal(x"2 + 1)

sage: I
Principal ideal (x~2 + 1) of Univariate Polynomial Ring in x over
Rational Field

ou bien avec la syntaxe suivante, pour construire I’idéal I de Q[x] engendré par les deux poly-
noémes fi =x>—letfo=x"—x>+x—1:

sage: I = (x72 - 1, x°3 - x°2 + x - 1)*R

sage: I
Principal ideal (x - 1) of Univariate Polynomial Ring in x
over Ratiomnal Field

Pour réduire un polyndme 4 modulo un idéal 7, on peut utiliser la méthode I.reduce(h) :

sage: I = R.ideal(x"5+x"4+x~3+x"2+x+1, x~4-x"3+x-1)
sage: I.reduce(x"4 + 1)
-x + 1

sage: I
Principal ideal (x~3 + 1) of Univariate Polynomial Ring in x over
Rational Field

sage: f = x~3+1

sage: g = x"4+1

sage: ght
-x + 1

Exercice 142.— Soit I I’idéal de Q[x] engendré par les polyndmes

fi=x—1, p=x*+2+222—2x—3.

1. Déterminer un générateur g de I tel que I = (g).
2. Montrer que le polyndme f = x* 4 2x*> — 3 est dans I.
3. Décomposer f en une combinaison algébrique de f; et f>.
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§ 4 Polynomes a plusieurs indéterminées

Sage permet de calculer avec les polynomes a plusieurs indéterminées. La différence fonda-
mentale avec le cas a une seule indéterminée est que ’anneau K[x,...,x,| n’est pas principal,
cf. exercice 59 du chapitre [IT, Pour I’arithmétique euclidienne dans ces anneaux, les bases de
Grobner sont alors un outils précieux.

A.4.1. Anneaux de polynomes a plusieurs indéterminées.— Pour construire 1I’anneau des
polyndmes a plusieurs indéterminées Alx,y,...], on utilise le constructeur
PolynomialRing(A, ’x,y,...”). Par exemple, pour I’anneau Q|[x,y,z] :

sage: R.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ, ’x,y,z’)
sage: R
Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over Rational Field

Les variables Python x,y,z ont pour valeur les trois indéterminées et sont donc égales res-
pectivement aux mondmes x, y et z de I’anneau Q|x, y, z].

Il est également possible de construire I’anneau des polyndmesdes a plusieurs indéterminées
ayant un méme nom indicé par des entiers naturels, comme par exemple
X0yX1, -« yXp OU Y0, V1, ..,V Pour construire I’anneau Al[xo, ...,x,—1], on utilise le constructeur
PolynomialRing(A, ’x’, n).

Par exemple pour construire I’anneau Q[xg,x1,x,x3,x4] :

sage: reset ()
sage: R = PolynomialRing(QQ, ’x’, 5)
sage: R
Multivariate Polynomial Ring in xO, x1, x2, x3, x4 over Rational Field

Attention, dans le code précédent on n’a pas encore introduit de variables Python pour les
indéterminées :

sage: f = x0+x2%x3
NameError: name ’x0’ is not defined

Il est donc nécessaire de récupérer le n-uplet des indéterminées en utilisant la méthode
R.gensQ :

sage: reset ()
sage: R = PolynomialRing(QQ, ’x’, 5)
sage: x = R.gens ()

Les variables Python x[0],x[1], ..., x[4] ont alors respectivement pour valeurs xg, X1, ..., X4.
sage: f= x[0]+x[2]*x[3]
sage: f
x2*x3 + x0
sage: g = sum(x[i]~i for i in =xrange(5))
sage: g

x4~4 + x3°3 + x2°72 + x1 + 1
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A.4.2. Evalutation et substitution.— Pour I’évaluation d’un polyndme f, il faut donner une
valeur a chacune des indéterminées ou préciser les indéterminées a substituer. Dans le second
cas, on utilise la méthode f.subs ().

sage: reset ()
sage: R.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ, ’x,y,z’)
sage: f = 2%xx"2%y*xz~2 + 3*xxy~2%xz - 4*%xz"2
sage: £(1,0,2)
-16
sage: g = f.subs(x=1, z=y~2-1) ; g
2%¥y~5 - y~4 - 4xy~3 + b5xy~2 + 2%y - 4
sage: g.parent ()
Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over Rational Field

sage: reset ()

sage: R = PolynomialRing(QQ, ’x’, 6)

sage: x = R.gens ()

sage: f = sum((i+1)~2*x[i]l*x[i+1]~i for i in xrange (5))
sage: f

25%x4*xx574 + 16*x3*x4°3 + 9*x2*x372 + 4*x1*x2 + x0
sage: g = f.subs({x[i] : -i for i in xrange(5)}) ; g
-100*xx5~4 + 2918

A.4.3. Ordre monomial sur I’anneau de polynomes.— Avec le constructeur PolynomialRing,
on peut spécifier un ordre monomial sur un anneau de polynémes a plusieurs indéterminées :

sage: R.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ, ’x,y,z’, order=’lex’)
sage: x > y~2

True

sage: X72 *y*x z > X * y
True

sage: X72 *y* z > x"3 * y
False

Dans cet exemple, on a spécifié I’ordre lexicographique, lex, induit par z <y < x. On peut
spécifier I’ordre lexicographique "inverse", invlex, induit par x < y < z.

sage: R.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ, ’x,y,z’, order=’invlex’)
sage: X *x y > z
False
sage: X772 *xy*x z > X *x ¥y
True
sage: X772 xy*x z > X~3 * y
True

Il existe également I’ ordre lexicographique gradué, deglex (voir définition a la partie[11.4.9).

I

sage: R.<x,y,z>
sage: z~3 > x72

PolynomialRing(QQ, ’x,y,z’, order=’deglex’)

True

sage: X772 xy*x z > X *x y ¥ z72
True

sage: X772 xy*x z > X~3 * y
False

L’ ordre spécifié par défaut est I’ordre degrevlex :

sage: R.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ, ’x,y,z’)
sage: R.term_order ()
Degree reverse lexicographic term order

La définition de cet ordre se trouve sur lapage http://www.sagemath.org/doc/reference/
sage/rings/polynomial/term_order.html.


http://www.sagemath.org/doc/reference/sage/rings/polynomial/term_order.html
http://www.sagemath.org/doc/reference/sage/rings/polynomial/term_order.html
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A.4.4. Méthodes d’acceés.— Les principales opérations d’acces permettent d’obtenir
— le support : f.exponents(),
— les coefficients non nuls f.coefficients(),
— le degré total : f.degree(),
— le degré en x : f.degree(x),
— le terme dominant : £.1t(),
— le coefficient dominant : £.1c(),
— le mondme dominant : £.1m().

sage: R.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ, ’x,y,z’)
sage: f = 2%x72%y*z72 + 3xx*xy~2%z - 4%xz"2
sage: print f.degree() , f.degree(x)

5 2

On peut utiliser I’opérateur crochet [ ] pour extraire des coefficients, il accepte comme pa-
rametre un mondme ou son exposant :

sage: f[2,1,2] , £[1,2,1], £[0,0,2]
(2; 3’ _4)

sage: f[x"2*xy*z~2]
2

Exercice 143. — Soit f = 5x?y3z? + 3xy*z + 42> — 2xy + zy -+ z un polyndme de Q[x,y,z].

1. Avec Sage, donner le terme dominant, le coefficient dominant et le mondme dominant de f
pour I’ordre lexicographique et pour I’ordre lexicographique gradué.
2. Donner le degré total de f,

A.4.5. Opérations arithmétiques sur les polynomes.— Pour les polyndmes a plusieurs in-
déterminées, les opérations arithmétiques +, -, * s’utilisent comme dans le cas d’une seule
indéterminée.

Comme K|xj,...,x,] n’est pas principal, les méthodes basées sur la division euclidienne des
polyndmes ne fonctionnent pas dans ce cas. En particulier, il ne faut pas utiliser les commandes
f//g et £%g qui ne tiennent pas compte de I’ordre monomial spécifié. On peut par contre utiliser
la méthode divides () et la méthode quotient // sur des termes en plusieurs variables.

Pour réduire le terme dominant de f modulo g suivant I’ordre monomial spécifié, vous pouvez
utiliser la méthode f .mod (g). Cette méthode ne réduit successivement que le terme dominant
et s’arréte avec un reste ayant un terme dominant non divisible par celui de g.

Par exemple :

sage: reset ()
sage: R.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ, ’x,y,z’, order =’lex’)

sage: f = x72%y"2%z - x"2%xy~2+ x*xy~ 2%z + y~2%z"2 +y; f
XT2%yT2%z - XT2%y~T2 + x*y“2%z + yT2%xz"2 + y
sage: g = y~2 -y*xz; g
y°2 - y*z

sage: p= f.mod(g); p
XT2%y*z72 - xT2%y*z + X*yT2%z + yT2%z"2 + y
Les termes xy°z et y*z> de p sont encore divisibles par le terme dominant de g mais ils ne sont
pas dominants. Si ’on veut obtenir le reste de la division de f par g, il faudra alors mettre de
coté successivement les termes dominants :
sage: r=p.1t ()
sage: p p - p.-1tQO)
sage: p p-mod(g); p
-XT2%y*z + x*y“2%z + y~2%z"2 + y
sage: r=r+p.1t(); p = p - p.1t(); p = p.mod(g); p
X*y*z~2 + y~2%xz"2 + y
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sage: r=r+p.1lt(); p =p - p.1t(); p = p.mod(g); p
y*z~3 +y

sage: r = r+p; r
X"2%y*xz"2 - xT2%y*z + x*y*xz~2 + y*z~3 + y

Exercice 144.— Soient f = x>y3 +2y?, fi = 2xy?> +3x+4y” et f> = y*> — 2y — 2 des polyndmes
de Qlx,y]. En utilisant 1’ordre lexicographique induit par y < x, calculer le reste de la division
de f par fi, f» comme décrit dans I’algorithme de division Calculer ensuite le reste de
la division de f par f2, f1.

Exercice 145.— Soit f =x2y> —w?, fi=x—y*w, h=y—w, fi=z—w et fu=w’—w

des polynémes de Q[x,y,z,w]|. En utilisant I’ordre lexicographique induit par w < z <y < x,
calculer le reste de la division de f par f1, f2, f3, f4 dans cet ordre. Faire le méme calcul avec
’ordre f4, f3, f>, fi. Faire les mémes calculs avec f = x2y? +w>.

Exercice 146. — Ecrire une méthode qui prend en argument un polyndme f et des polynomes
f1, f2, ..., fs et qui retourne les polyndmes uy, ..., ug et r de I’algorithme de division de f par fi,
.oy fs (cf Algorithme [[I1.5.3]).

On pourra compléter le code suivant (F représente la liste des polyndmes f1, ..., f;) :

sage: def algodivision(f,F):
U [0 for i in [0..(len(F)-1)]]
0; p =1

r

return [U,r]

Vérifier a I’aide de cette méthode vos résultats dans les deux exercices précédents.

A.4.6. Calcul de bases de Grobner.— La méthode I.groebner_basis() retourne une base
de Grobner réduite de 1’idéal 1. Une base est de Grobner G d’un idéal [ est dite réduite si

i) lc(g) =1, pour tout g € G,
ii) pour tout g € G, aucun mondme de p n’est dans I’idéal (It (G — {g}))-

Pour un ordre monomial fixé, tout idéal non nul possede une unique base de Grobner réduite
d’apres la proposition[V.7]

sage: R.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ, 3, order=’deglex’)
sage: fl = x*xy-y~2

sage: f2 = x"2-z"2

sage: I = (f1, £2)=*R

sage: G = I.groebner_basis ()

sage: print G

Avec I’argument toy:buchberger, la base de 1’idéal est complétée en une base de Grobner
sans €tre réduite :

sage: R.<x, > = PolynomialRing(QQ, 3, order=’deglex’)

Y,z
sage: f1 x72 +y"2 -1
sage: f2 x"2 + z72 - 1
sage: I = (f1, £2)*R
sage: G = I.groebner_basis ()
sage: H = I.groebner_basis(’toy:buchberger?’)

sage : print G
[x~2 + z~2 - 1, y~2 - z~2]
sage: print H
[x~2 + y=2 - 1, x°2 + z"2 - 1, y~2 - z"2]
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Exercice 147.— Pour les idéaux suivants, construire une base de Grobner en utilisant 1’ordre
lexicographique, puis 1’ordre lexicographique gradué.

1. I = <x2y— 1,xy? —x>,

2. 1= <x2 +y,xt + 2y + 2 + 3>,

3. I={x—z"y—2°).

Exercice 148. — Montrer que les polyndmes f] et f> de I’exercice|144|{ne forment pas une base
de Grobner de I’idéal qu’ils engendrent pour I’ ordre lexicographique induit par y < x.

Exercice 149.— Montrer que les polyndmes f1, f2, f3, f4 de I’exercice[[45 ne forment pas une
base de Grobner de 1’idéal qu’ils engendrent pour I’ordre lexicographique induit par z <y < x <
w. Existe-t-il un ordre lexicographique pour lequel cette famille forme une base de Grobner ?

Exercice 150.— Calculer les S-polyndmes des couples (f1, f2) de polyndmes de Qlx,y, z] sui-
vants avec 1’ordre lexicographique et I’ordre lexicographique gradué induits parz <y < x:

L fi =32, h=xy*+2,

2. fi=3yz—xy, h=xy"+ 2,

3. fi=3x*y—yz fa=xy*+z"

Exercice 151.— Ecrire une méthode qui prend en argument une liste F de polyndmes et qui
retourne une base de Grobner de 1’idéal engendré par F', a I’aide de 1’algorithme de Buchberger

(cf Algorithme |V.3.3)).
On pourra compléter le code suivant et utiliser la méthode algodivision de I’exercice [[46]:

sage: def algoBuchberger (F):
G = copy(F)
B = [[F[i]l,F[jl] for i in [0..(len(G)-1)] for j in [(i+1)..(len(G)-1)1]
while (len(B)>0):
f,g = B.pop(0) #récupére et supprime le premier couple de B

return G

Exercice 152.— Ecrire une méthode qui prend en argument une base de Grobner et retourne
une base de Grobner réduite. On pourra utiliser 1’algorithme décrit dans I’exercice [I00] (La
méthode sort () permet de trier une liste.)

A.4.7. Probléeme de ’appartenance a un idéal.—

Exercice 153.— Soit / I’idéal de Q[x,y, z] défini par
I = <y—x3,x2y—z> .

1. Calculer une base de Grobner de I pour I’ordre lexicographique induit par z < y < x.
2. Le polyndme f = xy> —z% +y° — 7> appartient-il 4 I ?

Exercice 154.— Les polyndme x> + 1 et x> — 1 s’écrivent-ils comme combinaison algébrique
des polyndmes x+y+z, xy+yz+zx et xyz —17?

Exercice 155.— On considere dans Q[x, y, z] les idéaux

= <x2+z,xy+y2+z,xz—y3 —2yz,y4+3y2z+z2>,
J= <x2+z,xy+y2+z,x3—yz>.

A-tonlICJ,JCloul=J?
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A.4.8. Résolution de systemes d’équations polynomiales.—

Exercice 156.— Soit I = (f}, f») I’idéal de R[x,y] engendré par les polynomes
fl :x2+2y2_ 17
f =X 4xy+y*—1.

1. Déterminer une famille de générateurs de 1’idéal I N R[x| et de I’idéal I N R[y].
2. Déterminer les solutions du systeme d’équations suivant

filx,y) =0,
f2 (X,y) =0.

Exercice 157.— Pour a = 1,2, 3, déterminer toutes les solutions dans QQ du systeme
X%+ 2y2 =a,

xz-l—xy-l—y2 =a.
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Exercice 158. — Déterminer une base des idéaux d’élimination I; = INR[y,z] et [, = INR[Z]

pour I’idéal I engendré par les équations

C+y+? =4,
x> 4+2y? =5,
xz =1.

Déterminer les solutions dans Q3 de ce systéme.

Exercice 159.— On considere les équations

2+xr+y 4+ =0,
2424 —xy—72 =0,
t+y’—72 =o0.

Soit I I’idéal engendré par ces équations.

1. Calculer une base de Grobner de I pour I’ordre lexicographique induit par z < y < x < t.

2. Calculer une base de Grobner de 1’idéal 1N QJx,y, z].
3. Calculer une base de Grobner de I NQ|x, y, z] avec 1’ordre monomial degrevlex.

A.4.9. Recherche d’extrema et de points critiques.—
Exercice 160. — Déterminer les extrema de la fonction réelle
f=2+y +xy,
soumis 2 la contrainte x> +2y* = 1.
Exercice 161. — Montrer que la fonction réelle
F=E )Py —z4+2 +x+y

ne possede pas de point critique.
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