Algebre appliquée - MAT2054L Lundi 14 avril 2014

SECOND CONTROLE.
Durée 1h30. Les calculatrices et les documents ne sont pas autorisés.
Le sujet est constitué de deux exercices indépendants.

EXERCICE 1

1. On note <inylex I’ordre lexicographique sur M (x, y, z) induit par 1’ordre alphabé-
tique x < y < z. On rappelle que <inviex €St un ordre monomial, comme tout ordre
lexicographique.

Classer par ordre croissant selon <inyiex les mondmes suivants :

2.2 3,5 5,22 7,2 6
xyzs, xy’z, x’yz5, y'z, xy .

2. On note <inviex 1’0ordre renversé défini par m; <rinviex M2 Si My <inviex My poUr
tous mondmes m;, m, de M(x,y,z).

i) Vérifier que <inviex N'est pas un ordre monomial.

i1) <rinviex €st-il un bon ordre ?

3. On rappelle que pour un mondme m = x*yPz¥ € M(x,y,z), son degré total est
deg(m)=o+p +v.
On définit un nouvel ordre <greviex par

my #grevlex m; si deg(m1) < deg(ml) ou (deg(m1) = deg(mZ) et My <rinviex mZ)r

pour tous mondmes m;, m, de M(x,y, z).
i) Classer par ordre croissant selon <greviex les mondmes de la premiere question.

ii) Montrer que <greviex €St un ordre monomial.

4. Donner un exemple de deux mondmes distincts m; et m, de M(x,y,z) ayant
chacun pour degré total 2 et vérifiant m; <greviex M2 €t T, < griex M1 OU < grlex €5t 'Ordre
lexicographique gradué associé a I’ordre alphabétique x >y > z.

T.S.V.P.



EXERCICE 2

1. Soit K[xy, ..., x,] I'anneau des polyndmes a n indéterminées et a coefficents dans
un corps K, muni d’un ordre monomial.

i) Rappeler la définition d’une base de Grobner pour un idéal I de Kix;, ..., xy].

ii) Soit I un idéal de K[xy,...,x,] et G = {g1,9z,..., g} une base de Grobner de I
avec t > 2. Montrer que si 1t (g;) divise 1t (g;) alors {ga, ..., g¢} est une base de
Grobner de L.

2. On se place dans 'anneau de polyndémes Q[x,y,z] muni de l'ordre lexicogra-
phique gradué < e« induit par 'ordre alphabétique x >y > z.

On considere les polyndmes

- f1 = XyZZ —x3,

- f, = yzz —X,

- f3=x3—x%x%
etl'idéal I = <f1 y fz, f3>.

i) Vérifier que {fi, f,, f3} est une base de Grobner de I.

ii) En déduire que {f;, f3} est une base de Grébner de I.

3. On reprend la question 2 en munissant cette fois-ci Q[x, y, z] de ’ordre lexicogra-
phique <ex induit par I'ordre alphabétique x >y > z.
Est-ce que {f1, f2, f3} est encore une base de Grobner de 1?



