CHAPITRE
VIII

Applications des
bases de Grobner a la géométrie élémen-
taire
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Dans cette partie on illustre I’utilisation des bases de Grobner pour retrouver de ma-
niere effective des théoremes de géométrie élémentaire.

§ 1 Traduction algébrique de problemes de géométrie

VIIIL.1.1. Droite de Gauss-Newton.— On consideére un quadrilatere convexe ABCD
sans cOtés paralleles et on note E le point d’intersection de (AB) avec (CD) et F le
point d’intersection de (AD) avec (BC). Soient I, J et K les milieux respectifs des trois
diagonales [AC], [BD] et [EF| de ce quadrilatére complet. Alors les trois points 1, J et K
sont alignés.
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FIGURE VIII.1.: Droite de Gauss-Newton

On peut retrouver ce résultat en traduisant les hypotheses géométriques par des rela-
tions polynomiales : pour cela, on considere les coordonnées des points A, B, C, D, F,
I, J, K dans la plan euclidien. Sans perdre de généralités, on peut supposer que A est a
’origine et B sur I’axe des abscisses. On obtient ainsi

A:(O7O)7 B:(X0,0), C:(Xl,XZ), D:(.X3,.X4), E:(x570))
F = (x6,x7), I=(x8,%9), J=(x10,x11) K= (x12,X13).

On traduit les hypotheses géométriques en terme d’équations polynomiales :
X5 —X1 X3 —X]

— E € (AB) N (CD) se traduit par Xy X4—X

=0, c’est-a-dire par

—X1X4 + X2X3 — X2X5 + x4x5 = 0
(ici comme on a pris A, B et E sur I’axe des abscisses, I’hypothése E € (AB) est
déja vérifiée).
— F € (AD)N(BC) se traduit par

par

X6 — X0 X1 —X0
—X7 X2

X6 X3
X7 X4

=0et =0, c’est-a-dire

—x3x7 +x4x6 = 0 et — xpx2 + xox7 — X1X7 + X2x6 = O.

— I est le milieu de [AC] se traduit par
2xg —x1 = 0et2x9 —xp = 0.
— J est le milieu de [BD)] se traduit par
2x10—x0 —x3 =0et2x1; —x4 = 0.
— K est le milieu de [EF] se traduit par

2x12 — x5 —x¢ = 0 et 2x13 —x7 = 0.
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La conclusion, les trois points 7, J et K sont alignés, est équivalente a
X10 —Xg X12 — X8
X11 —X9 X13 — X9

= ( c’est-a-dire a

XgX11 — X8X13 — X9X10 + X9x12 + X10X13 — X11X12 = O.

On se place dans ’anneau R[xq, x1,...,x3] et on pose
f1 = —x1x4 +X2X3 — XoX5 +X4X5, fo = —X3X7 + X4X,
f3 = —Xox2 +XoX7 — X1X7 +X2X6, fa = 2xg—Xx1,
J5 = 2x9 — x2, fo = 2x10 — X0 — X3,
f1=2x11 —x4 =0, f8 = 2x12 — x5 — X,
Jo=2x13 —x7, S = Xxgx11 — X8X13 — X9x10 + X9X12 + X10X13 — X11X]2.

On peut alors vérifier en calculant une base de Grobner (ou directement avec Sage)

quefe <f17f27f37f47f57f67f77f87f9>-

On en déduit que f = 0 est conséquence du systtme f1 = fo = f3 = fa = fs = fe =
fi=fs=/fo=0.

Le code Sage pour vérifier quef6 <f17f2)f37f47f57f67f7af87f9> :

sage: R= PolynomialRing(QQ, ’x’,14)

sage: x= R.gens ()

sage: f1 = (x[4]-x[2])*(x[56]-x[1]1)+x[2]*(x[3]1-x[1])
sage: f2 = x[4]*x[6]-x[3]1*x[7]

sage: 3 = x[2]*(x[6]-x[0])-(x[1]1-x[0])*x[7]

sage: f4 = 2xx[8]-x[1]

sage: f5 = 2xx[9]-x[2]

sage: f6 = 2xx[10] - x[3]-x[0]

sage: f7 = 2*xx[11] - x[4]

sage: f8 = 2*x[12] - x[56]-x[6]

sage: f9 = 2*x[13] -x[7]

sage: f = (x[10]-x[8])*(x[13]-x[9]) -(x[11]1-x[9]1)*(x[12]-x[81)
sage: I = (f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7,£f8,f9)*R

sage: f in I

True

En utilisant I’ordre lexicographique et le théoreme d’élimination, on peut retrouver
directement la propriété de colinéarité des points /, J, K :

sage: R= PolynomialRing(QQ, ’x’,14, order =’lex’)
sage: x= R.gens ()

sage: f1 = (x[4]-x[2])*(x[6]-x[1])+x[2]1*(x[3]-x[1]1)
sage: f2 = x[4]1*x[6]-x[3]*x[7]

sage: 3 = x[2]*(x[6]1-x[0])-(x[1]1-x[0])*x[7]

sage: f4 = 2xx[8]-x[1]

sage: f5 = 2xx[9]-x[2]

sage: f6 = 2xx[10] - x[3]-x[0]

sage: f7 = 2*x[11] - x[4]

sage: f8 = 2xx[12] - x[5]-x[6]

sage: f9 = 2*x[13] -x[7]

sage: I = (f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7,£f8,f9)*R

sage: G = I.groebner_basis ()

sage: print G

[x0 + x3 - 2*xx10, x1 - 2%*x8, x2 - 2%x9, x3*x9 + x6*x9 - x6*xx11 -
2%x8*xx13 - 2*x9*xx10 + 2*%x10*x13, x3*x13 - x6*x11, x4 - 2*x11, x5 + x6 -
2%x12, x6*xx8*%x9*x13 - 1/2%x6%x8*x13°2 + 1/2*xx6%x9"2%x10 -
1/2%x6%x9"2%x12 - x6*x9%x10%x13 + 1/2%x6*x10%*x13"2 - x8"2%x13"2 -
x8*x9*xx10*%x13 + x8*x10*xx1372 + x8*xx12%x13°2 + x9*x10*x12*x13 -
x10*x12*%x1372, x6*x9*x11 + x6*x9*xx13 - x6*x11*x13 - 2%x8*x13°2 -
2%x9*xx10%x13 + 2*x10*x13°2, x7 - 2*x13, x8*x11 - x8*x13 - x9*x10 +
x9%x12 + x10%x13 - x11%x12]
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VIIL.1.2. Remarque.— Pour les calculs avec Sage ci-dessus, on se limite a 1’anneau
des polyndmes a coefficients rationnels, car les hypotheses et la conclusion sont a coef-
ficients rationnels et tous calculs intermédiaires (divisions, réductions, calcul de bases de
Grobner) ne font également intervenir que des des polyndmes a coefficients rationnels.

. . b z z M ~ H
Exercice 1. — En traduisant les hypotheses géométriques dans le repere affine (A,zﬁ ,AD),
retrouver le résultat sur la droite de Gauss-Newton.

VIII.1 Proposition.— Soit A, B, C, D, E, F six points distincts du plan euclidien
orienté. Les énoncés géométriques suivants s’expriment par des équations polyno-
miales :

1. les droites (AB) et (CD) sont paralleles ;

les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires ;
les points A, B et C sont alignés ;

les distances AB et CD sont égales ;

le point C appartient au cercle de centre A et de rayon AB ;

A

le point C est le milieu du segment [AB] ;

les angles orientés (ﬁ ) et (ﬁ,lﬁ ) sont égaux modulo 7 ;

. la droite (BD) est la bissectrice de I’angle ABC;
9. le point C appartient a la médiatrice de [AB].

x©

Exercice 2. — Montrer la proposition VIII.1. Pour le point 7 rappelons que

det (AB, AC) = AB x AC x sin (AB,AC) et AB - AC = AB x AC x cos (AR, AC)

Exercice 3. — Soit ABC un triangle. Traduire en termes d’équations polynomiales les
théoremes de géométrie suivants :

1. Les trois hauteurs de ABC se coupent en unique point, appelé 1’orthocentre de ABC.

2. Les trois médianes de ABC se coupent en unique point, appelé le centre de gravité
de ABC.

3. Le centre du cercle circonscrit, 1I’orthocentre et le centre gravité du triangle ABC
sont alignés. (La droite contenant ces trois points est appelée droite d’Euler.)

§ 2 Conséquences d’un systeme d’équations algébriques
et radical d’un idéal

VIIIL.2.1. Conséquences d’un systéeme d’équations algébriques.— Dans la partie pré-
cédente, on a étudié un théoreme de géométrie dont les hypotheses et les conclusions
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peuvent étre traduites en termes de systemes d’équations polynomiales. De maniere abs-
traite, la question est de résoudre le probleme suivant :

Etant donnés des polynémes fi,. .., f;,g de K[x1,...,x,], est-ce que

filxi,...,x,) =0

g(x1,...,x,) = 0 est conséquence du systéme ?

fs(xl,. .. ,)Cn) =0
Définition VIIL.2. — Soit f1,..., f;, g des polyndmes de K[x, ..., x,]. On dit que I’équa-

tion g = 0 est une conséquence du systeme d’équations f; =...= f,=0sig(ay,...,a,) =
0 pour tout (ay,...,a,) € V(fi,..., fs), autrement dit si

gEI(V(f1,-. fs))-

VIIIL.2.2. Radical d’un idéal.—

VIIL.3 Proposition. — Soit 7 un idéal de K[x,...,x,]. L’ensemble /I suivant, ap-
pelé radical de 1,

VI:={f €K|xi,...,x,] | f™ €I pour un entier [}

est un idéal contenant /.

Exercice 4.— 1. Montrer la proposition précédente.

2. Donner un exemple d’idéal strictement inclus dans son radical.

VIIL.4 Proposition.— Soit f,..., f;, g des polynomes de Klxi,...,x,].
Sige/{(fi,-.-,fs) alors I’équation g = 0 est une conséquence systeme d’équations
fi=...=f;=0.

Exercice 5S.— 1. Montrer la proposition précédente.

2. Donner un exemple de deux polynémes f et g de R[x,y] tel que g = 0 est consé-

quence de f = 0 mais g & \/(f).

Dans le cas du corps C (et plus généralement d’un corps algébriquement clos), les
deux notions sont équivalentes par le théoreme des z€éros de Hilbert :



CHAPITRE VIII. APPLICATIONS DES
120 BASES DE GROBNER A LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE

VIIL.5 Théoreme (admis !). — Soit f1,..., fs € Clxi,...,x,] alors

IV(fi,-o o ) =V 10 S5)-

Autrement dit, pour tout polyndme g € Clxy,...,x,], ’équation g = 0 est consé-
quence du systeme f] = ... = f; =0 si et seulement si g € \/(f1,..., fs)-

Exercice 6. — Soit fi,...,fs € R[xy,...,x,]. On note Vc(f1,...,fs) ensemble algé-
brique affine formé des points de C”" satisfaisant le systetme f; = ... = fy = 0. Soit
g € R[xy,...,x,]. Montrer que

gV iy fs) SRy, ..oy

si et seulement si
g €I(Ve(fisea o £i) € Clrry. o).

VIIL.2.3. Probleme de ’appartenance au radical d’un idéal.— La théoréme suivant
donne un critere pour déterminer si un polyndme appartient au radical d’un idéal :

VIIL.6 Théoréeme (admis !). — Soit fisoonfsng € Klxy,...,x,). Alors

g €/{fi,---,fs) sietseulement si

Le{fi,oo fs, 1 =y8) S Klxi,. o xn, ).

On peut donc répondre a ce probleme en calculant une base de Grobner de 1’idéal

<f1)"'7fS71_yg>'

Exercice 7.— Soit f1,..., f5,g € Kx1,...,x,JetI=(f1,..., fs, | —yg) CK[x1,...,xn,]
Soit G une base de Grobner de / pour un ordre monomial fixé.
Montrer que g € v/ (f1,...,fs) si et seulement si G contient un polyndme constant.

§ 3 Hypotheses implicites de généricité dans les
théoremes de géométrie

VIIL3.1. Exemple.— Soit A, B et C trois points du plan affine. Soit D le milieu de [AB]
et E le milieu de [CD]. Si on note F le point d’intersection des droites (AE) et (BC), on
aFB=2FC.
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Sans perte de généralité, on peut supposer que D est I’origine du plan et A et B sont
sur I’axe des abscisses. Ainsi, on peut choisir les coordonnées suivantes pour les points
de ce probleme :

A:(—XQ,O), B:(X(),O), C:(Xl,X2>, DZ(O,O), E:(X3,X4), F:(x5,x6).

Ce choix particulier de coordonnées assure que D est le milieu de [AB]. Traduisons en
termes algébriques les autres hypotheses :
— E estle milieu de [CD] se traduit par

2x3—x1 =0¢et2x4 —xp =0.

Xs+Xxo X3+ Xo

— F estle point d’intersection des droites (AE) et (BC) se traduit par B .
6 4

X5 —Xo0 X1 —X0
X6 X2

0et =0, c’est-a-dire par

XoX4 — XoXg — X3X6 + Xax5 = 0 et — xoxp + XoXg — X1X6 + X2x5 = 0.

Comme F € [BC], la conclusion FB = 2FC est équivalente a

3x5 —2x1 —x9 = 0 et 3xg — 2xp = 0.

Considérons maintenant les polynémes de R|[xp,x1,x2,x3,X4,X5,X6] suivants : f; =
2x3 — X1, f2 = 2x4 — X2, f3 = X0X4 — XoXe — X3X6 + XaXs5, f4 = —X0X2 + XoXe — X1X6 +X2X5,
g1 = 3x5 —2x1 — xp et go = 3x¢ — 2x3.

Soit I = <f17f27f37f4>' Alors 81 ¢ et 82 % Il:

sage: R.<x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6>= PolynomialRing(QQ, ’x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6’)
sage: fl1 = 2xx3-x1

sage: f2 = 2xx4-x2

sage: f3 = (x5+x0)*x4 -(x3+x0)*x6
sage: f4 = (x5-x0)*x2 - (x1-%x0)*x6
sage: gl = 3*x5-2%x1-x0

sage: g2 = 3*xx6-2%x2

sage: I = (f1,f2,£f3,f4)*R
sage: gl in I, g2 in I
(False, False)
Mais, en fait g; et g» n’appartiennent pas non plus au radical /7 :

sage: R.<x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6,y>= PolynomialRing(QQ, ’x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6,y’)
sage: f1 2xx3-x1

sage: f2 = 2xx4-x2
sage: f3 = (x5+x0)*x4 -(x3+x0)=*x6
sage: f4 = (x5-x0)*x2 - (x1-x0)*x6

sage: gl 3*xx5-2%x1-x0
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sage: g2 = 3*x6-2%x2
sage: hl = 1-yx*xgl
sage: h2 = 1-yxg2
sage: I1 = (£f1,f2,f3,f4,h1)*R

sage: 12 (f1,f2,f3,f4,h2)*R
sage: 1 in I1, 1 in I2
(False, False)

Cela signifie que les équations g; = 0 et go = 0 ne sont pas conséquences du systeme
f1 = f» = f3 = fa = 0 au-dessus du corps des complexes. Dans la traduction ci-dessus
on omet de traduire I’hypothese implicite de généricité : les points A, B et C ne sont pas
colinéaires ; c’est-a-dire 1’hypothese xpx; # 0.

Pour inclure I’inéquation xgx, # 0 parmi les hypotheéses, on considere une nouvelle
variable 7 et I’équation 1 — xgxpt = 0. Posons f5 = 1 —xoxpt et J = (f1, f2, f3, f4, f5) C
Rxo,x1,x2,x3,%4,x5,X6,]. Alors, on vérifie que g et g» appartiennent a J :

sage: R.<t,x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6>= PolynomialRing(RR, ’t,x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6’)
sage: f1 = 2xx3-x1

sage: f2 = 2xx4-x2

sage: f3 = (xb5+x0)*x4 -(x3+x0)*x6
sage: f4 = (x5-x0)*x2 - (x1-x0)*x6
sage: fb = 1-t*xx0x%x2

sage: gl = 3*x5-2%x1-x0

sage: g2 = 3*x6-2%x2

sage: I = (f1,f2,f3,f4,f5)*R
sage: gl in I,g2 in I
(True, True)

Exercice 8. — Dans cet exemple, il n’est pas question d’angles. On peut donc considé-
rer le repere affine (D, lﬁ, IY‘ ). Retrouver ainsi le résultat.

Exercice 9.— Reprendre I’exercice 3 et vérifier a I’aide du logiciel Sage que les conclu-
sions sont des conséquences des hypotheses apres ajout éventuel d’hypotheses de géné-
ricité.

§ 4 Découvrir ou redécouvrir des théoremes de
géométrie

VIIL4.1. Théoréme de Poncelet.— Dans cette partie, nous retrouvons en utilisant les
bases de Grobner, un résultat de Poncelet qui établit une relation entre les rayons des
cercles inscrits et circonscrits d’un triangle et la distance entre les deux centres de ces
cercles. Soit ABC un triangle, O; le centre du cercle circonscrit de rayon ry et O, le
centre du cercle inscrit de rayon r,. Notons d la distance O10;.
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Sans perte de généralité, on peut supposer que A et B sont sur 1’axe des abscisses et
O sur I’axe des ordonnées. On obtient ainsi pour coordonnées :

A(XI,O), B(XQ,O) 02(03 }"2) C(X3,X4) O] (x57x6)'
L’hypothése "(AO>) est la bissectrice de (ﬁ )" s’exprime par 1’équation

AB-AO; AC-AO;
H H =
_det(AB,AO5) det(AC,A0)

Apres calculs, on obtient

(x2 —x1)((r3 —x3)xg — 2x172(x3 —x1)) = 0.

=5
De la méme fagon, on obtient pour I’hypothese "(BO,) est la bissectrice de (ﬁ )"
I’équation
(2 = x1) (15 — x3)x4 — 2x272(x3 — x2)) = 0.

Le fait que O; soit a I’intersection des médiatrices des segments [AB] et [BC] corres-
pond aux égalités suivantes

AL-AO, — BA-BO, et BC-BO, = CB-CO..

Apres calculs, on obtient

(X2 — x1)(2x5 —x2 — x1) = 0 et 2x4x6 + 2x305 — 2x2X5 — x5 — X3 +x5 = 0.
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Pour d, ry, on obtient les équations suivantes :

d*— (6—r2)2 x%
r%—x6 (x5 )

Comme on ne considere pas le cas dégénéré ou A = B, on suppose que x, —x; # 0 et
on pose alors

fi= (3 —x)xa — 2x172(x3 — x1),

= (r% —x%))m — 2)QI’2(X3 —X2),

f3=2x5 —x2 — x1,

Ja = 2x4X6 + 2x3x5 — 2X0X5 — xﬁ — x% +x%,

fs =d*>—(x6 —r)* —x3,

fo=ri—xg—(xs—x1).

Soit I'idéal I = (fi,..., fs) CR[d,r1,r2,x1,...,%6]. A1'aide de Sage(), on calcule une

base de Grobner correspondant a 1’ordre lexicographique (inverse) associé a 1’ordre al-
phabétique d < r; < rp <x1 < ... < xg Cette base comporte 97 polyndmes et 1’idéal

d’élimination I NR[d, r1, ;] est trivial d’aprés le code Sage() ci-dessous

sage: R.<d,r1,r2,x1,x2,x3,x4,x5,x6> =
PolynomlalRlng(QQ,’d r1 r2 Xl X2 x3,x4,x5,x6’,order =’invlex’)

sage: f1 = (r2-2-x1- 2)*x4 2*X1*r2*(x3 X1)

sage: f2 = (r272-x2"2)*x4-2xx2*r2*(x3-x2)

sage: f3 = 2xxb-x2-x1

sage: f4 = 2xx4*x6+2%x3*x5-2*%x2*x5-x4"2-x372+x272
sage: f5 = d°2-(x6-r2)"2-x5"2

sage: f6 = r1°2-x6"2-(x5-x1)"2

sage: I = (f1,f2,f3,f4,f5,f6)*R

sage: G = I.groebner_basis ()

Polynomial Sequence with 97 Polynomials in 9 Variables

sage : G[96].factor ()

(1/4) * r2 * x1 *x (-2%rlxr2 - r1-2 + d~2) * (-2xril*r2 + r1-2 - d4d-2) *
(-x172 - r272 - 2%rilxr2 - r1°2 + d4°2) * (-x1"2 - r2°2 + 2*rl*r2 - r1°2 +
d~2) * (r272xx1°2 + r2°4 - 2*xr172*xr2°2 - 2%d"2%r2°2 + ri1~4 - 2%d"2*r1-2
+ d~4)

On ne trouve pas ainsi une relation entre ry, r, et d. Il faut éliminer pour cela le cas
dégénéré et supposer que les points A, B et C ne sont pas colinéaires, ce qui est équivalent
ax)—x; 7& Oetxy 7& 0.

On considere alors 'idéal J = (f1,..., fo, 1 — (xa —x1)s, 1 —x4t) CR[d,s,t,r1,r2,X1,...,x7].
L’idéal d’élimination J NR|d, s,¢] contient le polyndome

g= (d2 — r% + 2r1r2)(d2 — r% —2r1rp)

d’apres le code Sage() ci-dessous

sage: R.<d,rl,r2,s,t,x1,x2,x3,x4,x5,x6> =
PolynomialRing (QQ, ’d,rl1,r2,s,t,x1,x2,x3,x4,x5,x6’,0order =’invlex’)

sage: f1 = (r2°2-x1-2)*x4-2*x1*r2*x(x3-x1)

sage: f2 = (r272-x2"2)*x4-2*xx2*r2*(x3-x2)

sage: f3 = 2xx5-x2-x1

sage: f4 = 2xx4*x6+2%x3*x5-2*%x2*%x5-x4"2-x372+x272
sage: f5 = d°2-(x6-r2)"2-x5"2

sage: f6 = r1°2-x6-2-(x5-x1)"2

sage: f7 = 1-(x2-x1)x*s

sage: f8 = 1-x4%t

sage: I = (f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7,£f8)*R
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sage: G = I.groebner_basis ()

sage: G.parent ()

Category of sequences in Multivariate Polynomial Ring in d, rl, r2,
s, t, x1, x2, x3, x4, x5, x6 over Ratiomnal Field

sage : len(G)

18

sage: G[17].factor ()

(1/4) * (2*ri1x%r2 - r1°2 + d~2) x (2*rl*r2 + r1~2 - d°2)

Comme d < rq, on en déduit I’équation
r% —2rirn = d>.

VIIL.4.2. La formule de Héron.— La formule de Héron permet d’exprimer 1’aire s
d’un triangle quelconque en fonction des longueurs a, b et ¢ de ses trois cOtés :

S2

= E(a+b+c)(a—|—b—c)(a—b+c)(—a+b+c‘)-

Cette formule peut étre obtenue par méthode d’élimination des indéterminées. Consi-
dérons le triangle suivant

(xy)

Y <

Exercice 10.— FEtablir les relations suivantes :
P’ =(a—x)2+y*, =x*+y>, 2s=ay.
Considérons I’idéal I de R[x,y,a,b,c,s] engendré par les équations précédentes :
1= <b2 —(a—x)?—y*,* —x* —y2,2s—ay>

Exercice 11. —

1. Décrire le deuxieme idéal d’élimination I NR[a, b, c,s].

2. En déduire la formule de Héron.

3. On pose p = (a+b+c)/2 le demi périmetre du triangle. Vérifier que la formule de
Héron est équivalente a

s> =plp—a)(p—b)(p—o).

VII1L.4.3. Formule de Brahmagupta.— La formule de Héron se généralise aux quadri-
lateres convexes inscriptibles, quadrilateres dont les sommets sont sur un méme cercle.
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Pour un tel quadrilatere dont les cotés sont de longueurs a, b, c et d, si ’on note
p=(a+b+c+d)/2 le demi-périmetre du quadrilatere et s sa surface, on a alors la
formule de Brahmagupta suivante :

s> =(p—a)p—b)(p—c)(p—4d).
(Si deux points sont confondus, on retrouve la formule de Héron.)

Exercice 12. —

1. En prenant pour origine le centre du cercle et pour coordonnées A(xy,x2), B(x3,x4),
C(xs,x6), D(x7,xg), traduire les hypothéses par des équations algébriques. On véri-
fiera en particulier que I’aire "orientée" s satisfait I’équation suivante :

X5X8 — X1X§ — X6X7 + X2X7 + X3X6 — X4X5 + X1 X4 — X2x3 — 25 = 0.

2. Soit I I'idéal correspondant a ces équations. En utilisant Sage, vérifier que 1’idéal
d’élimination I NR[a, b, c,d, s] est engendré par la polyndme g = g1g» ol

g1 = 165> +d* —2c2d* —2b°d* — 2a*d* — 8abced + ¢* — 2b*? — 24> +b* — 2a*b* + a*
et
g2 = 165> +d* —2c2d* = 2b°d? — 2a*d* + 8abced + ¢* — 2b*? —2a* P + b* —2a*b? + a*.

3. I suit que les hypotheses entrainent que g; = 0 ou g, = 0. Vérifier que g; = 0 cor-
respond a la formule de Brahmagupta.



