L3 - Mathématiques pour ’Enseignement - Géométrie élémentaire. 2011-2012

Corrigé du CC2

Exerc1ce 1. (8.5 points) Notons (ac y) les coordonnées du point M du plan dans le repére R =
(0,7, ) i.e. écrivons OM = Ti+yJ.

1)
a) r est la rotation affine de centre O et d’angle Z: r(M) = O + LT(OM) ou la rotation linéaire
L, est donnée par

L.(3) = cosg i+ sing i, L) = —sing i+ cosz 7.

On a donc

(M) = O+ (%x - ‘/;y) i+ (—?z + %y) 3

s est la réflexion affine de droite fixe O + (7): s(M) = O + LS(OW) ou la réflexion linéaire Ly est
donnée par

-

Ls({):_lL() 3

On a donc . .
s(M)=0—-zi+vyj.

T est la translation de vecteur 7:

T(M)=M+i=0+0M+i=0+ =+ 1)i+yJ.

b) 7 = soop équivaut & soT =s2oop = op (car s? =id). 1l ’agit d’étudier so 7.
Pour commencer, s o7 est une isométrie car composée d’isométries et Lsor = Lgo L, = Ls € O3 .

Dans le repere R = (0,1, 7),
gor(x,y) = sz + Liy) = (—o—1,9)

Elle satisfait (s o 7)? = id, c’est donc une symétrie.

s o7 admet pour points fixes les points pour lesquels

(:c,y) = (_m - 1,?})

i.e. la droite affine D d’équation = = —%.

Conclusion: s o7 est la réflexion affine de droite D.
Idem pour l'autre cas: 7 = ops 0 s équivaut a opr = 7o 5. Dans le repere R
Tos(z,y) =7(-z,9) = (—z+1,y)

C’est la réflexion de droite D’ d’équation = =

b=



¢) On procede comme au point b).

v3 V3 1

1
oa(z,y) =sor(z,y) = (~50+ 5y, 52+ 5y)

2 2 2
dont la droite de points fixes A a pour équation y = v/3z et
va_ VB .1
O-A'<$7y) = ra 8(1’,:{/) = (—§$ — Ty, —"2—3} —+ iy)

dont la droite fixe A’ a pour équation y = —v/3z.

2) D’apres notre définition d’une rotation affine il s’agit de vérifier que r o 7 % id, Lyor € OF et
r o7 admet un point fixe.

Pour les 2 premiers points, observer que Lo, = L. o L, = L, € OF \ {id}. Quant au point fixe,
on a
roT = (oar0s)o(soop)=0a00p.

Des lors le point d’intersection J € A’ N D est fixe.
On fait de méme pour 'autre:

Tor=(opos)o(soop)=0p 00
et le point d’intersection J' € D' N A est fixe.

Questions de cours (4 points)

1) Voir la fiche barycentres et convezité sur la page de cours.

2) On suppose T non-aplati. Les sommets (A4, B,C, D) de T forment une base affine de R3. f
étant une bijection affine (f(A), f(B), f(C), f(D)) est aussi une base affine de R3. Le tétracdre
plein [T est I’enveloppe convexe [A4, B, C, D]. Par le cours on sait que 'image par f de I’enveloppe
convexe d’une partie finie P est 'enveloppe convexe de la partie image f(P). On a donc

flA,B,C, D] = [f(A), f(B), f(C), f(D)].

Conclusion: l'image par la bijection affine f du tétraedre plein de sommets A, B,C,D est le
tétraedre plein de sommets f(A), f(B), f(C), f(D).

Exercice 2. (9.5 points + 3 pts hors-baréme)
1) Voici la figure: /
L !
1
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2)
a) f & Grp s’écrit: il existe un sommet t; de T tel que f(t;) € T.

Attention auz fautes de logique: pour rappel, la négation de l'assertion: Vz, P(z) (quelquesoit z,
P(x) est vraie) est V'assertion: Iz, nonP(z) (il existe z pour lequel P(z) est fausse); ce n’est pas,
comme certains I'affirment, l'assertion: Va, nonP(z) (quelquesoit x, P(x) est fausse).

b) On suppose qu'il existe un sommet t; € T' tel que f(t;) € T. f(t;) est alors un sommet de 7" a
distance 1 de trois sommets de T et & distance v/3 du quatrieme sommet de T

Pour voir que f envoie tout sommet de 7' sur un sommet de T, observer que si I'un des sommets
t; # t; de T était tel que f(t;) € T, alors

\/5 = d(tj’ti) o d(f(tj)a f(tz)) = {17 \/g}

C’est absurde.

¢) Supposons f € Ge.

Si f € Grp alors par le b), f envoie tout sommet de 7' sur un sommet de T’, ce qui s’écrit:
Vj, f(t;) € T'. On a donc Vj, s o f(t;) € s(I") =T, i.e. so f € Gr ce qui équivaut (en composant
par s) a f € soGrp.

Conclusion: G C GrUsoGr.

3)

a) Pour montrer que tout sommet de T” est barycentre des sommets de T, trois sommets étant
pondérés par le coefficient 1 et le quatrieme par —1, il suffit de faire le calcul en utilisant:

to 1 t2 i3 1 s — s
=10+ ay tot1 + as tots + as tots).
(ao aq ao 0,3) 0 a0+a1+a2+a3( 1t0b1 2 L0L2 300 3)

Par exemple (cf figure plus haut)

i t1 to 1
<—01 11 12 13):t0+§((t1—t0)+(t2—to)+(t3—to)):t{).

Attention aux fautes d’inattention: pour certains étudiants 1+1+1—1 = 3! D’autres n’hésitent pas
a appliquer l'associativité du barycentre pour les coefficients (1, —1) et (1,1) alors que 1 — 1 = 0!

b) Supposons f € Gp. Par conservation des barycentres et des sommets de 7' on a

f<t0 tr to t3):<f(t0) f(t)  f(t2) f(t3)>

ap a1 a2 as ap ay ag as

. 750(0) tcr(l) tcr(2) t0(3)
ag ay as as

pour une certaine permutation o de {0,1,2,3}. Par le point a) (prendre 3 coefficients égaux a 1 et
le quatrieme égal a —1) f envoie tout sommet de 7" sur un barycentre des sommets de T' pondérés
par 1,1,1,—1, i.e. sur un sommet de 7”7 et des lors tout sommet de C sur un sommet de C i.e.
f € Go. Done G C Ge. Par ailleurs s € G et G est un sous-groupe du groupe affine, done
soGr C Ge.

Conclusion: Gp U s o Gr C G¢. Pour lautre inclusion cf 2) ¢).
4)
a) OnaGec=GrUsoGret GrNsoGy =0. Dol I Ge |:2 IGT |:2[S4 |:48.



b) Voici la figure: \

c¢) Il y a autant de symétries s;; que de paires de sommets (i.e. que d’arétes) de T. Le nombre de
paires est (g) = 6.

5)* ( hors-baréme)

a) On sait que le groupe de permutations S, est engendré par les transpositions i.e. toute per-
mutation o € Sy s’écrit comme composée d'un nombre fini de transpositions (ij), i < j. Par
Iisomorphisme p de restriction aux sommets de T

p: GT =y S4 : f = fl{to,tl,tg,ts}

les symétries s;; de la question 4) deviennent les transpositions (ij). Pour voir que toute f € Grp
Y ij J q
est une composée des symétries s;; , il suffit d’écrire

p(f) = (i1j1) - - - (k)
dans Sy et ensuite de ramener par p~! cette décomposition dans Grp:
f=p"(G) - (rde)) = p ((Grd1)) 0 -+ 0 p7 (1K) = Sirgy © -+ © Siyj-

b) Il s’agit de faire la liste des éléments de Sy et ensuite la liste p=(Sy) = G:

- 'identité.

- les 6 transpositions (ij),% < j qui donnent les 6 réflexions s;; = p~1(ij).

- les 8 cycles d’ordre 3 i.e. les permutations de la forme (ijk) qui donnent 8 rotations p~!(ijk)

d’axe passant par I'isobarycentre de la face contenant ¢;,;, ¢ et par le sommet opposé et dont les
angles sont 7/3, 2w /3.
Par exemple, p~*(132) est la rotation d’axe (to, (t11 tf t13>> d’angle 7/3.

- les 6 cycles de longueur 4 de la forme (ijkl) = (ij)(jk)(kl) qui donnent 6 antidéplacements
p~t(ijkl) qui sont les composées d'une rotation d’ordre 3 et d’une réflexion.

- les 3 permutations de S; qui ne sont pas des cycles: (01)(23),(02)(13), (03)(12) qui donnent 3
rotations d’axe passant par les centres de 2 faces opposées du cube C' et d’angle .

1+6+8+6+43=24. Le compte est bon.



