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Dans le repeére canonique Rg, tout point x € R3 s’écrit

X = po + = Popt + Yy Pobs + 2 Pops = (z, v, 2).

Q1. La droite D; passe par p3 = (0,0, 1) et (1,1,0). Pour définir un plan contenant D; il suffit de
choisir un troisieme point x n’appartenant pas & D;.

Par exemple, le plan P contenant D; et p; = (0,1,0) et le plan P’ contenant D; et py = (0,0,0)
conviennent:
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L’équation d’un plan affine dans R est de la forme az + by + cz = d.

P: (0,0,1) € P donne ¢ =d, (0,1,0) € P donne b = d, (1,1,0) € P donne a + b = d. P est donc
décrit par y + 2z = 1.

P’: Comme pour Ponac=d, a+b=d, de plus (0,0,0) € P’ donne d = 0. P’ admet donc
I’équation z = y.

Conclusion: un systéme d’équations pour Dy est z —y =0, y + z = 1.

Q2.
i) La projection p.

Soit. P le plan vectoriel d’équation y = 0. L’image p(x) est I'unique point d’intersection de Dy
avec le plan affine x + P.

Voici une figure:




Par la projection p, on a pg — p3,p1 — p3,p2 — (1,1,0),p3 — p3. Ry étant repeére, ces quatre
images déterminent p et on a

p(z,y,2) = p(po) + z(p(p1) — p(po)) + y(p(p2) — p(po)) + 2(p(p3) — p(po))
=(0,0,1) +y(1,1,-1)
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Par le cours, on sait que I'image par une application affine f de ’enveloppe affine (qo, . .., q,) d'une
famille de points qq, ..., g, est I'enveloppe affine (f(qo),..., f(¢-)) des points images.

Pour déterminer I'image p(D) d’une droite D il suffit des lors de déterminer I'image de deux points
x,x" de D.

- Si p(x) # p(x’), p(D) est 'unique droite passant par p(x) et p(x').

- Si p(x) = p(x'), p(D) = {p(x)}.

Par définition p(D;) = D;. Pour les trois autres, observer que le centre du cube o est commun aux
quatres diagonales D; et p(o) = o. Ensuite, I'image de tout sommet s; € D; N C est un sommet
de D;NC. D'ou p(D;) =Dy,1<j<A4.

ii) La projection p'.

Notons Dy la direction de D;. L’image p’(x) est I'unique point d’intersection de la droite x -+ D,
avec le plan P d’équation y = 0.

On a p/'(Dy) = {p3}. Pour déterminer les images p'(D,),j > 2, on observe que la droite D; passe
par un sommet x; du plan fixe P et par le centre o du cube. On a p'(x;) = x; et p’(0) = p3 (car
o € Dy). Conclusion: pour j > 2,p'(D;) = (x;,p3).

Voici une figure des images p'(D;),: ' / D
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Le plan fixe de la symétrie s est I'unique plan contenant D, et Ds. La direction de s est celle de
la diagonale faciale A de la figure. L’image des sommets de C'N D3 montre que s(D3) = D,. Par
sonapg+ (0,1,1),p1 = (1,1,1), p2 = p2,p3 — p3 ce qui donne (comme pour p plus haut)

s(z,y,2) = (z,1 — 2,1 —y).



@4. On raisonne sur la distance entre sommets.

Chaque sommet du cube C est & distance 1 de 3 sommets, & distance v/2 de 3 sommets et & distance
V3 du sommet opposé sur la diagonale principale.

La condition d’isométrie v/3 = d(sj,s;) = d(f(s;), f(s;)) implique que f(s;) et f(s;) sont les 2
sommets d'une diagonale principale et donc

F(Dj) = f(sj.87) = (f(s5), f(s;))
est une diagonale principale.

Par I'égalité f(D; N D;) = f(D;) N f(D;),i # j, le centre o du cube (point d’intersection des
diagonales principales) est un point fixe de f.

Q5.

054 = 051 + 5154 = 051 + 5354 = 03] — 085 + 084

Supposons f(D;) = Dj, 1 < j < 4. Les directions D; des diagonales D; sont alors conservées i.e.
il existe des réels A; tels que
Ly(05]) = X;055.

Dans le repere R, 1’égalité

Ly(0s4) = Lyost — L;08% + L;0s}4
s’écrit

A4(05{ — 053 + 054) = A1051 — \2055 + A3083.
D’ou,
Al =X = Ag = Mg

Ly est donc une homothétie vectorielle. f est donc une homothétie ou une translation. Comme
elle admet un point fixe (le centre du cube) c’est une homothétie.

Par ce qui précede, si f # id conserve les diagonales principales de C, c¢’est une homothétie de
centre o (centre de C'). On a donc

pour un certain réel A. Si de plus, f # id conserve I’ensemble des sommets du cube, on doit avoir
f(sj)=s; ie. A= -1

Conclusion: 2 bijections affines conviennent f = id et f = o (la symétrie centrale de centre o).



