CHAPITRE 4
ELEMENTS DE GEOMETRIE AFFINE

Espace affine.

Un ensemble £ est un espace affine s’il existe un espace vectoriel E et une application
EXESE
o (4,B) » AB
et vérifie :
i Al € ﬁi est une bijection
M - AM
i. V AB,C €& AB=AC+CB
Exemple :
1) R" espace affine
R™ x R* - R"
Ty oy —x

e .y - y—xbijection
e Chasles est vérifié.
2) Systéme équations linéaires
A€ Myym,y €ER"
€ = {x € R™, Ax = y} est un espace affine.
E = {x € R™, Ax = 0} est un espace vectoriel.
EXESE
(x1,%2) = x3 — X1
On dit que E est la direction de €.
E={(xyx+y=1}
E={(xy),x+y=0}

Rmq:
e Chasles
Ah = 0g
AB = —BA
e A€ & UEE alorsil existe ununique M € &

tel que AM = 1 car Q5 bijective Q: -k
q A Dl A v AM

Un ensemble F c £ est un sous-espace affine s’il est vide ou s’il existe un espace vectoriel A € F tel
ue Q4 (F) = F ou F est un sous-espace vectoriel de E.
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Rmq:
F ne dépend pas de A, en effet VB € F,Qg(F) = F

oit £ un espace affine dirigé par E.
oit F un sous-espace vectoriel par E.

Il existe un unique ss-espace affine F de £ dirigé par F contient un point donné A.

PREUVE:
F={Me¢&AM € F}
Onabien Qu(F) =F

La dimension d’un espace affine est la dimension de I'espace vectoriel qui le dirige.
roite affine = espace affine de dimension 1.

plan affine = espace affine de dimension 2.

hyperplan affine = espace affine de dimensionn — 1.

Rmq:
& = {A} espace affine de dim 0.

L'intersection des sous-espace affines de £ est un sous-espace affine de €.
Il est dirigé par I'intersection des directions des sous-espaces affines.

Nier Fi
Fi sous espace affine dirigé par F:

e Sil'intersection est vide c’est un espace affine.
e SinonsoitA €Ny Fi: Qa(Nig Fi) =Nig Fi

SoitM € Nig; F;

= VieEl[MEF

= VIieELQy(M) EF;

= Vie,Q (M) € N Fi

Rmq:
« Postulat des paralleles »

« Pour tout point d’un espace affine il existe une unique droite // a un une droite
(%)
méme direction
donnée »
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A€EE
D droite affine, D sa direction la droite cherchée est

D' ={M € £ AM € D}

Un espace affine euclidien est un espace affine dirigé par un espace euclidien.
On peut définir dans ce cas la distance d(4, B) = ||E||

On définit un sous-espace affine engendré par une famille de points de £ comme le plus petit sous
espace affine qui contient ces points.

, . (A, .., Ay) famille de points de E. Ils sont affines indépendants si la dimension de |'espace
ffine engendré par ces points est k.
n dit que (Ao, ..., Ax) est un repere de ce sous-espace affine engendré.

Rmq:
Si (Ao, ..., Ax) est un repéere de F

(ApA1, ... ,ApAy) est une base de F la direction de F

1. Application affines

E, F espaces affines dirigés par E,F respectivement ¢ : £ - Fest affine.Sid30 € £, 3f

application linéaire f: E —» FtelqueVM € &, ¢ (0) o (M) = f(07/f) .

Rmq:
g ne dépend pas de O’ en effet si 0’ € €&.
PONe M) =9 (0) ¢ 0)+¢(0)p M)
@ (0) e M) =—¢(0) ¢ (0)+¢(0) M)
¢ (0) o (M) = —f(00") + (OM)
¢ (0) ¢ (M) = f(—00 + OM)
¢ (0" ¢ (M) = f(00" + OM)
(0N M) =f(O'M)

On note souvent f = @
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i. @:&->F, Y:F - G application affine associée alors i 0 ¢ : € — G application affine ¢
Ypop=pog
{ inj ssi ¢ estinjective \
ii. ¢ estune application affine est { surj ssi ; est surjective

k bij ssi ¢ estbijective }

—

iii.  Sig estbijective, ¢! est une application affine, =1 = (¢)~1.

ii/ inj Supposons @ (A4) = ¢(B).
05 = p(A)p(B) = $(4B).
. SiainjzﬁzazA =B
= (_ﬁinj
e Supposons que ¢ (i) = ¢ (V)
I M,M', % = OM, % = OM’
@ @) =g (0M) = p(0)p(M)
@) =5 (0M') = p(0)p(M)
donc @ (0)p(M) = ¢(0)p (M)
= M) =M
= M = M’ car ¢ inj.
=>U=v

1. L'ensemble des applications affines bijectives de € dans lui-méme est un groupe.
On le note GA(E)
GA(E) - GL(E)

pr—9

g 6 VY = 7
M€ &g ;7 L 0p(M) = GOM)

2. L'application surjectif, le noyau sont les translations

DEFINITION 52 : ISOMETRIE AFFINE

Isométries.

&, F espaces affines euclidien.

Une application affine £ — F est une isométrie affine si d((p(A), (p(B)) = d(4B)
e @) = [|4E]|

loB)| = ||4B|

@ est orthogonale € O(E)
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Exemple :

1/ Symétrie affine par rapport a F orthogonale a o.

2/ Translations.

Toute isométrie affine ¢ s’écrit de fagon unique
p:tzoy
oU U vecteur invariant par @, 1 isométrie affine qui posséde au moins un point fixe.




