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- Feuille d’exercice IlI.
- ESPACES EUCLIDIENS —

Exercice 5. (Théoréme de Fisher-Cochran) Soit E un espace euclidien de dimension n et u, ..., u, des
endomorphismes symétriques de E. On suppose que :

1. rguy +--+rgu, =dimE =n.
2. q;(x) + -+ qp(x) = (x|x) ou q; désigne la forme quadratique gq;(x) = (x|u;(x)) pour tout

i
p
> 4@ =)
i=1

Montrer que E = Im u, @ ... @ Imu,, que les Im u; sont orthogonaux entre 2 a 2, et que pour tout

i, u; est la projection orthogonale sur Im u;

1) E=Imu; @ ..0Imu,
i. Onprendy =1 u(x)

P
XX = D (%, 0569)

Par I'absurde :
SSE¢ImUy +--+1,U,
dimUy + -+ Uy) Sn—1= (U + -+ U,) # {0z} = Ix€E|Vy €
Im(Uy + -+ Up), (x|y) = 0
(xly) = (x| Zi_1(x ui(x)))
(xy)=(X|X) #0
(xy)=IX|I*#0
absurde.
doncE cImU; + -+ I,,U,
2) Les Im u sont orthogonaux deux a deux.

i Imu; L Imu; Sii+]j
GVXelmuetVY €lmujona(X,Y)=0
On sait que E = @, Im U,
Soit By, les bases canoniques des Im Uy By = (by, ..., bxrg uy) dans B,

; rgu;
X = ngu/lk ik » Y = Zl 1]:ul il



(X,Y) = 0 (résultat non démontré)

3) Viu; est la projection orthogonale sur Im u.
uiE - Imu;
vx € E, u?(x) = u;(x)

X = Z?:lui(x) = Zf=1ui =1Id

u (X)) = u;(Id(X)) = w; 0 (Th_; we (X)) = w;(w; (X)) = uf (X)

Exercice 6. (Matrice et déterminant de Gram) Soit E un espace euclidien de dimension n. A tout
famille (vy, ..., v,) de vecteurs de E on associe la matrice symétrique G = G(vl, ...,vp) = (gi)lsi,jsp
ol g; ; = (vi|v;). On appelle le déterminant de Gram de (v, ..., ,) le nombre réel.

Gram(v,, ...,v,) = detG

(v, v1) (v, V) - (v1,vp)
(172' 171) : =G
(vp:lﬁ) (vp,.vp)

1. Montrer querg(G) =1g(vy, ..., 1p).

Vin V21 0 Vyp

) [ZE :

1.1. Soit M = (vy,v, ..., 1) = . E
Up,1 Vn,p

G ='MM
Yk=1 VikVik = (vi,vj)
rg(vl, ...,vp) =RgM =RgG
RgM =n—dimKer M
Rg G =n—dimKer G
Soit X € Ker M X vecteur colonne.
MX=0= 'MMX=0=>GX=0 = X €KerG
GX=0= 'XGX =0= X MMX = 0 = {(XM)MX = (MX,MX) = ||[MX||? =0
= MX=0,X € KerM
2. Prouver que tout permutation de (v, ..., vp) laisse invariant Gram(vy, ..., vp). Prouver quessi t
est un nombre réel etsii # j, alors :
Gram(vl, o Vp Ly, ...,vp) = Gram(vl, e Ujy ...,vp)
2.1. Gram(vl, ) vp) = Gram(va(l), e vg(p)) avec g une permutation
det(G) = det(*MM) = (det M)?
N = (va(l),...,va(p)) detN = ig@ detM

signature

G = 'NN detG = det(*NN) = (detN)? = (e(o) det M)? = (det M)?

Ona Gram(vl, o UV Ly, ...,vp) = Gram(vl, ey Ujy ...,vp) + Gram(vl, v, E Ve, vp)

F =Vect(vy, ..., vp)



. 2 _ Gram(vy,..,vp,v)
3.1. v¢ F dist(v,F)* = Gram(vsv,)
G ='MM
detM + 0detG =detM +# 0
dist(@,F) = |lv = Pr(x)|| = ||Ppe (0|
v=v+ Pr(v) — Pr(v)
(v, v) = (v, v — Pr(v)) + (v, Pr(v))
EFL
=0

/ (v1, ’7)\
G :
Gram(vy, ..., v, Pr(v)) = (vp, V)
\(Ulf v)

(vp, v) (v,v)

/ (vy, Pr(v))
G :

\ (V. Pr (1))
(v, Pe(v)) = (vp, Pr(V)) (Pp(v), Pr(V))

Gram(vy, ..., v,,v) = ( |:| >
— lvll?

IVl = Ip@)I2 + d?
+0
[ @ | 1o

_|_0/ distance entre v et le plan.

\ lp@)II12 + d?

vl = lv = p@II% + llp)II?
a

Gram(v,, ..., v, v) =

Gram(vy, ..., v,,v) =

< - > < : m)
_|_

(Pp@),p(®)) [0 | d

(v,v) =(w—p®) +p),v—p) +p[))

Ft F

(w,v) = (v = p(), v = p)) + (L = pW) ,p)) + (v, v = p()) + (p(), p (V)
0

(v, v) = —=pW),v—pW) + (p@),p(v))

F = vect(vy, ...,vp)
Gram(vl, ...,vp,v) = Gram(vl, ...,vp,p(v)) + deram(vl, ...,vp)

p(V)EF
0

Exercice 7. Soit E un espace euclidien de dimension n.

1. Onsuppose n = 2. Montrer que tout endomorphisme orthogonal f € O(E) est soit une
rotation soit une réflexion.



1.1. O(E) : Ensemble des matrices de dét 1 ou -1.

M € O(E)
M rotation ou M réflexion
(cos 6 —sin 9) (cos 6 sin6 )

sinf cos@ sinf —cosf

(cos 6 sin6 ) (a) _ (c.os 0 cose +sinf s?n <p) _ (C?S(Q — (p))
sind —cos8/ \b sin6 cos @ — cos @ sing sin(6 — @)

O(E) c {rotation} U {reflexion}
M € Og,detM = 1oudetM = —1

f endomorphisme
€1 €3

sidetM =1 (detM =—-1) , M = ( > dans une base orthonormée
d

ad —bc=1 (ad — bc =-1)

a?+b?>=1 =360€ Ra=cosfeth=sinb

c’+d>=1=3¢€ R,c=sinpetd =cosg

= cosfOcosp —sinfsing =1

(= cosBcosp —sinfsing = —1)

=cos(p+6)=1

(=cos(p+60)=-1)

@+ 0 =2km, ke

@+ 6 =0][2r] = 0mod 27

(¢ + 0 =m[2n])

a = cosf ¢ =sin¢ = sin(—0[2x]) = sin(—0) = —sinf ¢ =sing = sin(r — 0) =
sin 6

b =sinf d =cos¢@ = cos(—0) = cos0,d = cosp = cos(m — ) = —cosB

. cosf —sind .
matrice | . rotation.
sinf@ cosf@
. cosf sind , .
matrice ( . réflexion
sinf@ —cosé

2. Onsupposen = 3.
% Soit f € 0*(E)\{idg} . Montrer que f admet la valeur propre +1 et que f est une
rotation d’un axe.
M e Ot (E)=detM =1
fadmet la valeur propre 1 & 3 x, € E t.q. MX, = X
@: A - det(f — Aldg) = det(M — Ald5)
3 Ay tgla f p s’annule
Vx €EE,f(x) —Ax =0
f(x) = Ax
If Ol = llxll = IAx]l Al =1;2=%1



@,

% Soit f € 0~ (E)\{idg}. Montrer que f admet la valeur propre -1 et que f est la
composée d’une réflexion et d’une rotation d’axe orthogonal au plan fixe de s.

On suppose n = 3.

Soient D et D’ deux droites vectorielles distinctes de E. Montrer, en décrivant un procédé de

construction, qu’il existe un endomorphisme orthogonal p € 0*(E) tel que p(D) = D'.

Soit s, € O(E) le demi tour d’axe D. Quelle la nature de p 0 sp 0 p~ L.



