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TD 9 

- Feuille d’exercice III.  

- ESPACES EUCLIDIENS – 

 

Exercice 5. (Théorème de Fisher-Cochran) Soit E un espace euclidien de dimension n et         des 

endomorphismes symétriques de E. On suppose que : 

1.                      

2.   ( )      
 ( )  ( | ) où    désigne la forme quadratique   ( )  ( |  ( )) pour tout 

i. 

 ∑ ( )  〈   〉

 

   

 

Montrer que                , que les       sont orthogonaux entre 2 à 2, et que pour tout 

i,    est la projection orthogonale sur       
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i. On prend   ∑   ( )
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Par l’absurde : 
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2) Les      sont orthogonaux deux à deux. 

i.                      

          et           on a 〈   〉    

On sait que            
 

  

Soit    les bases canoniques des           (             ) dans B, 
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3)       est la projection orthogonale sur     . 
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Exercice 6. (Matrice et déterminant de Gram) Soit E un espace euclidien de dimension n. A tout 

famille (       ) de vecteurs de E on associe la matrice symétrique    (       )  (  )        

où      (  |  ). On appelle le déterminant de Gram de (       ) le nombre réel. 

    (       )       

(

〈     〉 〈     〉

〈     〉  
 〈     〉

  
  

〈     〉  
  
 〈     〉

)     

1. Montrer que   ( )    (       ). 
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Soit           vecteur colonne. 
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2. Prouver que tout permutation de (       ) laisse invariant     (       ). Prouver que si t 

est un nombre réel et si    , alors : 
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   distance entre v et le plan. 
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Exercice 7.  Soit E un espace euclidien de dimension n. 

1. On suppose    . Montrer que tout endomorphisme orthogonal    ( ) est soit une 

rotation soit une réflexion. 



1.1.  ( ) : Ensemble des matrices de dét 1 ou -1. 
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M rotation ou M réflexion 
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f endomorphisme  
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) dans une base orthonormée 
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matrice (
         
        

)   rotation. 

matrice (
        
         

)   réflexion 

 

2. On suppose    . 

 Soit     ( ) {   } . Montrer que f admet la valeur propre +1 et que f est une 

rotation d’un axe. 

    ( )          

f admet la valeur propre  1         t.q.        

        (      )      (      ) 

     tq la     s’annule  

      ,  ( )       

 ( )      
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 Soit     ( ) {   } . Montrer que f admet la valeur propre -1 et que f est la 

composée d’une réflexion et d’une rotation d’axe orthogonal au plan fixe de s. 

3. On suppose      

Soient D et D’ deux droites vectorielles distinctes de E. Montrer, en décrivant un procédé de 

construction, qu’il existe un endomorphisme orthogonal      ( ) tel que  ( )    . 

Soit     ( ) le demi tour d’axe D. Quelle la nature de           
  . 


