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TD 4 

- Feuille d’exercice II.  

- FORMES BILINEAIRES ET DUALITE – 

Exercice 1.  

1. Soient 
 (   )

 
 nombres réels      ,        . Montrer que l’application : 

       (       )   ∑        
   

 

 

Méthodes : 

I. Expliciter la forme bilinéaire associée 

II.  (   )  
 

 
( (   )   ( )   ( )) 

Montrer que c’est bien une forme bilinéaire q(u)=B(u,u) 

 

1.1. B :          

(   )  
 

 
(∑     (     )(     )    ∑         ∑        )  

(   )  
 

 
(∑     (                                ) 

(   )  
 

 
(∑     (            )  

 

 
 ∑        ⏟      
          

 
 

 
∑        ⏟      
          

 

 

Exercice 2. Soit         une forme bilinéaire symétrique non nulle de forme quadratique q 

 

RAPPEL COURS. 

VECTEUR ISOTROPE 

             ( )     

 
 

1. Montrer qu’il existe     non isotrope. 

1.1. b non nulle    (   )      tq  (   )        non nuls. 

  (   )  
 

 
( (   )   ( )   ( ))     

  (   )   ( )   ( )           

  (   )   (   )           

  (   )    ou  (   )    

       tq  ( )          ou       

 

 

 

Commentaire [E1]: Forme bilinéaire 
symétrique 



2. Montrer que      (  )   

 
     (  )   ( )

   (  )       ( )
 

2.1.       |          

        | (   )      

Si        et    (  )  ,  (    )   (    )    (   )    

Soit      (  )   

                 

  (  )   (   )     

   (    )   (   )    

           (   )    donc    . 

 

2.2.             , avec       ,    (  )   

     il existe       tq      (  )   

(  )  : ensemble des applications linéaires      

Soit   (  )          

 

   
   (  ) 

      
    

    ( )   (   )
  

 

                      {
   (  )     (  )  (         )

                                     
 

  

 

                 soit   tel que  ( )    donc      ,  (   )   ,      donc      et 

     donc            (   )                           

 

comme                       ,        ,    (  )
 ( ). Donc      ,  

 (   )   (    )   (   )   (    )     

  (      )          

donc comme      annule le v, on a (    )  (   )   

( )  (  )
   (    )   ( )   (    ) 

 

Donc n’importe quel       , s’écrit     ⏟
   

 (    ⏟  
 (  )  

) 

Alors on a bien une somme directe 

 

on aurait aussi pu faire: 

Soit     

on cherche             (  )   

   
 (   )

 (   )
   (   )    

 

 (      )   (   )   (    )   (   )  
 (   )

 (   )
 (   )     

 



3. Quels théorème important de cours peut-on démontrer à l’aide des questions précédentes 

Théorème du rang        ( )         ( )     (  ( ))         ( ). 

 

    tq        ( ) on va montrer que     ( ) 

              (   ( ))     (    )      (     ) 

Mais on  a certainement pas         (    )     (     ) 

 

  |  
    

   ( )
  f linéaire. Est-ce un isomorphisme ? 

 

   |                                   

          |  ( )    | ( )  

    |  ( )    | ( )         | (   )    (   )       

Or(   )    et             car c’est en somme directe. 

donc       et donc     et    |  est injective. 

Exercice 4. Faire une figure du cône des formes quadratiques    
    

(   )       
 et 

   
    

(     )          
. 

 

RAPPEL COURS. 

CONE ISOTROPE 

  ( )        ( )      

Si     ( )       ( ) 

        ( )            alors       (   )    en particulier  (   )   ( )    

 

 

   
    

(   )       
                  

  (   )    (  )  

   ( )     

          

        

       

 

    
    

(     )          
  

  (     )    (  )            

C’est un cône. 

 

 

 

 

 

 



 

Exercice 5. Ecrire les fq sur    suivantes sous forme réduite. 

1.    (     )                 

1.1.     (     )                 

   (     )  (     )                 

   (     )  (     )         

 

  (     )           (  )    

  (     )         (  )      

  (     )       Signature(  )  (   ) 

 

1.2. Base de    orthogonale pour    

(        ) tels que  (     )  {
        
        

 

(        ) tels que   (  )  {
        
        

 

{

  (     )   

  (     )   

  (     )   

   {
       

   
   

   {

   (     )
   (      )
   (      )

 
         
         

 

 

 

 (  )     

 (  )           (
   
    
    

) 

 (  )          

 

 ( )    ( )    ( )    ( )   

(        ) tels que  (     )  {
        
        

 

 

 (     )    (  )  (  )    (  )  (  )    (  )  (  )  

   {
  (  )   

  (  )   
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 (     )    (  ) 

 (     )   
  

  

2.    (     )                 

2.1.    (     )                 

   (     )  (     )                 

   (     )  (     )              

 

rg=2 S=(1,1) 

Noyau  

Ker q =    

{
  ( )   

  ( )   
          {

          
       

  {
       

     
      

      (      )  

 



2.2. Base de    (       )  orthogonale pour    

  (  )   

  (  )   
 et 

  (  )   

  (  )   
/   (  )  {

        
        

 

 

{
       

     
 ou 

  

{
       

     
  ou 

  

{
       

     
 

{
       

     
 {
      

   
 (     )      

{
       

     
 ou {

    
   
   

    (      ) 

 

Dans la base (       ) 

  (
   
    
   

) 


