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TD4
- Feuille d’exercice II.
- FORMES BILINEAIRES ET DUALITE -

Exercice 1.

. 1 . . , .
1. Soient nnt1) nombres réels b; j, 1 < i < j < n. Montrer que I'application :
R > R:(xq, 00, X)) — Zbi‘jxixj
i<j
Méthodes :
I Expliciter la forme bilinéaire associée

1
II. B(w,v) =-(qu+v) - q@) - q(v))
Montrer que c’est bien une forme bilinéaire q(u)=B(u,u)

11. B:R*"XR" >R
1
(W, v) = 7 Qigj by (x; + ¥ (xj +¥;) — Ticj Xixj — Yi<j Vi¥j)
1
(u,v) — 5 Qigjbij(xix; + x;y; + yixj + y:i¥j — Xix%; — ¥iyj)

symétrique

1 1 . N —
w,v) — %(Zisj b;;(peiy; + yix)) = 3 Zisj x;yj+ EZisj XiYj /‘ Commentaire [E1]: Forme bilinéaire

bilinéaire bilinéaire

Exercice 2. Soit b: E X E — K une forme bilinéaire symétrique non nulle de forme quadratique q

RAPPEL COURS.
VECTEUR ISOTROPE
X isotrope < q(X) =0

1. Montrer qu’il existe X € E non isotrope.
1.1. bnonnulle= 3(x,y) € E X E tq b(x,y) # 0 x = y non nuls.
= b(x,y) =5 (qCx +y) —q(x) —q()) # 0
=qx+y)—qx)—q(y) =a&a*0
=qx+y)—qlx—y)=a&a=#0
=qgx+y)#0ougqx—y)#0
= Ju€eFtqq(uw) #Ou=x+youu=x—y



2. Montrerque E = Kx @ (Kx)*tv
E = Kx + (Kx)*e (1)
® Kx n (Kx)te = {0} (2)
2.1 K, ={kx|k e K, x € E}
Ky = {y € E|b(x,y) = 0}
Six' € Kx et y € (Kx)te, b(x',y) = b(kx,y) = kb(x,y) = 0
Soit z € Kx N (Kx)*e
zeEKx = IXER,z=Ax
z€ (Kx)° = b(z,x) =0
= b(Ax,x) = A(x,x) =0
= A =0car b(x,x) # 0doncz = 0.

2.2. [Vu EE|u = xy + ug, avec xo € Kx, v, € (Kx)te
vu € E il existe xy € Kx tqu — x, € (Kx)*e
(IKx)* : ensemble des applications linéaires Kx —» R
Soitl € (Kx)*I:Kx » R

Kx — (Kx)*
¢: ) Kx - R
2y s £ ) = bz )
dim(Kx) = dim(Kx)* (surjectif)

est un isomorphisme { PR :
¢ P f est réguliere car Kx non isotrope

@ est injectif: soit z tel que ¢p(z) = 0 donc Vv € Kx, b(v,z) = 0, v € Kx doncv = Ax et
zeKxdoncz=pux=ALub(x,x) =0= u=0= z=0= Ker¢ = {0}

comme ¢ est un isomorphisme , 3 x, € Kx, | = ¢p(x,) (*). Donc Vv € Kx,
b(u,v) = b(xy,v) = b(u,v) —b(xy,v) =0
= b(u—xy,v) =0Vv € Kx
donc comme u — xg annule le v, ona (u — x,) € (Kx)L®
() ¢(x0) = b(x,v) l(v) = b(x0,v)
Donc n’importe quel u de E, s’écritu = Xo + (1:_959)
eKx e(Kx)*b

Alors on a bien une somme directe

on aurait aussi pu faire:

Soitu € E
on cherche x, € Kx/ u — x, € (Kx)te
_ bxw)
0= i~ b(x,x) #0

b(x,u —xy) = b(x,u) — b(x,x,) = b(x,u) —%b(x, x)=0



3. Quels théoreme important de cours peut-on démontrer a |'aide des questions précédentes
Théoréme du rang dim E = rg(b) + dim Ker (b) = dim(lm(b)) + dim Ker (b).

u € EtqE = U @ Ker(f) onva montrer que U~Im()
dimE = dim U + dim(Ker(b)) = dim(Im U) + dim(Ker b)
Mais on a certainement pas dim E = dim(Im b) @ dim(Ker b)

U-1
by . fgz) f linéaire. Est-ce un isomorphisme ?

— f|, est surjective par construction

- Vr,y€eU, fly(x) = fl.(y)

= flo )= flb()=0= fl,(x-y)=0= (x—-y) € Kerf
Or(x —y) e UetU n Ker f = {0} car c’est en somme directe.
doncx —y =0etdoncx =yet f|,estinjective.

R? - R

Exercice 4. Faire une figure du cone des formes quadratiques g;: et
g q q q1 (x’y) N x2 _y2

) R3 > R
qz'(x,y,z)—>x2+y2—zz'

RAPPEL COURS.

CONE ISOTROPE

Co(q) ={x €E,q(x) = 0}

Six € Co(q) = kx € Co(q)

Ker q 2 Co(q) Si X € Ker qalorsVy € E b(x,y) = 0 en particulier b(x,x) = q(x) =0

R? > R
qq: (x,y) N xz _ yz
u=(x,y) € Co(qy)
S q(w=0
oxt-y*=0
S xt=y>?
Sy =+x

R3 - R
ql:(x,y,z)—wcz +y2—ZZ
u=(x,,2) € Co(qy) ® x*+y? =7
C’est un cone.



Exercice 5. Ecrire les fq sur R3 suivantes sous forme réduite.
1. qq (x,y,2) = x*+ 2xy + 2xz + 2yz

1.1.

1.2

q1 (x,y,2) = x* + 2xy + 2xz + 2yz
1 (y,2)=(x+y+2)?*—y?—2z°—2yz+2yz
@ (0,y,2) = (x+y+2)? -y -2

Lx,yz)=x+y+z rg(q) =3
lz(x, y' Z) = y Ker(ql) = {0}
I3(x,y,2) =z Signature(q,) = (1,1)

Base de R3 orthogonale pour g,

1sii=j
(uq,uy, uz) tels que b(ul—,uj) = {O sii ij’
1sii=]j
(uq,uy, u3) tels que li(uj) = {0 sii%]
ll(xlyrz):A x+y+Z=A u1=(1,0,0)
l,(x,y,z) =B @! y=B = {u, =(—1,1,0)
I3(x,y,2) =C z=C uz; = (—1,0,1)
q(u) =1
1 0 0
qlup) =1-2=-1 0 -1 0
0o 0 -1
qu) =1-2=-1
q) = 1, (W)?* = L,W? = l3(u)®
1sii=j
(uq, uy, u3) tels que b(ui,uj) = {0 sii ij’

b(us,u;) = L (u)ly (w) — L)l (v) — L (u)ls ()
C(Liu) =1 b(us, uy) = I;(w;)?
St {lj(ui) =0 ®{ b(u;,u;) =0

g, (x,y,2) = x* + 2xy + 2xz + 4yz
2.1.

q (x,y,2) = x* + 2xy + 2xz + 2yz
10 (,y,2)=@+y+2)?*—y*—2z°—-2yz+4yz
1 (,y,2)=@+y+2)?*—y*—2z>+2yz

rg=2 5=(1,1)

Noyau

Ker g = Kv

L(w)=0 {vl +v,4+v3=0 {vl = —2v,
eEK & &

{lz(v)=0 v erq UZ_U3=0 Vy =V3

kerq = K(-2,1,1)

B=1A=C=0
C=1A=B=0



2.2. Base de R3 (uy,u;, v) orthogonale pour q,
L) =1  Lu)=0 1sii=]j
1(wq) t 1(u2) /li(uj) :{ J

L(u) =0° L(uy) =1 Osii+#j

o Uy Uz
{x+y+f;A0u{x+y+z=1ou{x+y+z=0
y-z= y—z=0 y—z=1
xty+z=1(xx+2y=1 _
{y—z=0 { y=z 00)=m

_ x=-1
{x+y+f‘ ouly=1 u, = (-1,1,0)
y-z=1 z=0

Dans la base (uq, u,, v)

M

1 0 O
<0 -1 0)
0 0 O



