Minimiser J(z,u) = £(z(b)) +/bA(t,w(t),u(t)) dt

Optlmlsatlon II slc z'(t) = f(t, w(t),u(t)), t e [a,b] p.p. H(t,z,p,u) = (p, f(t,z,u)) —nA(t,z,u)
I u(t) € U(t), t€ [a,b] p.p. (0C) M(t,,p) = sup - H(t@pu).

z(a) = xo, z(b) € E.

Théoréme (principe du maximum). Soit (2., u) un minimum local
pour le probléme (OC). Alors il existe une fonction absolument con-
tinue p : [a,b] — R™ (le co-état) et un scalaire n égal & 0 ou 1 qui

CMS printemps 2017 satisfont la non trivialité

(ﬂap(t)) #0 Vte [u‘ﬁb]V

cours de - la condition de transversalité
—p(b) € NVL(2x(b)) + NE(z.(b)),

Francis Clarke

I’équation adjointe pour presque tout t¢:
P l(t) = D, H"(t, x*(t)v p(t), u*(t)) 9

c larke@ m afh .u n iv- lyonl .Fr ainsi que la condition du maximum pour presque tout ¢:

H"(tv z.(t), p(t), u*(t)) = M"(t, z.(1), p(t)) .

Si le probleme est autonome (c-a-d, si f, A et U ne dépendent pas
de t), on peut affirmer aussi la constance de I’hamiltonien : il existe
h € R tel que

1 H"($*(t)?1’(t)7 u*(t)) = M"(m*(t),p(t)) = h p.p.

Minimiser J(z,u) = £(z(b)) +/bA(t,w(t),u(t)) dt Illustrons par l'exo 15 (fiche 2)

sle wl(t) o f(t’ :I)(t), u(t))’ te [a" b] P-P- Exer. 5.15 On considere le probleme suivant :
u(t) € U(t), t € [a,b] p.p. (0C)

2%
min £(x(2))+ [ (2x—3u)dt : x' =x+u,0<u<2,x(0)=5,x2) €E.
z(a) = xzo, x(b) € E. /0

() Prouver que si (x,u) est solution, alors u(t) est constante par morceaux, a valeur 0 ou 2,
avec au plus un changement.

(b) On prend ¢ = 0 et E = R. Prouver qu’une solution existe. Trouver explicitement le
controle optimal u(z).

=
Minimiser e u)i = Umoels)) —l-/ A(z(t), u(t)) dt
0
s.l.c. T >0 (c) Expliquer (sans faire les calculs) comment trouver le contrdle optimal u(¢) quand E =
g
z/(t) = f(z(t),u(t)), t€ [0,r] p.p. &
u(t) e U, te [0,7] p.p.

(VT)
z(0) = xo, (7’,.’13(7’)) €S




Exer. 5.15 On considere le probleme suivant :
2
min 4(x(2)) +/ (2x—3u)dt : x' =x+u,0<u<2,x(0)=5,x2) €E.
0
(a) Prouver que si (x,u) est solution, alors u(r) est constante par morceaux, a valeur 0 ou 2,

avec au plus un changement.

(b) On prend ¢ = 0 et E = R. Prouver qu’une solution existe. Trouver explicitement le
contrdle optimal u(r).

(c) Expliquer (sans faire les calculs) comment trouver le contrdle optimal u() quand E =

{=} b
n=m=1, Az, u) = 2¢ — 3u, Minimiser J(z,u) = £(z(b)) +/ A(t, z(t), u(t)) dt
f(z,u) =z +u, U =[0,2] sle z'(t) = f(t, z(t),u®)), t€ [a,b] p.p.

H(w7p7u) =pef—mnA
=p(z + u) — n(2z — 3u)

u(t) € U(t), t€ [a,b] p.p. (0c)
z(a) = zo, z(b) € E.
équation adjointe —p’ = H, = p — 29
cdn du max : oéna)éz(p + 3n)w atteint en w = u(t)
- cas anormal (n =0) :
p'=—-p = p(t)=ce”!, c#0
=—> p(t) > 0 pour tout t, d’olt u(t) = 2Vt

ou bien

p(t) < 0 pour tout t, d’out u(t) = 0Vt.

Exer. 5.15 On considére le probléme suivant :
2
min £(x(2)) +/ (2x—3u)dt : x' =x+u,0<u<2,x0)=5,x2)€E.
0
(a) Prouver que si (x,u) est solution, alors u(r) est constante par morceaux, a valeur 0 ou 2,

avec au plus un changement.

(b) On prend ¢ = 0 et E = R. Prouver qu’une solution existe. Trouver explicitement le
contrdle optimal u(r).

(c) Expliquer (sans faire les calculs) comment trouver le controle optimal u(7) quand E =

{z}. b
n=m=1, A(z,u) = 2z — 3u, Minimiser J(z,u) = £(x(b)) +/ A(t, z(t), u(t)) dt
flz,u) =z +u, U =[0,2] sle z'(t) = f(t, z(t),u(t)), t€ [a,b] p.p.

H(z,p,u) =pe f—nA
=p(z + u) — n(2z — 3u)

u(t) € U(t), t € [a,b] p.p. (oc)
z(a) = xo, z(b) € E.
équation adjointe —p’ = H, = p — 27
cdn du max : max (p+ 3n)w atteint en w = wu(t)
o< w<2

On prend alors n = 1, donc —p’ = p—2 =— p(t) = ce?"t + 2
et

_Jo 54ce*t <0
|2 54ce?t>0

d’ou1 la conclusion (a)

Exer. 5.15 On considere le probleme suivant :

2
min+/ (2x—3u)dt : x' =x+u,0<u<2,x0) :5
0

(a) Prouver que si (x,u) est solution, alors u(r) est constante par morceaux, a valeur 0 ou 2,
avec au plus un changement.

(b) On prend ¢ = 0 et E = R. Prouver qu’une solution existe. Trouver explicitement le
contrdle optimal u(r).

(c) Expliquer (sans faire les calculs) comment trouver le contrdle optimal u() quand E =

{3 b
n=m=1, Az, u) = 2¢ — 3u, Minimiser J(z,u) = £(z(b)) +/ A(t, z(t), u(t)) dt
fz,u) =z +u, U =[0,2] sl z'(t) = f(t, z(t),u(t)), t€ [a,b] p.p.

H(w7p7u) =pef—mnA
=p(z + u) — n(2z — 3u)

u(t) € U(t), te€ [a,b] p.p. (0C)
z(a) = xo, x=(b) € E.
équation adjointe —p’ = H, = p — 27
cdn du max : max (p+ 3n)w atteint en w = u(t)
0<w<2 —p(b) € NVL(2x(b)) + Ng(z.(b))
(b) : (Admettons I’existence.) Le cas n = 0 est pareil, prenons n = 1.
La transversalité donne —p(2) € Nr(z(2)) = p(2) =0.
d’ou la réponse (b)

0 5—2e%t 0
1l vient p(t) = —2e27 '+ 2 et u = { € <

2—t
2 5—2e >0 Rq :
On changedeu =0enu =2quandt =2+1In2—1In5 €]0,2]. probléme
convexe !

Exer. 5.15 On considére le probléme suivant :
2
min £(x(2)) + / (2x—3u)dt : x' =x+u,0<u<2,x0)=5,x2) €E.
JO
(a) Prouver que si (x,u) est solution, alors u(r) est constante par morceaux, a valeur 0 ou 2,

avec au plus un changement.

(b) On prend ¢ = 0 et E = RR. Prouver qu’une solution existe. Trouver explicitement le
contrdle optimal u(r).

(c) Expliquer (sans faire les calculs) comment trouver le controle optimal u(r) quand E =
{x}.

b
n=m=1, A(z,u) = 2z — 3u, Minimiser J(z,u) = £(x(b)) +/a A(t, z(t), u(t)) dt

f(z,u) =z +u, U =1]0,2] sle z'(t) = f(t,z(t),u(t)), tE€ [a,b] p.p.
H(z,p,u) =pe f —nA u(t) € U®), t€ [a,b] p.p. (0C)
=p(z + u) — n(2z — 3u) z(a) = o, z(b) € E.
équation adjointe —p’ = H, = p — 27

cdn du max : max (p + 3n)w atteint en w = u(t)

0sw=2 —p(b) € UVZ(w*(b)) + NF(‘L*(I)))
(c) : (prenons 7 = 1) On a toujours p(t) = ce?~t + 2

0 5+ce> <0 la transversalité

tu= .
eru 2 5+4+ce? >0 ne donne aucune info

u(t) change quand ¢t = 7(c) ; on calcule ensuite x(t)
en fonction de 7(c) ; il faut z(2) = Z.
C’est un probléme aux limites.



probléme isopérimétrique : régle du multiplicateur

Le probleme isopérimétrique en calcul des variations est celui de min-
imiser la méme fonctionnelle J(z) que pour (P), et sous les mémes
contraintes au bord, mais sous deux contraintes supplémentaires:

b b
/ G(t,z(t),z'(t))dt <0, / H(t,z(t),z'(t)) dt = 0.

Théoréme (régle du multiplicateur) Soit =, € C?[a,b] solution du
probléme isopérimétrique. Alors il existe un triplet (n,~,A) # 0 avec
n=0o0ulet~y >0, tel que

/bG(t,:c*(t),:c*’(t))dt <0 = ~v=0

et tel que z, soit une extrémale du lagrangien nL + v G + AH.

9
b
comment mettre min/ L(t,z,z’')dt : x(a) = A, z(b) = B
e b
/ G(t,a(t), () dt < 0, / H(t, a(t), 2'(t)) dt = 0.
' b
Minimiser J(z,u) = £(x(b)) +/ A(t, z(t), u(t)) dt
dans la forme { slc z'(t) = f(t, =(t),u(t)), t€ [a,b] p.p.
u(t) € U(t), t € [a,b] p.p. (0C)
z(a) = zo, =(b) € E.
On va identifier ' avec u ; c-a-d, imposer ' = u, avec U = R.
On introduit deux nouvelles composantes y et z de ’état (qui devient
(z,y, 2)), avec les dynamiques et conditions initiales suivantes :
y' =G(tz,u), 2z'=H(tz,u), ya)==z(a)=0. n=3
u A
On pose f(z,y,z,u) = |G, z,u) |, o= |0], et
H(t,z,u) 0
L=0,A=L, E={B}x]— 00,0] x {0}.
La solution de (OC) :
ot ot
(0. [ GGovato)a’@)as, [ H(sa(e).2/())as)
“ “ 10

b
comment mettre min/ L(t,z,z')dt : x(a) = A, z(b) = B
b b
/ G(t,a(t),2'(t)) dt < 0, / H(t, 2(t), 2'(t)) dt = 0.

b
Minimiser J(z,u) = £(z(b)) +/ A(t, (t), u(t)) dt

dans la forme { slc z'(t) = f(t, z(t),u(t)), t€ [a,b] p.p.
u(t) € U(t), t € [a,b] p-p- (0C)
z(a) = zo, z=(b) € E.

On va identifier £’ avec u ; c-a-d, imposer =z’ = u, avec U = R.
On introduit deux nouvelles composantes y et z de I’état (qui devient
(z,y, z)), avec les dynamiques et conditions initiales suivantes :

y' =G(t,z,u), z'=H(t,z,u), y(a)==z(a)=0.

u A
G(t,z,u) |, o= |0, et

H(t,z,u) 0

£=0,A=1L, E={B}x]— o0,0] x {0}.

H(t,w,y,z,p, q,7, u) = (cas normal)

pu+ qG(t,z,u) + rH(t,z,u) — L(t,z,u) H(t,z,p,u) = (p, f(t,z,u)) — A(t,z,u)
PMP — —q' = Hy,, —v' = H, =—> gq,r const

On pose f(z,y,2,u) =

b
comment mettre min/ L(t,z,z’')dt : x(a) = A, z(b) = B
b b
/ G(t,a(t), 2(t)) dt < 0, / H(t, o(t), 2/(t)) dt = 0.

Minimiser J(z,u) = £(x(b)) + /bA(t,w(t),u(t)) dt

dans la forme { slc z'(t) = f(t, z(t),u(t)), te [a,b] p.p.

u(t) € U(t), t€ [a,b] p.p. (0C)
z(a) = zo, =(b) € E.

On va identifier ' avec u ; c-a-d, imposer ' = u, avec U = R.

On introduit deux nouvelles composantes y et z de ’état (qui devient
(z,y,2)), avec les dynamiques et conditions initiales suivantes :

y' = G(t7 :E’ u)’ z/ = H(t’ 1:7 u)’ y(a) = z(a) = O'
u A
G,z ,u) |, o= |0, et
H(t,z,u) 0
L=0,A=L, E={B}x]— 00,0] x {0}.

On pose f(mv y,z,u) =

transversalité = —q(b) € Nj_o,0)(y(b)) = ¢ <0
(= 0 si non saturée)

11
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b
comment mettre min/ L(t,z,z’')dt : x(a) = A, z(b) = B
b b
/ G(t,a(t),2'(t)) dt < 0, / H(t, 2(t), 2'(t)) dt = 0.

b
Minimiser J(z,u) = £(z(b)) +/ A(t, (t), u(t)) dt

dans la forme { slc z'(t) = f(t,z(t),u(t)), t€ [a,b] p.p.
u(t) € U(t), t € [a,b] p.p- (0C)
z(a) = zo, x=(b) € E.

On va identifier ' avec u ; c-a-d, imposer =’ = u, avec U = R.
On introduit deux nouvelles composantes y et z de I’état (qui devient
(z,y, 2)), avec les dynamiques et conditions initiales suivantes :

yl = G(t,w,u), 2\ = H(t,w,u), y(a) = z(a) =0.

u A
On pose f(z,y,z,u) = |G(t,z,u) |, zo= |0, et
H(t,z,u) 0

£=0,A=L, E={B}x]— o00,0] x {0}.
L’éqn adjointe pour p et la cdn du max —

I’égn d’Euler pour L — qG —rH
13

comment mettre min /ab L(t,z,2')dt : x(a) = A, z(b) =B
/:G(t,z(t),z’(t))dt <o, /:H(t,z(t),z’(t))dt —o.
Minimiser J(z,u) = £(x(b)) +/bA(t,a:(t),u(t)) dt
z'(t) = f(t,w(t),u(t);, t € [a,b] p.p.

u(t) € U(t), t€ [a,b] p.p. (0C)
z(a) = zo, =(b) € E.

dans la forme { slc

On va identifier ' avec u ; c-a-d, imposer ' = u, avec U = R.

On introduit deux nouvelles composantes y et z de ’état (qui devient
(z,y, 2)), avec les dynamiques et conditions initiales suivantes :

y' =G(t,z,u), z'=H(tz,u), y(a)=z(a)=0.

u A
On pose f(z,y,z,u) = |G, z,u) |, o= |0], et
H(t,z,u) 0

£=0,A=L, E={B}x]— 0,0] x {0}.

On obtient la regle du multiplicateur en prenant

Yy=—qet A= —r .
14

Minimiser J(z,u) = £(z(b)) +/bA(t, z(t), u(t)) dt

e S0 = Fltatuty, L (b pp  HEEPW = (2 I(Gew) —nAGaw)
M"(t,x,p) = sup H"t,z,p,u).

u(t) € U(t), t€ [a,b] p.p. (0C) we U
z(a) = x¢, z(b) € E.

Théoréme (principe du maximum). Soit (2., u) un minimum local
pour le probléme (OC). Alors il existe une fonction absolument con-
tinue p : [a,b] — R™ (le co-état) et un scalaire n égal & 0 ou 1 qui
satisfont la non trivialité

(mp(t) # 0 Vte [a,b],
la condition de transversalité
—p(b) € nVL(2.(b)) + Np(2.(b)),
I’équation adjointe pour presque tout t¢:
—p'(t) = Dy H(t, z.(t), p(t), us(t)),
ainsi que la condition du maximum pour presque tout ¢:
H"(t, z.(t), p(t), us(t)) = M"(t,z.(t),p())-

Si le probleme est autonome (c-a-d, si f, A et U ne dépendent pas
de t), on peut affirmer aussi la constance de I’hamiltonien : il existe
h € R tel que

H"2.(t), p(t), ux(t)) = M"z.(t),p(t)) = h p.p.

Exemple L. 1
On vous demande Minimiser J(@,u) = /0 (32*(t) — u(t)]) dt
de résoudre sle z'(t) = u(t) € [-1,1] p.p.

z(0) = 0.

Soit (x,u) solution. Le PMP tient en forme normale (n = 1), car
x(1) est libre (E = R).
Rq : On peut supposer que z(t) > 0 : si sur un intervalle [¢,d] on a
xz < 0 avec z(c) = x(d) = 0, il suffit de remplacer sur cet intervalle
x par —x et u par —u ; ceci ne change pas le cotit. L’autre cas est
celui ot * < 0 sur un intervalle [c,1], avec z(c) = 0 ; & nouveau, on
remplace x par —x et u par —u sans changer le cout.

Le PMP donne p(1) =0 et

1 sip(t) >0

P(t) = @(t) 2 0.\u(t) = sgnp(t) = {_1 o <o

Donc le co-état p(t)\est croissant et négatif.

Ici, on a E = R et la transversalité devient

—p(1) € Ne(=(1)) = {0}

15
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Exemple /1 12
Minimiser J(x,u) = s (t) — |u(t)])dt
On vous demande (@, u) .0(2 ® = lu®1)
de résoudre sle z'(t) = u(t) € [~1,1] p.p.
z(0) = 0.
Soit (x,u) solution. Le PMP tient en forme normale (n = 1), car

z(1) est libre (E = R).
Rq : On peut supposer que x(t) > 0 : si sur un intervalle [¢,d] on a
z < 0 avec z(c) = z(d) = 0, il suffit de remplacer sur cet intervalle
x par —x et u par —u ; ceci ne change pas le coiit. L’autre cas est
celui ot z < 0 sur un intervalle [¢,1], avec z(c) = 0 ; & nouveau, on
remplace = par —x et u par —u sans changer le coit.

Le PMP donne p(1) =0 et On a H(z,p,u) = pu— %wz(t) + [u(?)]

1 sip(t) >0

pu)=zmzo,mn=swmw={_lﬁpm<0

Donc le co-état p(t) est croissant et négatif.

H(t119p7u) = (pa f(t,z,u)) - A(tvmau)

M(t,z,p) = sup H(t, z,p,u)
u € U(t)

17

E l .
xemple Minimiser  J(z,u) = / (122(t) — |u(t)] ) dt
On vous demande o
de résoudre slc z'(t) = u(t) € [-1,1] p.p.
z(0) = 0.
Soit (x,u) solution. Le PMP tient en forme normale (n = 1), car

x(1) est libre (E = R).
Rq : On peut supposer que x(t) > 0 : si sur un intervalle [¢,d] on a
z < 0 avec z(c) = x(d) = 0, il suffit de remplacer sur cet intervalle
x par —x et u par —u ; ceci ne change pas le cotit. L’autre cas est
celui ot * < 0 sur un intervalle [c,1], avec z(c) = 0 ; & nouveau, on
remplace x par —x et u par —u sans changer le cout.

Le PMP donne p(1) = 0 et On a H(z,p,u) = pu— 32%(t) + |u(t)]

1 sip(t) >0

p'(t) = z(t) >0, u(t) = sgnp(t) = {_1 sip(t) <0

Donc le\co-état p(t) est croissant et négatif.

C’est ’équation adjointe —p = H,
18

Exemple L. /1 1 s

M I(@,u) = La?(t) — |u(t)|) dt
On vous demande himiser (@, u) Jo (32() — lu(®)])
de résoudre slc z'(t) = u(t) € [-1,1] p.p.

z(0) = 0.

Soit (x,u) solution. Le PMP tient en forme normale (n = 1), car
(1) est libre (E = R).
Rq : On peut supposer que x(t) > 0 : si sur un intervalle [¢,d] on a
x < 0 avec z(c) = z(d) = 0, il suffit de remplacer sur cet intervalle
x par —x et u par —u ; ceci ne change pas le coiit. L’autre cas est
celui ot z < 0 sur un intervalle [c,1], avec z(c) = 0 ; & nouveau, on
remplace = par —x et u par —u sans changer le coiit.

Le PMP donne p(1) =0 et On a H(z,p,u) = pu— %$2(t) + u(t)]

1 sip(t) >0

pﬁ)=zmzo,mw=swmn={4>ﬁmw<0

Donc le co-état p(t) est croissant et négatif.

max pw + |w| est atteint en
—1<w<1

1 sip>0
-1 sip<oO

w =

Exemple L. 1
On vous demande Minimiser J(@,u) = /0 (32*(t) — u(t)]) dt
de résoudre sle z'(t) = u(t) € [-1,1] p.p.

z(0) = 0.

Soit (x,u) solution. Le PMP tient en forme normale (n = 1), car
x(1) est libre (E = R).
Rq : On peut supposer que z(t) > 0 : si sur un intervalle [¢,d] on a
xz < 0 avec z(c) = x(d) = 0, il suffit de remplacer sur cet intervalle
x par —x et u par —u ; ceci ne change pas le cotit. L’autre cas est
celui ot * < 0 sur un intervalle [c,1], avec z(c) = 0 ; & nouveau, on
remplace x par —x et u par —u sans changer le cout.

Le PMP donne p(1) = 0 et On a H(z,p,u) = pu— 32%(t) + |u(t)]

1 sip(t) >0
-1 sip(t) <0

p'(t) = x(t) >0, u(t) = sgnp(t) = { Mais c’est faux !

r=p=20
Donc le co-état p(t) est croissant et négatif.
+ cdn du max
Soit 7 le premier point dans [0,1] ou p(7) = 0. On mq 7 = 0. — |u|=1
Si T > 0, alors p(t) < 0 sur [0,7), d’ot1 u(t) = —1 sur cet intervalle.
Mais ceci implique que  devient strictement négatif, contradiction.
On a donc 7 = 03 c-a-d, p est identiquement zéro. On en déduit
z =p’ =0 = u, et le coiit optimal vaut 0.

19
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Exemple L. /1 L s
M J(z,u) = 122(t) — |u(t)|) dt
On vous demande HHmser (@, u) Jo (z2%(®) — lu(®)])
de résoudre slc z'(t) = u(t) € [-1,1] p.p.
z(0) = 0.
Observation.

Soit (x,) une suite de fonctions sur [0,1] en 2™ dents de scie,
ayant z,/(t) = u,(t) = £ 1p.p.

2 dents 4 dents

o | DANA

Les x, converge uniformément vers 0, et le cotit correspondant
a ces couples (z,,u,) tend vers —1 (nettement mieux que 0).

La solution est fausse : on a appliqué (correctement) un

raisonnement déductif, mais en ignorant la question d’existence.

Ici, le inf n'est pas atteint
21

un théoréme d’existence pour (OC)

b

Minimiser J(z,u) = £(x(b)) —|—/ A(t, z(t), u(t)) dt
sle 2(t) = f(t (1), u(®)), t€ [ab] pp.
u(t) € U(t), t € [a,b] p.p. (0C)

x(a) = xo, x(b) € E.
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Minimiser J(xz,u) = £(x(b)) —|—/bA(t,w(t),u(t)) dt

sle z'(t) = f(t,z(t),u(t)), t€ [a,b] p.p.
u(t) € U(t), t € [a,b] p.p. (0C)
z(a) = zo, x(b) € E.

Théoréme. On considére le probléme (OC) sous les hypothéses
suivantes :

(1) f(t,x,u) est de la forme go(t,x) + g(t,x) « u pour certaines
fonctions gg, g qui sont continues et bornées linéairement :

lgo(t; 2)| + |g(t, 2)| < k(|z| +1) Va;

(2) £ et A sont continues, et A(t,z,u) est convexe par rapport
a la variable u ;

(3) E est fermé ;

(4) Pour un certain ensemble compact et convexe Up, on a
U(t) = Up pour tout t.

Alors, si I’ensemble des couples (x,u) admissibles pour (OC)
est non vide, il existe une solution du probléme.

23

Minimiser

b
/ L(t, z(t), z'(t))dt |Le preuve utilise une suite minimisante (x4),
a la convergence faible des (), et la

. semi-continuité de ’application
sous les contraintes

z(a) = A, z(b) = B. Q> . v ’ x v .
(a) = A, 2(t) & e )= [ Dt (), o) at
<

Tonelli

Théoréeme. On suppose que le lagrangien L(t,x,v) est convexe par
rapport & v et satisfait, pour des constantes @ > 0,p > 1, v > 0 et
3, la condition de coercivité suivante :

L(t,z,v) > alv|l? —~v|z|+ 8 V(t,x,v) € [a,b] X R™ x R".

Alors le probleme (P) admet une solution z, € ACJa, b].

Lorsque L satisfait en outre certaines hypothéses supplémentaires,
on montre que x, est lipschitzienne, voire lisse.
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Minimiser J(z,u) = £(x(b)) +/bA(t,w(t),u(t))dt

slc z'(t) = .f(t1 z(t), u(t)), t € [a,b] p.p.
u(t) € U(t), t € [a,b] p.p. (0C)
z(a) = zo, z(b) € E.

Théoréme. On considére le probléme (OC) sous les hypothéses
suivantes :

(1) f(t,x,u) est de la forme go(t,x) + g(t,x) « u pour certaines
fonctions gg, g qui sont continues et bornées linéairement :

lgo(t; 2)| + |g(t, @)| < k(|z| +1) Va;

(2) £ et A sont continues, et A(t,z,u) est convexe par rapport
a la variable u ;

(3) E est fermé ;

(4) Pour un certain ensemble compact et convexe Up, on a
U(t) = Uy pour tout t.

Alors, si I’ensemble des couples (x,u) admissibles pour (OC)
est non vide, il existe une solution du probléme.

25

b
Minimiser J(z,u) = £(x(b)) +/ A(t, z(t), u(t)) dt

slc z'(t) = f(t, a(t), u(t)), t € [a,b] p.p.
u(t) € U(t), t€ [a,b] p.p. (0c)
x(a) = mo, =(b) € E.

Preuve : Il existe une suite minimisante (x;, u;).

On extrait une sous-suite tq u; converge faiblement
vers u, (un contrdle admissible) et x; uniformément
vers x, (qui satisfait les conditions au bord).

L’équation différentielle de I’état reste vraie a la lim-
ite, pour le couple (x.,u.).

Et le cout J(x,u) est semi-continu par rapport a ces
convergences.

I1 suit que le couple (., u.) est solution de (OC).
26

Minimiser J(z,u) = £(z(b)) +/bA(t, 2(t), u(t)) dt

sle x'(t) = f(t,z(t),u(t)), t€ [a,b] p.p. Exisfence ?
u(t) € UW), t€ [a,b] pp: (00) :
@(a) = xo, z(b) € E.

Théoréme. On considére le probleme (OC) sous les hypothéses
suivantes :

(1) £(t,x,u) est de la forme go(t, x) + g(t,x) + u pour certaines
fonctions go, g qui sont continues et bornées linéairement :

lgo(t, )| + lg(t, )| < k(|z| +1)Va;
(2) £ et A sont continues, et A(t,®,u) est convexe par rapport
& la variable u ;
(3) E est fermé ;
(4) Pour un certain ensemble compact et convexe Up, on a
U(t) = Uy pour tout t.
Alors, si 'ensemble des couples (z,u) admissibles pour (OC)
est non vide, il existe une solution du probleme.

Exemple R /1 1,2

Minimiser J(x,u) = sx(t) — |u(t dt
On vous demande (@ w) 0 (2 ® = ()|)
de résoudre sle x'(t) = u(t) € [-1,1] p.p-

z(0) = 0.

Le théoréme d’existence ne s’applique pas :

A(t,z,u) n’est pas convexe par rapport a la variable wu.
27

Minimiser J(z,u) = £(x(b)) + /hA(t, (1), u(t)) dt

sle @(t) = f(tz(t), u(t)), t€ [a,b] p.p. Exi ?
u(t) € U(t), t€ [a,b] p.p. (0c) xistence ?

z(a) = 20, a(b) € E.

Théoréme. On considére le probleme (OC) sous les hypothéses
suivantes :

(1) £(t,x,u) est de la forme go(t, @) + g(t,x) + u pour certaines
fonctions go, g qui sont continues et bornées linéairement :

lgo(t, @)| + lg(t, 2)| < k(|| +1) Va;
(2) £ et A sont continues, et A(,,u) est convexe par rapport
2 la variable u ;
(3) E est fermé ;

(4) Pour un certain ensemble compact et convexe Uy, on a
U(t) = Up pour tout t.

Alors, si ensemble des couples (z,u) admissibles pour (OC)
est non vide, il existe une solution du probleme.

Exer. 5.15 On consideére le probleme suivant :

L'exo 15 dont on a )
. . i — Syl = 0<u< -5, .
parlé en début de min Z(x(Z))+/0 (2x—3u)dt : x' =x+u,0<u<2,x(0)=5,x22) €E
cours : (a) Prouver que si (x,u) est solution, alors u(r) est constante par morceaux, a valeur 0 ou 2,
avec au plus un changement.

(b) On prend ¢ =0 et E = R. Prouver qu’une solution existe. Trouver explicitement le
controle optimal u(r).

(c) Expliquer (sans faire les calculs) comment trouver le contrdle optimal u(r) quand E =
{7

Le théoréme d’existence s’applique 08



Minimiser

sle

J(w,u) = £(a(b) + /bA(t, 2(t), u(t)) dt

SO = F(t,2(0,u0), LE (ab] pp- Existence ?
u(t) € U(t), tE€ [a,b] p.p. (oc) ’
z(a) = @0, z(b) € B.

Théoréme. On considére le probleme (OC) sous les hypothéses

suivantes :

(1) £(t,x,u) est de la forme go(t, x) + g(t,x) » u pour certaines
fonctions go, g qui sont continues et bornées linéairement :

loo(ts )] + lg(t, )] < k(Ja] +1) Vs Le théoréme d’existence s’applique

(2) £ et A sont continues, et A(,,u) est convexe par rapport

& la variable u ;

(3) E est fermé ;
;}lgt)Po:n{]:u‘lmc::téa;zte:semble compact et convexe Up, on a un exem Ple de la semaine dernisre

Alors, si 'ensemble des couples (z,u) admissibles pour (OC)
est non vide, il existe une solution du probléme.

T
Minimiser J(z,u) = / {z(t) + u(t)} dt
Jo

sle z’'(t) = z(t) +1 — z(t)u(t), t€ [0,T] p.p.
u(t) e U = [0,3], te€ [0,T] p.p.

z(0) = 0. \
probléeme non convexe

Une solution existe ; le PMP
identifie un unique candidat ;
celui-ci est la solution
(méthode déductive)

A A

T1 T2 T 29

Que faire lorsque la méthode
déductive ne s’applique pas ?

On a vu le réle que joue la
convexité lorsque celle-ci est
présente.

Il existe une autre grande

méthode inductive :
les fonctions vérificatrices

30

La méthode des fonctions vérificatrices en contréle optimal (FC section 24.2)

b
Minimiser J(z,u) = £(z(b)) +/ A(t, z(t), u(t)) dt

sle z'(t) = f(t (), u(t)), t € [a,b] p.p.
u(t) € U(t), t € [a,b] p.p. (0C)
z(a) = xo, z(b) € E.

La méthode se base sur une fonction ¢ qui satisfait I’inégalité Hamilton-
Jacobi :

A(t, w7u)+¢t(t7 w)+(¢z(t7 z), f(t, w,'u,)) >0, (t7 T, u) € [avb] XR"XU(t)
ainsi que la condition suivante a la frontiére :

e(b,y) = £(y), y€ E.
On note la présence de la fonction f dans ’inégalité.

Soit (x,u) admissible. On pose (¢, z,u) = (t, z(t),u(t)) dans I'inégalité, Si pour un certain
et on remplace f(t,z(t),u(t)) par ’(t) p.p. On intégre ensuite des couple admissible

deux cotés pour obtenir (€, u.), Pinégalité

b [ est une égalité p.p.,
/ A(t, z(t), u(t)) dt > / ~% @(t, x(t))dt il suit que le couple
Ja Ja

est solution de (OC),
p(a,z(a)) — (b, (b)) = w(a,zo) — £(x(b)), puisque la borne
inférieure est atteinte.

d’out J(xz,u) > ¢(a,zp). On a trouvé une borne inférieure pour le
colit associé a n’importe lequel (x,u) admissible.
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Question. Une fonction vérificatrice existe-t-elle toujours ?
Comment la trouver ?

La fonction valeur V (7, ) suivante est trés pertinente :
b
V(r,a) = min £(z(b)) —|—/ A(t,z(t),u(t))dt : z(t) =, z(b) € E,
T
ol, comme avant, on az’ = f(t,x,u) et u(t) € U(t) presque partout.
On note P(7,a) le probléeme qui figure ci-dessus. Donc (7, a) est le

parameétre dans une famille de problémes. Le probléme initiale (OC)
correspond au choix 7 = a, a = xp.

La fonction V sera une fonction vérificatrice.

Mais elle ne sera pas forcément dérivable. ..
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On considére le probléeme suivant :

Exemple (FC 24.6) I
Minimiser J(x,u) = / e 2ty (t)(1 — x(t)) dt
0

sle z'(t) = z(t)(4 —z(t)) —z(t)u(t), t > 0 p.p.
> .p.
u(t) € [074]a t > 0p.p normal 2
z(0) = @o. convexe ?
On suppose 0 < zg < 4. horizon infini !
Méthode déductive : difficile (ni le théoréme d’existence ni les linéaire en u

conditions nécessaires s’appliquent). On procéde quand-méme !
H(t,z,p,u) = p{:c(4 —x) — um} —e 2y (1 — x).
On identifie le coéfficient de u (switching function) :

o = e (x—1) —pzx.
Le co-état p satisfait

0 si 0<O

—p' = p(4—2x —u)+ue %, wu@l) =
P p( ) > ul®) 4 si o > 0.

Lemme

o =0sur [c,d] = x =2 et u(t) =2 p.p. sur [c,d].

33
Minimiser J(xz,u) = /ooe_Ztu(t)(l —x(t)) dt
1]
slc z'(t) = x(t)(4 — z(t)) — x(t) u(t), t > 0 p.p.
u(t) € [0,4], t > 0 p.p.
z(0) = z0 €]0,4[.
H(t,z,p,u) = p{w(4—w)—uw}—e_2tu(1—w).
Le coéfficient de u (switching function) : o = e~ %t(z—1)—p=x.
Le co-état p satisfait—p’ = p(4—2z—u)+ue 2t u(t) = { 0 S% <0
4 si o > 0.
Lemme
o =0sur [c,d] = z =2 et u(t) =2 p.p. sur [c,d].
Preuve On écrit (sur intervalle [c, d])
c=e?(x—-1)—pr=0, = pr=c 2 (zx-1)
o' = —2e *(x — 1) + e %'z’ — p'z — pz’
= —e 2t {2w2 — 3z — 2} (en remplagant pour z’, —p’)
= —e 2 (z —2)(2x +1)
=0 = z=2 (car z(t) >0) = u(t)=2p.p. N
34

Il semble que les valeurs 0, 2, et 4 du contréle u sont appelées a jouer
un roéle.

On forme une conjecture de style turnpike : 1’état optimal = est celui
qui se rend le plus rapidement possible & © = 2, (en prenant u = 0
si zg < 2, ou bien u = 4 si ©g > 2), et reste en x = 2 par la suite
(avec u = 2).

xr

T u=4
\\‘/m'(t) = —2?(t) u=2
/a:'(t) =0
2

f

\ turnpike

u=0
Zo z'(t) = x(t)(4 — =(t))

Comment vérifier cette conjecture ?

On va construire (provisoirement) la fonction valeur
oo

V(7r,a) = min / e Zut)(1—=x(t))dt : z(7) =«

T

(méme f et U) sur la base de cette conjecture.

Le calcul de V est différent selon que a < 2 ot @ > 2.
Prenons le cas a €]0, 2] .

On note r (7, a) le temps t tel que la solution x de I’équation différentielle

' =z(d-2), z(t)=«

satisfait (t) = 2. (Rq : la solution x converge vers 1’équilibre 4,
donc r est bien défini.)

Alors le coiit optimal & partir du point (7, a) serait

r(T,a) oo
V(r,a) = / 0 dt +/ e~ 21 —2)dt = —e 27(m0),

(7,0)
On doit vérifier ’inégalité Hamilton-Jacobi :

Lemme. Pour tout (7,a) € ]0,00[Xx ]0,2[ et u € [0,4], on a

e ?Tu(l —a) 4+ Vi(r,a) + Vo(r,a){a(d —a) —ua} > 0.
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OnaV(r,a) = —e~2"("%) ol (7, ) = le temps t tel que la solution
z de I’équation différentielle *’ = x(4 — x), x(r) = « satisfait
z(t) = 2.

On mgq la fonction r(7,a) est dérivable (résultat connu en edo).
L’inégalité a vérifier devient

22 {r; +raa(@—a)} +u{e?(1—a) - 2ae*ry} > 0. (*)
Il est clair que par définition on a

r(r,a)=r(0,a0) + 7 = r, =1.

Sur la solution z de z’ = z(4 — z), z(7) = a, on a
r(t, z(t)) = r(1, ).

On dérive afin de trouver
rr(t, @(t)) + ra(t, z(t)) (t) (4 — x(t)) = 0.

On insére t = 7 pour obtenir ro(7,a) = —{a(4 — a)}_l.
11 suit que le premier terme dans (*) s’annulle.

Donc (*) équivaut a

e (1—a)—2ae?ry = e?{l-a+2/4—-a)} >0
<~ (a—2)(aea—3) > 0,

ce qui est apparent (car 0 < a < 2). 37

Le cas a > 2 est traité de fagon similaire (voir FC)

On en déduit (en intégrant ’inégalité Hamilton-Jacobi comme d’habitude)
que pour tout (z,u) admissible on a

T
/ e Ptu(t)(1 — w(t)) dt > V(0,@0) — V (T, z(T)).
0

On montre assez facilement que le dernier terme tend vers 0, d’ou

» 0O

/ e u(t)(1 — 2(t)) dt > V(0, o)

0

(Pintégrale étant bien définie).

Puisque la conjecture donne le coit V(0,xo) par construction, la
preuve est compléte (la conjecture est confirmée).
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Un cas de figure en modélisation dynamique :

la gestion des ressources renouvelables

Soit y(t) la taille (souvent la biomasse) d’une
population en fonction du temps t.

La croissance exponentielle correspond a une croissance
proportionnelle y’/y constante : y'/y = k.

Ceci implique y(t) = y(0)e*t, qui ne peut pas étre vrai
a long terme.

La croissance logistique est un modele plus réaliste
qui est trées courant dans la modélisation des ressources
renouvelables.

I1 suppose que la croissance proportionnelle y’/y
diminue :

y'/y=k(M —y),
ou M est la population maximale.

On étudie la célebre équation différentielle (Verhulst 1845)

I’équation logistique ¢/ = ky(M — y).
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y = ky(M —y), y(0)=1yo>0.

ys o AY
L’équadiff —
dt

On écrit

Une certain réécriture est trés utile:

1

y(M —y)

Ensuite on intégre des deux cotés

— y) est séparable.

y(M —y)

On trouve

/in/@jLi/diy
y(M —y) M)y M) M-y

= tlny— - In(M —y)

— eMC kMt _ [ kMt

Y
ZAIJIH[M—y}
= kt+C
1 Yy
~In|——| = kt4C
M {M—y} "
: My — kMt+MC
Y Lek:Mt
= y(t) = Mo

La valeur de L est déterminée par la condition initiale :

L
1+ L

Yo = y(0) = M

On trace le graphe de y(t):

M

(donc 0 < y(t) < M
toujours)

41
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De fagon plus générale, on modélise par y'(t) = G(y(t))
I’évolution de certaines populations.

G(y)
y(t) Yy est la capacité
de ’environnement
7 e
e Y
Yy
y(0)¢

Cas spécial : croissance logistique
La population satisfait la loi de croissance

y'(t) = ky(t)(§ — y(1))

On exploite la population & des fins économiques:

y'(t) = G(y(t)) — h(t)
Souvent les modeles utilisent ’effort u de récolte, et
on suppose (par exemple)

h=yu = y'(t) = G(y(t)) — y(t)u(t)
ou0<u<LE.

Pendant longtemps, les biologistes ont supposé que le
mieux serait de maintenir la population au niveau y,,
du plus fort rendement soutenable, celui o G atteint
son maximum. G(y)

Donc d’utiliser 'effort u,,, = G(Ym)/Ym-
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Pour faire une analyse plus économique, on a intro-
duit le prix unitaire 7w de la biomasse et le coiit k de
Peffort de récolte.

Si la population est maintenue dans un équilibre en
y(t) =y, alors

0=19y'(t) = G(y) —yu = u=G(y)/y,

et le revenu net sera

myu—ku = (ry—k)u = (ﬂy—k)% = <7r — S) G(y).

Le meilleur y (maximisant) correspond a

(+-5)eo]

dont la solution est notée yq.

~

G(y

I Ym Yo y

Ce modéle ne correspond pas bien a la réalité
observée. Pourquoi ?

Son défaut : il est statique.
Il ne considére que les équilibres, en ignorant les
transitions et |'actualisation

On peut formuler un modéle dynamique mais
discret pour analyser les stratégies
optimales de récolte.

Soit 0 =t < t; <ty < :--- < t,, = T une partition
d’un intervalle de planning [0,T].

45
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Soit [t;,t;1+1] un intervalle pendant lequel ’effort est
u; et la récolte y;u;.

Soient 7 le prix unitaire de la biomasse et k le cout
de l’effort. Le revenu net au temps ¢ sera

TY; U; — k:u,- = (wyi - k:)ui .

Actualisant en t = 0, le revenu net devient

n

> et (my; — k)u;

On a les relations i=0
Yit1 = Yi + [G(Ys) — ysus] (Lig1 — 5)
ainsi que les contraintes
0<u; <E.

Maximiser le profit net donne alors un probléme stan-
dard d’optimisation, mais en un grand nombre de
variables u;, y; avec beaucoup de contraintes, et haute-

ment non convexe. 47

Pour dégager des conclusions générales, un modéle
dynamique et continu plutot que discret semble
nécessaire...

Maximiser
/ e %t {my(t) — k} u(t)dt
0

sous les contraintes

y'(t) = G(y(t)) —y)u®) (t=0)

0<u(t) <E, y(0) prescrit

Ceci est un probléme de contréle optimal,
de la sorte considérée dans |'exemple que nous
venons de voir
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Un modéle en ressources| /() = G(y(t)) — u(t) y(t)
renouvelables P
(Clark, Clarke, Munro / Econometrica) max/(; € {71' y(t) - k} u(t) dt

0 <u(t) <FE

y
y(0) u=E y = biomasse
/ u=uc u = effort de péche
G = croissance
naturelle
Ys E = borne sur
T I'effort (capital)
t ik d = taux
\ urnpike d’actualisation
u=0 n = prix de la
y(0) t ressource
k = colt de I'effort
Simple, mais... Si § est suffisamment grand, on aura
ys = 0 (extinction)
49
Pour § > 0 on trouve que y;s est déterminé par 1’équation
1 kN’ k
G(y) T - — = T - — comment ?
é Y Y
G(y) Rappel: Le meilleur
. . . équilibre statique
Yo est donné par
k !
(==3)6w] =
)
Y
\ ~ 7 .
Ys Am Y5 = Yoo
tragédie de la commune : lim Ys = Yo
_ 610
TYoo — k=0
50

Un modéle avec y = biomasse
invesfissem enf E = effort disponible (capital)

u = effort appliqué

(Clark, Clarke, Munro | =investissement en capital
] £

Econometrica 1979) G = loi de croissance

§ = taux d’actualisation

7 = prix de la ressource

7Y = taux de dépréciation

¢ = colit de I'investissement
k = colt de I'effort

Maximiser

/Oco e 0 (ry(t) — k)u(t) — cI(t)}dt — CZ e L AE(t;)

’ investissements

s.l.c instantanés

y'(H) = Gy(®) — u()y(t), 0 < u(t) < E)
E'(t) = —yB(t) + I(t), 0 < I(t) < +oo

Ici, on a n = m = 2. L’état est (y, E) et le controle

t I).
est (u, 1) .

Stratégie optimale en présence d’investissement ET dépréciation des
bateaux (disons) b

Preuve :
Principe du
maximum de
Pontryagin et

E

c

u( <E@® = fonctions

vérificatrices
non lisses

beaucoup de poissons,

EL ............................ ................................. N oSt
u(t) = E(t) / /

Yo = Ys Y, y .,



Pourle TD :

préparer les exos 9, 12, 13, 14
de la Fiche 2

Fin des diapos du cinquiéme cours
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