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Un exemple en optimisation: Moindre carrés

Soit (z;,yi) (¢=1,2,...,N) des points donnés dans le plan,
ol xy; < xy < --+ < xn. On a des raisons a penser que les
valeurs y; sont liées aux valeurs x; par une fonction affine:

yi = mz; +k(i=12,...,N),

mais ’erreur expérimentale exclue normalement que cela soit
précisément vrai.

La méthode des moindres carrés produit ce que 1’on consi-
dere la “meilleure” approximation affine de nos données.
Il s’agit de trouver m et k qui minimisent la somme des
carrés des erreurs; c-a-d qui minimisent la fonction

N
fom,k):= > |lyi—ma; — k|2
=1

f est strictement convexe
par rapport a (m,k)

Yy

Le role de la convexité en optimisation

Proposition Soit U un convexe ouvert, et soit
f une fonction convexe et dérivable sur U.
On se donne x, € U. Alors

f atteint un minimum local en z,

!

f atteint un minimum global en z, (par rapport a U)

!

Vf(zs) =0

(et si f est strictement convexe, le min est unique)



Proposition Soit U un convexe ouvert, et soit Rappel H Ie Cdnivedu f(ilf, 0) = xsin e[e — 2z + T cos 0]

f une fonction convexe et dérivable sur U.

On se donne z, € U. Alors 0 .
: iy On cherche a
f atteint un minimum local en x, . . .
! maximiser f (qui
f atteint un minimum global en z, (par rapport a U) 71'/2 [ nleS‘l' PGS concave)

(et si f est strictement convexe, le min est unique)

/2
(P) ming f \—/

Vf(il):o A .\ .\/ sur A

Corollaire Si f est convexe sur un ouvert convexe U le gagnanfm c'esf

qui contient A, et si Vf(x4) = 0 pour un point z, € A, .

alors z. est solution du probléeme ming4 f. un max local bien
(@« est 'unique solution si f est strictement convexe) sur, mais Cela

n'importe pas

5
Corollaire Soit f : R™ — R une fonction qui est
localement C 2 autour d’un point x, ol
Vf(x,) =0 et V3f(z,) > 0.
Rq . Alors x, correspond a un minimum local.
Dans la recherche dlun minimum Démonstration Il existe une boule U := B°(x,,r)

. . . , autour de z. dans laquelle V2f > 0.
global, la caracterisation locale d'un

point critique n'est pas pertinente en
générale

Donc f est strictement convexe sur U.
Mais V f(z.) = 0.

Donc f atteint en z, un minimum par rapport a U
(c-a-d, un minimum local) par la Proposition.

Rq : Il s’agit en fait d’un minimum local stricte
sur U (c-a-d, atteint uniquement en x,), car f est
strictement convexe sur U.



En optimisation, la fonction cout est parfois
convexe (exemple: méthode des moindre carrés) et
parfois pas (exemple: le caniveau, ou la fonction a
maximiser n'est pas concave).

La convexité est trés présente dans certaines
applications modernes (finances, gestion, éco,
Jeux, stats).

Il convient d’apprécier son réle en optimisation.

les cas de figure d’un probléme type

un probléme type

On s’intéresse a la minimisation d’une fonction
f : R? — R par rapport au pavé

A= {(z,y) eR*: -1 <2 <1, —1<y< 1},
On donne que f est dans C?(R?) ; f est donc continue
sur A, qui est compact (car fermé et borné).

Par le théoreme de Weierstrass, f atteint un mini-
mum sur A.

Il est affirmé que le minimum est atteint a ’origine

(0,0). Prouver ou réfuter cette affirmation.

On calcule

Exemple 1 :
f(x,y) =x? +2y? —4x + 4y — 3

£(0,0) = -3

On s’intéresse a la minimisation d’une fonction
f :R? = R par rapport au pavé

A= {(z,y) €ER*: -1 < <1, —-1<y< 1)
On donne que f est dans C%(R?) ; f est donc continue
sur A, qui est compact (car fermé et borné).

Par le théoréme de Weierstrass, f atteint un mini-
mum sur A.

Il est affirmé que le minimym est atteint a ’origine
(0,0). Prouver ou réfuter cette affirmation.

d’ott V#(0,0) = L‘rﬂ ” {g].

I1 suit que f n’a méme pas un minimum local en (0, 0)
(par la régle de Fermat, condition nécessaire). En-
core moins le minimum par rapport a A.

e Affi ti sfuté
Rq: On aurait pu aussi faire état ration retutee

du point (1,—1), ou f = —8.
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Exemple 2 : £(0,0) =4
f(z,y) = 2® + 3xy? — 32> — 3y*> + 4

On s’intéresse a la minimisation d’une fonction
On calcule f : R? - R par rapport au pavé

322 +3y2 — 6 A= {(z,y) eR*: -1 <z <1, -1 <y <1}
Vf(may):|:1:+ Y 313:|’

6ry — 6y On donne que f est dans C%(R?) ; f est donc continue
sur A, qui est compact (car fermé et borné).

d’oit V£(0,0) = m.

Par le théoreme de Weierstrass, f atteint un mini-
mum sur A.

Il est affirmé que le minimum est atteint a I’origine

On calcule ensuite (0,0). Prouver ou réfuter cette affirmation.

2 __ |6z —6 6y
V) = % 6t o
Il suit que f n’a méme pas
d’oir V2£(0,0) = {_6 Y ] un minimum local en (0,0), par
0 —6 la condition nécessaire

V2£(0,0) > 0 (sdp).
Encore moins le minimum par rapport a A.

Ra: f(—-1,-1) = —6. Affirmation réfutée
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Exemple 31 : . . , , £(0,0) =4
f(z,y) = 32° + z%y° + 92 + 8y* + xzy + 4
On s’intéresse & la minimisation d’une fonction
On calcule f : R? = R par rapport au pavé
_ [z +22y® + 18z +y A= {(z,y) €R?: —1<x <1, —1<y <1}
Vf(may)—[ 32%y? + 16y + x s {(@y) =" =" <y<1}
On donne que f est dans C?(R?) ; f est donc continue
d’ott V£(0,0) = B] . sur A, qui est compact (car fermé et borné).
Par le théoréme de Weierstrass, f atteint un mini-
mum sur A.
. Il est affirmé que le minimum est atteint & l’origine
On calcule ensuite (0,0). Prouver ou réfuter cette affirmation.
4x3 4 2y% 418 6ay® +1
2 —
d’ot1 V2£(0,0) = {118 116] >0 (= sdp).
On en déduit qu’un min local existe en (0, 0).
Mais il n’est certainement pas global par
rapport a R2, puisque
. . 3 5 66
lim f(1,y) = lim y°4+8y +y+— = —oo.
y——o0 y——oo 5 14

Exemple 3 (suite et fin) :

f(z,y) = s2° + x?y® + 922 4 8y + zy + 4
On a déduit qu’un min local existe en (0,0).
Mais il n’est pas global par rapport a R2.

Peut-on prouver qu'il s’agit d’un min par rapport a A ?

On a calculé

4x3 + 293 +18 6xy? +1

2 —

V@O = | eayr 11 6a?y+16)°
Lorsque (x,y) € A, les éléments sur la diagonale
valent au moins 12 et 10. Il suit que

tr V2f(x,y) > 22 et dét V>f(x,y) > 12x10—7X7 = 7T1.

On en déduit V2f(z,y) > 0 (dp) pour (z,y) € A,
ce qui implique que f est (strictement) convexe sur
A. Alors le point critique (0,0) correspond & un min
global par rapport & A (et unique).

Affirmation confirmée 15

Exemple 4 : £(0,0) = —1
f(z,y) = (x+1)% — 3(z + 1)e¥ + ¥

On s’intéresse a la minimisation d’une fonction
On calcule f : R2 = R par rapport au pavé

3(z + 1) — 3e¥ A= {(zy) ER?:—1<2<1, -1<y<1}.
Vf(zay) = {—3(:13—{-1)61/-‘{-363?’ 9 {( ,y) - = Y= }
On donne que f est dans C2(R2) ; f est donc continue
sur A, qui est compact (car fermé et borné).

d’ott V£(0,0) = m.
Par le théoréme de Weierstrass, f atteint un mini-
mum sur A.

Il est affirmé que le minimum est atteint & ’origine
(0,0). Prouver ou réfuter cette affirmation.

2 __ |6(z+1) —3e¥
V(@ y) = { —3e¥  —3(x+ 1)eY + 9e3¥

On calcule ensuite

on peut ainsi confirmer ’affirmation
6 —3

d’ot V£(0,0) = {_3 .

] >0 (= sdp).

Il est clair que la matrice hessienne n’est pas sdp lorsque x = —1 (par
exemple), son déterminant étant négatif. Donc f n’est pas convexe
sur A (hélas). Comment procéder ?

Il faut trouver les autres candidats (dans l’intérieur, et suk la frontiére)

et les comparer a (0,0)...c-a-d, appliquer la méthode"' déductive. 16



prochain sujet :

l'intégration des fonctions
de plusieurs variables

Archimede
(3 siecles
av. J-C)

Probléme :
calculer
l’aire sous
la parabole i b

On connait |'aire d'un rectangle

Aire = c¢d

La méthode d’exhaustion de Archiméde
consiste a approximer le domaine D par
une collection de rectangles.

Pour cela, on introduit la notion
de subdivision d’un intervalle

19

Soit IV € N,. On considére la subdivision uniforme

b

b
9 Na ZN,--" (N_]-)N’b)

(0
de l’intervalle [0, b], qui est de pas b/N . On note par
=b
; :=1N (=W ilyo o058

les noeuds de la subdivision. Donc g = 0 et xn = b.
On note aussi

b b
= [(I:i,il:H_l] = |:’I,N, (’L =+ 1)N}

les N sous-intervalles de la subdivision.

N-=38
T Ly
r—r—r——r————— >
O =073 X3 s Te b7z b 55
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N=—=8

b (bi)2  b342
— X —
N~ N2 N8

(bi/N, (bi/N)?) /N

-

Ty,

- v
N
e = \

Aire du rectangle basé sur [z;, ;1] = = 332

O——x{ >3 T3-T4 s &g Lz D

Aire du rectangle basé sur [z;, x;+1] = X
N N2
En invoquant la formule somme des carrés

8L B oo L2 = %k(k+1)(2k+1)

pour kK = N — 1, on trouve que ’aire total des
rectangles vaut

b3
o (2 (Y - 0?)

=1 1(N 1)N(2N —2+1)
" N36
3

= - T2N )

HV

21

b (bi)2  b%2
i -

Quand N devient trés grand, le découpage en rectangles est
une bonne approximation de la région D qui nous intéresse.

Lorsque N — 400, ’aire des rectangles :>

22

21 siecles plus tard :

Définition de lintégrale

Soit f une fonction positive sur [a,b]. On
veut que l'intégrale de f, notée

b
we(f] = [ f(e)de

corresponde a |'aire de la région D
comprise sous le graphe de f:

23

J\\Y\\

N

& &
@

T; 2i Tit1 b

Aire du rectangle = f(z;) (@41 — x;) = f(zz‘)b_Ta

24



/

N=s AX

/\“KN
/\\

= =

a X1 2 XT3 Iy s g I7 P
Lo s

s
A

V=

On choisit ensuite un point z; dans chaque I;, et on pose

N-—1 N-1 =1
Sree—> FC)@an —=)— = e
=0

=0

une somme de Riemann. 25

On a définit des sommes de Riemann

N—-1 b

Sn =Y f(z)
i=0

—a
N .

Lorsque la suite Sy tend vers une limite finie £, c-a-d
quand limy_,o, SNy = £, et de fagon qui ne dépend pas
du choix des z;, on dit que f est intégrable, et la valeur
de son intégrale est £; on écrit alors

/:,f(a:)d:v = L.

/

SoulX d:E%CCi_i_l—:I)i

On insiste sur le fait que la limite ne doit pas
dépendre du choix des z;.

Rq: la définition usuel admet les subdivisions

non uniforme ; nous les ignorons pour alléger. o6

Un point fondamental est le suivant:
quand la définition de l'intégrale
a-t-elle un sens ?

Il faut que la limite des sommes S existe,
indépendamment du choix des z;.

Pour quelles fonctions ?

Théoreme. (Riemann)

Si f est continue sur [a, b], alors
f est intégrable sur [a, b].

C'est-a-dire,
toute fonction
continue est

(Il y a aussi
les intégrales

intégrable au sens de
dans le sens I:ebes.gue...
de Riemann a venir)

27
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BERNHARD
RIEMANN
1826-1866

Son nom ne
figure pas sur
la Tour Eiffel
(mais
Lebesgue, si)

29

La définition méme de l'intégrale est
un élément clé, qui permet de
développer nombreuses applications
de l'intégration :

aire, distance parcourue, centre de
gravité, longueur d'une courbe, aire et
volume d’un solide de rotation...

Et beaucoup de calcul d’intégrales...

30

Maintenant : les intégrales doubles

f(z,y) est une fonction définie sur R?, et on limite P’attention aux
points (x,y) d’un domaine D limité par une courbe fermée C.

le graphe de f
@ 5

Yy
/—h On cherche a définir ’intégrale de f
(C)p sur le domaine D, notée

// f(z,y)dzdy ou // fdA

D D

de telle fagon a obtenir ldu
solide sous le graphe.

z

)

31
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On introduit une subdivision x; sur ’axe de x,
ainsi qu’une subdivision y; sur ’axe des y.

i
I
¢
1
1 (245, wij)
1
X;

<V

On aura alors une famille de pavés

recouvrant D
33

Le volume dV correspondant =z
au pavé concerné est donné
par dA

av = .f(wv y)dmdy’

a un terme de seconde ordre preés.

La somme de Riemann est alors

Z f(zi5, wij) Ax; Ay; dy
¥ Yy

7 » ;E (235, wij)
: y
(T s w On dit que f est intégrable lorsque ces sommes
=" de Riemann tendent vers une limite, celle-ci
0| * ne dépendant pas des subdivisions et du choix

des points dans les pavés.

34

Théoreme.

(Riemann)

Si f est continue sur D, alors
f est intégrable sur D.

C’'est-a-dire,
toute fonction
continue est
intégrable
dans le sens
de Riemann

On écrit // f dA pour l’intégrale
D
de f sur D, et typiquement

//D f(z,y)dzdy

dans le contexte des coordonnées
cartésiennes (x,y).

Pour une fonction positive, ’intégrale
correspond au volume du solide
sous le graphe.

Rq : l'aire du domaine D correspond a

= volume du cylindre de base D et de hauteur 1
= airede D X 1 = aire de D

Il en résulte que
certains calculs
d’aire peuvent
se faire de

deux fagons :

35
// ldxdy = // 1dA
D D
S
é\\\\\\ £
a b
AIRE = Int[f] = /:f(z) da
- [
b 36



Autre exemple d’application d’une intégrale double :
le centre de gravité

Soit D un domaine dans R%2. On le considére comme une plaque
homogene (une distribution de masse). Quel est son centre de gravité
T par rapport a 'axe des x?

Théoréme. Soit D un domaine dans R2.
Le centre de gravité £ de D par rapport
a l’axe des = est donné par De méme :

e
=l = G |l

I,

37

propriétés de base de l'intégrale :

Proposition Soit D un domaine borné dans R2.

1. Si c et k sont des constantes, alors

//L.)(cf—}—kg)dA = c//DfdA—{—k//ngA

2. Sim < f(x,y) <M V(x,y) € D, alors

maire(D) < // fdA < M aire(D)
D

3. SingsurD,alors// fdAS// gdA.
D D

4. Si D est découpé en deux domaines D, et Do,

alors
//DfdA = //ledA—i-/szdA.

38

Comment

calculer une intégrale double ?

On commence par le cas ou D est un
pavé, donc ou la frontiére de D est un
rectangle dont les cotés sont paralléles

aux axes des coordonnées.
d
D = |a,b] X [c,d]
D
c
a b
: D = [a,b] X [¢,d]
: On veut calculer
,O g 7 y D //D f(wa y)dwdy

o X x+dx x

Le volume de la tranche entre = et © + dx

= D’épaisseur X l’aire de la coupe transversale

Il faut intégrer cette
fonction de x afin
de trouver le volume

d
=dz X / f(z,y)dy (la variable x étant fixée). total, pour x entre a et b.

On obtient que le volume total est donné par

//D F(z,y)dwdy

- /: Vcdf(m,y)dy} da

Demémeona//D f(z,y)dzedy = /:i |:/abf(m,y)dm:| dy

39
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En conclusion, le calcul d’une intégrale double sur un pavé est ramené
au calcul de deux intégrales simples :

J[ @ wazay = [[ s yyaay
- /b -/df(m,y)dy] dr = /b/df(m,y)dydm
Exemple : al Cb ad cb
// zy? drdy /a f(w,y)dm} dy = /c /a F(@,y)dady
[1,2]x[1,3] L

ror2
// zy?dedy = / / wyzdw} dy
[1,2]x[1,3] 1 1

3 2932 2
3 :/1 yl}dy
D _ /3 4% (2 — )] dy itération
1
1 3 3 2 3
=§/lydy—§><
1 2 _ 13 i

Remarque : notation pour les intégrales itérées
(lorsqu’on integre en premier par rapport a x)

//D f(a,y)dady = //[a,b]x[c,d]f("”y)dwdy
- /cd/:f(w,y)dwdy
[ e

_ /cddy/abf(a:,y)dcc

42

On suppose maintenant que D a la propriété suivante :

La courbe C qui limite le domaine D rencontre en deux points seule-
ment toute droite parallele a ’axe des y, comprise entre les deux

droites extrémes x = a et x = b. Les ordonnées de ces deux

points dépendent de x, soit

Y1 = p1(x), Y2 = pa(x)

D Rq : on aura cette
propriété lorsque D

@ est convexe

O a x) b x

Alors l’intégrale de f sur D, le volume total, est donné par

t@wdzdy = [ | [T fay)dy| de
/], L1l

b re2(x)
- [ [ t@wdyde
a Jei(z) 43

La méme méthode s’applique dans le cas ou la courbe C qui limite
le domaine D rencontre en deux points seulement toute droite
parallele a ’axe des x, comprise entre les deux droites extrémes
y=cety=d.

Les abscisses de ces deux points sont des fonctions de y :

y z1 = Pi(y), =x2 = P2(y)

BN 5
4 Uy ()
m. =4

X
En intégrant d’abord par rapport a x puis par rapport a y,
nous obtenons

/] @wdzay = /Cd /¢ " () dady

1(y)

44



Exemple Exemple D est le domaine dans le premier quadrant limité
. . — 2 _ —
Dans le cas ou le domaine D est quelconque, il faut pary =0,y" =, et x + 2y = 3. Calculer

en faire un examen attentif y / / (12 — 32 — dy)dady .
D

R y
-[B

Une fagon de découper le domaine D : D < Y3
! Y2

r+2y =3

e 0| o

O a bp. ¢ 4 = On veut itérer l'intégrale ; veut-on intégrer en premier par
~— — 2 3 . .
//D f(z,y)dxdy D, rapport a x, ou par rapport a 'y ? Pour un y entre 0 et 1,
= || s@yasay+ [[ s@yyacay+ [[ sy)dedy Do les valeurs de x dans 1)
D, Dy Ds vont de y© a 3 — 2y.
. On trouve // (12 — 3z — 4y)dxdy
ou D
// f(z,y)dedy = / /y2f(:c )d daz—i—/c/mf(w )dydz R A
|, f@wdzdy = || " f@ydydz+ [ ]y =/O/y (12 — 3z — dy)dedy
45
: 2 .
' on aurait pu On trouve // (12 — 3z — 4y)dzdy
: . D
T2 = P2(y) 7N faire
al: a 1 3-2y
tde A autrement = / / (12 — 3z — 4y)dzdy
AV} o b
: B ! 3—2
: = / (122 — J2® — day] .7 dy
z1 = P1(y)\ 01
5 . = /. {2 — 18y — 10y + 4y® + 2y*} dy
Q
> ' 1
= [Py —99° — 2v° +y* + 34°],
En intégrant d’abord par rapport a x puis par rapport a y, nous = %

obtenons

J[ s dedy = /j /:(;) F(@,y)dudy
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On aurait pu intégrer en premier par rapport a vy, en
découpant D :

Y =z
(1,1)
y parcourt [0, vz ]| | z+2y=3
i \
I LN .
(8] D, D, 3,0)

t [0, 1(3 —
On trouve // (12 — 3z — 4y)dzdy y parcourt [0, 5( x)]
D

= / (12 — 3z — 4y)dzdy + (12 — 3z — 4y)dzdy

D1 D2
1 Ve
= / / (12 — 3z — 4y)dydzx
0o Jo

3 ,1(8—=x)
+ / / (12 — 3z — 4y)dydx
1 Jo

49

Exemple
Trouver le centroide du domaine D
dans R? délimité par les courbes
y2 =6z, y=0, et x = 6.

On calcule I’aire de D :
Pour 3 il nous faut :

aire(D) = // //2/6d"’dy ydA = y da dy
fene

1 6
= |:6y —_ —y3:| 1 6
18 0 = {3:1/ — ﬁy]
= 6(6—2) = 24 "
= 36 (3 — 7> = 54
D’oti la valeur de g : 2
o .UDydA
g = - - = __ 18
[, dA Exercice : vérifier que T = 7,
54 9 donc que le centroide
=1 "1 est le point (%,%).
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Intégrales doubles en
coordonnées polaires

coordonnées polaires

(rappel en vo)

prochain document
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Fin des diapos du 9éme cours
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