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Une série peut
provenir, par
exemple, d'un DL...

Séries

Un résultat de Euler :

N )

In(2) = %—}— > - =

On peut ainsi calculer In2 a la précision
voulue, quitte a prendre n assez grand.

Soit (un) (n =1,2...) une suite de nombre réels. Si la suite (S,,) des sommes partielles converge vers

La série attachée a (un) veut dire la somme infinie une limite finie S, on dit que la série ) u,, est

convergente, et on écrit
Z"’" = U+ Uz +uUz...

oo
Exemple: la série harmonique 8= uy= ) u
n 2 "4

La quantité R, = § — S,, est appelée reste de rang n

. : de la série )" u, jon a
Plus formellement, on associe a la série ) un

la suite (S, ) définie par Jim R, =0.
Sn = w1 t+uz+-+un. Si la suite (S,) des sommes partielles ne tend pas vers
Les termes de la suite (S,) sont appelés les Zﬁ)ee lu::;z finie 3 ondikique i sirie )7 1n eat
sommes partielles de la série ) u,. Lt
L’étude de la série )" u,, équivaut a I’étude de Si lim,, 00 S, = +0c, alors la série est divergente,

la suite (S,) de ses sommes partielles. mais on dit en outre qu’elle diverge vers +oc.



Remarques

1. Siles séries ) un, et ) v, convergent, alors la série
> (cu,, + kv,) converge et I’on a

Z(cun+kvn) = @ Zun-{-k Zvn

n>1 n>1 n>1

2. La nature d’une série (convergence ou divergence)
n'‘est pas modifiée si on change ou supprime les p
premiers termes

3. Parfois il convient de commencer avec n = 0,
selon le contexte :

E un, Ou E Un

n>0 n>1

Exemple : la série harmonique

LA, oy 8
n 2 g

Proposition. Soit S,, la n-iéme somme partielle
de la série harmonique; c’est-a-dire,

1 1 1
Spi= —F+—+-e4+— (n>=1).
1 2 n
Alors on a
Inn—-1) < S, <lnn+1 (n=2).
Corollaire. La série harmonique diverge; c-a-d:
lim S,, & +o0.
TL > OO

(C’est un célébre théoréme prouvé autrement par

Jacques Bernoulli en 1689.) 10

In(n — 1)

Onveut n(n—1) < S, <lnn+1 (n = 2)

n—1 1 n+1
/ R / b(t) dt
1 t 1

Et de fagon analogue pour la
borne supérieure de I’encadrement. ..

k=

t 11

Remarque :

Mais elle diverge trés lentement:

220 20220

1
¥ L~ 5,985 >

~ 10,49.
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Exemple: une série géométrique (raison g # 0 fixé)

Y a" =1+g+a+q*+...

n=0

S. =14+q+q*+---+4q"
@S, = q+q" +q°+--- + g™+

p— Sn = | + qn+1
= Sa(g-1) = ¢"" -1
qn+1 —
=> S, = ﬁ (sig#1)
On en déduit :
converge vers Ti_q silg| <1
Z q" diverge vers + oo sig>1
n20 diverge sig<—1
13
La question principale concernant une série
D un
sera : est-ce que celle-ci converge ?
Il n'est pas possible en général de calculer la somme
(lorsque la série converge) ; exceptions : géométrique,
DL connu, série téléscopique.
14

Une condition nécessaire pour la
convergence d'une série

Proposition Pour qu’une série ) u, converge, il faut
que son terme général u,, tende vers 0 quand n — oo.

Démonstration On a un, = S, — Sp—1. Or le c6té droit
tend vers S — S = 0 lorsque n — oc. B

Remarque : la série harmonique montre que la
condition nest pas suffisante. Quand un ne tend pas
vers 0, on dit que la suite diverge grossiérement.

On aborde maintenant des critéres suffisants, dans
le cadre des séries positives (c-a-d, u, 2 0)

15

Proposition Une série ) u,, positive converge ssi la suite (S,,)
de ses sommes partielles est bornée.

Démonstration =
Si (S,.) converge, alors cette suite est bornée.
=

Si (S,.) est bornée, alors il s’agit d’une suite croissante
et bornée, qui admet donc une limite finie. =]

Définition Soit ) u, une série. Nous appellerons série extraite
de la série ) u, une série dont les termes s’obtiennent en
prenant certains des termes de la précédente.

Précisément, il s’agit d’une série ) v, ol v, = Uy (n)s
@ étant une application strictement croissante de N dans N.

Corollaire Toute série extraite d’une série positive convergente
est elle-méme convergente.

Démonstration Soit § = lim S,, la somme de la série ) u,, et soient
T, les sommes partielles de la série extraite ) v,,. AlorsT,, < §,, < S,
d’ol1 la série ) v, est une série positive dont les sommes partielles
sont bornées. Par la proposition, la série ) v,, converge. 1
16



Exemple Soit (p,) la suite des nombres premiers : 2,3,5,7,11,13,....

Alors la série Z

est convergente.

1
27n
(car il s’agit d’une série extraite de la série géométrique

1 .
Z on» Qui converge)

Corollaire (comparaison) Soient " u, et } v, deux séries
qui vérifient 0 < u,, < v, a partir d’un certain rang.

Dans ce cas,

si ) v, converge alors ) u, converge ;

si )" u,, diverge alors ) v,, diverge.

1
Exemple : La série Z = est convergente.
n "

17

Proposition Si deux séries & termes positifs sont telles que

Uy Uy ~ k Un
lim = k>0 .
n—eo v, * quand n — oo

alors les séries )" u,, et ) v, sont de méme nature.

Démonstration A partir d’un certain rang on peut écrire

Par conséquent (comparaison), Y’ u, converge si ) v,
converge, et > u, diverge si ). v, diverge. Jis§
, " . ﬂ .
Exemple : La série Z sin — diverge.
n
(ces termes sont positifs & partir de n = 2, et

sin(m/n)

n—o0 1r/n =10,

donc méme nature que la série harmonique) 18

De fagon plus générale, on obtient la
régle de comparaison a la limite suivante :

Proposition Soient ) a, et Y b, deux séries & termes positifs.
Alors

a
lim —~ = £>0 = les séries sont de méme nature
n—o0 by,
: a
nango ﬁ = 0et an converge ——» Zan converge
% Qn . %
nll’ngo E = 4oc et an diverge —> Zan diverge

Corollaire (équivalence) Soient )" u, et } v,
deux séries qui vérifient ()
f ~oo g = lim =

un = f(n), va = g(n), it

ou f et g sont des fonctions positives. Si f ~ g,
alors les deux séries sont de méme nature.

On introduit maintenant deux critéres plus structurés,
adaptés aux puissances, ou aux produits et factorielles :

® la régle de Cauchy
® |la régle de D'Alembert

Proposition (régle de Cauchy) Soit ) u, une série a termes
positifs tels que

lim u, = £.

n—o0

Alors si £ < 1 la série est convergente, et si £ > 1 la série est
divergente. (On ne peut conclure si £ = 1.)

Proposition (régle de D’Alembert) Soit )" u, une série a termes
positifs tels que
Up 41

n—oo U,

=

Alors si £ < 1 la série est convergente, et si £ > 1 la série est
divergente. (On ne peut conclure si £ = 1.)

1
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Proposition (régle de Cauchy) Soit ) u, une série a termes
positifs tels que

lim Yu, = £.
n—00

Alors si £ < 1 la série est convergente, et si £ > 1 la série est
divergente. (On ne peut conclure si £ = 1.)

Démonstration Si £ < 1, on peut trouver g vérifiant £ < g <1
tel que, a partir d’un certain rang, on a

|'{/un—£|<q—£ = ‘\/“ Un < q = Un<q"-

Par conséquent (comparaison), ) u, converge (la série géomé-
trique étant convergente).

Si £ > 1, alors a partir d’un certain rang {/u, > 1, donc
u, -~ 1 et ne tend pas vers 0 : la série diverge forcément. m

La démonstration de la régle de D'Alembert est de
méme nature...

Proposition (sigle de Cavchiy) Solt 37w, une série & termes | Proposicion (rigle de D'Alembert) Solt 37w, une sirko & tormes
pasitifs tels que positifs tels que

lim Ve, = L. [ L S

o -
Alors st £ < 1 la série est convergente, et si € 2> 1 ln série o8 | Alors si £ < 1 la sdrie el comvesgente, et si £ > 1 ln série ot
divergente. {On ne peut conclure xi £ = 1,) divergente, (On ne pout conclure sl £ = 1.)

1 1 1/n
Exemple : 3 = Yun, = (_) - 7
e n! n!

‘u"_H - 1
Un n -+ 1.

— 0

On déduit par D'Alembert que la série converge.

3

2
(Que vaut la somme 2) € (f=1sialielibe

g | 1 2/n
Exemple : Z;z— = Vun= (—) =i

n
u){' n?
=

o u, T (n+1)?

Aucune des deux régles donne une conclusion...

2 1
n=-—0n ¢ 0 (croiss comp)
noon

)
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Comparaison avec une intégrale généralisée (impropre)

Proposition (régle de comparaison intégrale) Si f(x) est une
fonction continue et positive sur [1,4o00| qui est décroissante &
(=<}

partir d’une certaine valeur de z, alors 'intégrale / f(z)dx
1

et la série ) f(n) sont de méme nature.

Démonstration (On prend f décroissante)

:
i\ F0 < [ f@de < f-1)

On somme de 2 a n pour déduire
S =) < [ f@)dz < Snos
a L

La conclusion

flk—1) voulue s’ensuit

Jk)

k—1 k z .

23
. . : . 1
Corollaire (Riemann) La série de Riemann Z = est convergente
n
si le parametre p > 1, et divergente si p < 1.
Démonstration
Si p > 1, la fonction f(x) = 1/zP est continue, positive,
et décroissante pour z > 1.
Par la proposition précédente, la série ) # et D’intégrale
s |
impropre / == dx sont de méme nature.
1 X
Mais ’intégrale est convergente, car
o 1 b
/ —dz = lim —dz
1 axP b—oo J, xP
m"P"‘l b 1
= lim =
e Isph ped
Pour p < 1, on voit facilement que 'intégrale diverge,
donc la série diverge aussi. | 04



Proposition (régle de Riemann) Soit }_ u, une série & termes
positifs.
(a) S’il existe p > 1 et C > 0 tels que, a partir d’un certain rang,

on a nPu, < C, alors la série ) u,, converge.
(C’est notamment le cas si lim,, o nPu, < +0c.)

(b) S’il existe p < 1 et C > 0 tels que, & partir d’un certain rang,
on a nPu, > C, alors la série ) u,, diverge.
(C’est notamment le cas si lim,_; o nPu, > 0.)

(La démonstration se fait facilement avec la comparaison
appliquée aux séries de Riemann.)

5> 5n?+1
. ——————— converge parce que
Exemples : A e e B proe
5n? 4+ 1 5n° 4+ n®
lim n® x = i = = lim e d = 5.
n—»oo ns —nd—1 n—+oc nb —nd —~1
1
2) ¥ diverge parce que
(2) = parce q
. 1 ) n 3 [ n
lim n x = lim = lim +/'n,/ = +o0.

n-roo vinn n—+ee lnn n—too Vinn 25

Corollaire (comparaison) Soient )" u, et } v, deux

comparaison
P séries qui vérifient (&4 partir d’un certain rang)

par domination
et équivalence un = f(n), vn =g(n),

ol f et g sont des fonctions positives. Si f = O,.(g),
et si ) v, converge, alors )  u, converge.

Preuve :

J =00(g) = 3M,N taq. |f(z)| < Ml|g(z)| pour z > N

= |u,| < M|v,| & partir d’un certain rang...

,, Inn

Exemple : Etudier ) u,,, oll u, = =
n

l -
On pose f(z) = n_::, donc u,, = f(n).
z

i 1 .
Soit g(z) := 232" On a f = Ox(g), puisque

lim =0
x—++oc g
oo . 233 ma . Inx
LA Mg =T = MPeam =

Sl .f . Ox (Q) 1
Vue que L Y converge, on en déduit la

convergence de 3 u,.

26

Corollaire (équivalence) Soient " u, et )" v, deux
séries qui vérifient (& partir d’un certain rang)

un = f(n), vn = g(n),

ol f et g sont des fonctions positives. Si f ~ g,
alors les deux séries sont de méme nature.

Corollaire (équivalence) Soient )" u, et ) v, deux
séries qui vérifient (4 partir d’un certain rang)

= r(2)mms(2)

ol f et g sont des fonctions positives. Si f ~¢ g,
alors les deux séries sont de méme nature.

. J(=z)
fNog:*il_rﬂ)ﬁ=

1

Rappel sur les limites :
la régle de |'Hospital

Quand f(a) = g(a) = 0, le théoréme suivant
(dii & Jean Bernoulli, mais portant le nom
du marquis qui lui apportait son patronage)
est un outil qui sert dans certains cas a lever
I’indétermination du quotient f/g en a.

27
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Théoréme (Régle de I’'Hospital) Soit I un intervalle ouvert
contenant le point a. Soient f et g deux fonctions
dérivables sur I\{a} telles que

zll_l;na f(z) =0 et mll_l;na g(z) = 0,
ou

lim f(z) = 4o et lim g(z) = oo,

et supposons de plus que lim; _, o f/'(z)/g’(x) existe. Alors
lim, o f(z)/g(x) existe, et

N O —

z—+a g(m) z—+a g’(m) g
Remarque. L’énoncé du théoréme sous-entend que g’(z) # 0
pour tout z # a suffisamment proche de a.

Le théoréme comprend les cas ou lim, _, , f/(z)/g'(z) vaut
400 ou —oo.

29
exemple On vérifie que la régle de I'Hospital s’applique.
On observe que
Calculer
y [sinz] . cosx
e a0 [z =m0 1
z—0 @€
d’ol1
e
x—0 x
exemple On vérifie que la régle de ’Hospital s’applique.
On observe que
Calculer
. [(m*(a+a2)) 2In(1 + z)
In®*(1 + z) e B R,
lim z—+0 [1—cosx) x—0(1+z)sinz
z—+0 1 —coszx
toujours indéterminée. On dérive encore :
s
lim — 4= =2
z—+0sinz + (1 + z)cosz
d’on1 la réponse 2 pour la limite initiale.
30

exemple Calculer

- In (e® — e‘z) .
zl0 Inz

[In(e* —e~=)])" _ 2:?25: gk e x
’ - 1 _(e e ) x —x
[Inz] ~ et —e
N—
— 7
2V _ _ 1 1
[ez__e-—z]l a3 e* +e = 29

d’otl la réponse 2 x % =1 pour la
limite initiale.

Rq:

on a prouvé que In (e* — e~ %) ~yg Inz

la régle de |’Hospital quand x tend vers +c0

Théoréme (Régle de 'Hospital) Soient f et g deux fonctions
dérivables autour de +oc telles que
lim f(z) =0 et lim g(z) = 0,
x — +oc r — +o0
ou
lim f(z) = +oc et lim g(z) = +o0,

x — +oo * — o0
et supposons de plus que lim, _, + . f/(x)/g'(x) existe. Alors
Hm, , 1o f(z)/g(x) existe, et

@ oy, £

lim = A
@ — +oo g(.'l:) @ — +oo g’(z)

Remarque.

Le théoréme comprend les cas oui lim, _, 4. f'(z)/g’(z) vaut
+0oc ou —o0.

31
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exemple Calculer

. i
& —+00 Inz
1—e™ " 2
ote ™. . =
T = (1 — e z) m — 1,

quand * — 400, d’ol1 la réponse 1.

Rq:

Ceci prouve que In (z + €™ %) ~oo Inz

Rappel. On peut souvent trouver un équivalent simple
par le DL, car si (par exemple) on a

f(z) = ca® +o(z”) (c#0),

alors f ~g xP.

33
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Application aux séries : quelques exemples
exemple 1.

Zln(e

converge. Il suit que Z

1/n

£ e-—-l,"n)

In(1/n)
n2

- On a vu (comparaison) que Z
n

In (e!/n — e~1/n)

n?

converge, car

In (e” — ™) ~g Inz (prouvé ci-dessus).
B - 1 ..
exemple 2. L nein 2 : Les termes sont positifs,

et sin % ~ 1% a D’infini (par le DL de sin en 0).
Donc méme nature que la série harmonique : diverge.
exemple 3.
5n? 41

n® —nd —1

-

5n? 41

5 : Ri
A q s (qui converge, Riemann)

converge parce que -

1+ tan
exemple 4. Z In

S | 3=

1 — tan

Le terme dans le In tend vers 1. On a (DL du premier ordre)

Inl42z)~zenz=0,cad In(l+z) = =+ o(x)
14
l1—2

~

1+ tan : 1

= In{ ———— | ~ 2tan — (quand n — o0)
1—tan} n

2

~

(c-a-d, lim nu,, = 2)

Puisque u,, ~ % quand n — oo, la série a la méme nature que la
série harmonique (diverge).

35
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Séries a termes réels de signes variables

La nature de ces séries est plus difficile a
déterminer.

Il est possible, par exemple, que deux séries 2un et
2V, aient des termes équivalents a la limite (c-a-d,

lim un/vn = 1), mais que |'une converge et |'autre
diverge.

On va voir que la notion de convergence absolue
simplifie beaucoup |’analyse. Et on étudiera les
séries alternées...

Proposition Soit ) u, une série & termes réels. On associe & )" u, la
. X . ™= —
série > v, ot v, = |u,|. Si ) v, converge, alors ) u,, converge.

Démonstration. Soit P, la somme des termes positifs jusqu’au rang
n de la série ) u, :

n
P Z max (0, ug),
k=1
et Q,, la somme des valeurs absolues des termes négatifs :
n
Qn = Z max(0, —ug).
k=1

Onaalors S, =P, —Qnetd>; v = P+ Q.

Puisque la série positive ) v,, converge (par hypothese), ses sommes
partielles sont bornées. Du coup, les suites (P,) et (Q,) (qui sont
visiblement croissantes) sont bornées, et alors convergentes. Notons
P = lim, o P, et Q = lim,,_,o Q. Il vient que S,, converge vers
P — @, d’ol1 la convergence de ) u,. B

37
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D’apres la proposition, on peut donc vérifier
la convergence d’une série en appliquant les
critéres ci-dessus (Cauchy, D’Alembert,
Riemann, comparaison intégrale...) a la série
positive de ses valeurs absolues.

Reste les séries qui convergent, mais sans que
la série des valeurs absolues converge...

Définition La série )  u, est dite absolument convergente
lorsque la série 3" |u,| converge (ce qui garantit sa convergence).

Elle est dite conditionnellement convergente ou semi-convergente
lorsque ) u, converge mais Y |u,| diverge.

Dans cette derniére sorte de série, c’est le cas des
séries alternées qui nous intéressera le plus.

Séries alternées

Il s’agit d’une série dans laquelle, a partir d’un
certain rang, le terme général est alternativement
positif et négatif.

Exemple : la série harmonique alternée

5 .l i 1...=Z(—1)"+1i
n

I B 8 &'

Théoréme Pour qu’une série alternée converge, il suffit
que la valeur absolue de son terme général tende vers 0
en décroissant.

La série harmonique alternée converge
conditionnellement mais pas absolument

39
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Démonstration On supposera la condition d’alternance de signe rem-
plie & partir de u;, avec les termes d’indices pairs positifs, ceux
d'indices impairs négatifs. On désignera le terme général par (—1)"u,,
(o1 les u; sont alors positifs et forment une suite décroissante).

On construit la suite des sommes de rang pair :

So:u‘_.
S2 = ug — (uy — ua)

52,: = ug = (u; —uy) — -+ = (Uzp_y — uzp)
11 suit que la suite (S3;,) est décroissante. On construit aussi la suite

des sommes de rang impair :

S, = up—uy

Sy (uo — u1) + (w2 — us)

Saptr = (up —uy) 4+ o+ 4 (uap — uzp4y)
La suite (Szp41) est visiblement croissante.

De plus, Sa;,— 82,41 = uaps est positif et tend vers 0 lorsque p —» oo.
Dans ces conditions, on voit que (S3,) et (Sz;,1) sont deux suites
adjacentes admettant une limite commune, qui n'est autre que la
somme de notre série alternée lorsque n —» oo ; donc la série converge.
|

Résumeé sur les séries :
que faut-il absolument retenir ?

séries : géneralités, notation, jargon...

régle de comparaison directe, par
domination, ou par équivalence

régles de Riemann, Cauchy, D'Alembert

régle de comparaison intégrale
théoréme sur les séries alternées
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