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Rappel sur l’intégration
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Archimède
(3 siècles
 av. J-C)

y = x2

x
0 b

y

Problème : 
calculer 

l’aire sous 
la parabole

D

On connait l’aire d’un rectangle

c

d
Aire = cd

La méthode d’exhaustion de Archimède 
consiste à approximer le domaine D par 
une collection de rectangles.

Pour cela, on introduit la notion 
de subdivision d’un intervalle
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x0

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x8

x0 b

N = 8

Soit N ∈ N∗. On considère la subdivision uniforme

(0,
b

N
, 2

b

N
, . . . , (N − 1)

b

N
, b )

de l’intervalle [0, b], qui est de pas b/N . On note par

xi := i
b

N
(i = 0, 1, . . . , N)

les nœuds de la subdivision. Donc x0 = 0 et xN = b.
On note aussi

Ii := [xi, xi+1] =

�
i
b

N
, (i + 1)

b

N

�

les N sous-intervalles de la subdivision.

x0 b

y

(bi/N, (bi/N)2)

x0

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x8

N = 8

y = x2Aire du rectangle basé sur [xi, xi+1] =

b

N
×

(bi)2

N2
=

b3i2

N3

xi = bi/N

b
N

5

6

Quand N devient très grand, le découpage en rectangles est une 
bonne approximation de la région D qui nous intéresse.

b

N
×

(bi)2

N2
=

b3i2

N3

Lorsque N → +∞, l’aire des rectangles =⇒
b3

3
.

Aire du rectangle basé sur [xi, xi+1] =

En invoquant la formule somme des carrés

12 + 22 + · · · + k2 = 1
6
k(k + 1)(2k + 1)

pour k = N − 1, on trouve que l’aire total des
rectangles vaut

b3

N3

�
12 + 22 + · · · + (N − 1)2

�

=
b3

N3

1

6
(N − 1)N(2N − 2 + 1)

=
b3

6N2
(N − 1)(2N − 1).

y = x2

x
0 b

y

Problème : 
calculer 

l’aire sous 
la parabole

D

Le calcul est simple pour nous :

� b

0
x2dx =

x3

3

����
b

0

=
b3

3
.
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Définition de l’intégrale

Soit f une fonction positive sur [a,b]. On 
veut que l’intégrale de f, notée 

corresponde à l’aire de la région D 
comprise sous le graphe de f:

Int[f ] =

� b

a
f(x) dx

21 siècles plus tard :

f

x
a b

AIRE = Int[f ] =

� b

a
f(x) dx

D
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Soit N ∈ N∗. On considère la subdivision uniforme

( a, a +
b − a

N
, a + 2

b − a

N
, . . . , a + (N − 1)

b − a

N
, b )

de l’intervalle [a, b], qui est de pas (b − a)/N . On note par

xi := a + i
b − a

N
(i = 0, 1, . . . , N)

les nœuds de la subdivision. Donc x0 = a et xN = b.
On note aussi

Ii := [xi, xi+1] =

�
a + i

b − a

N
, a + (i + 1)

b − a

N

�

les N sous-intervalles de la subdivision.

f

x
a b
x0

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
x8

N = 8

On choisit ensuite un point zi dans chaque Ii , et on pose

SN :=

N−1�

i=0

f(zi)(xi+1 − xi) =

N−1�

i=0

f(zi)
b − a

N
,

une somme de Riemann.
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On a définit des sommes de Riemann

SN :=

N−1�

i=0

f(zi)
b − a

N
.

Lorsque la suite SN tend vers une limite finie �, c-à-d
quand limN→∞ SN = �, et de façon qui ne dépend pas

du choix des zi , on dit que f est intégrable, et la valeur

de son intégrale est � ; on écrit alors

� b

a
f(x) dx = � .

S ou Σ dx ≈ xi+1 − xi

On insiste sur le fait que la limite ne doit pas

dépendre du choix des zi .

Un point fondamental est le suivant: 
quand la définition de l’intégrale

 a-t-elle un sens ?

Il faut que la limite des sommes SN existe,
indépendamment du choix des zi .

Pour quelles fonctions ?
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Augustin-Louis Cauchy

Cauchy around 1840. Lithography by Zéphirin
Belliard after a painting by Jean Roller.

Born 21 August 1789
Paris, France

Died 23 May 1857 (aged 67)
Sceaux, France

Nationality French
Fields Mathematics
Institutions École Centrale du Panthéon

École Nationale des Ponts et
Chaussées
École polytechnique

Alma mater École Nationale des Ponts et
Chaussées

Doctoral
students

Francesco Faà di Bruno
Viktor Bunyakovsky

Known for See list

Augustin-Louis Cauchy
From Wikipedia, the free encyclopedia

Baron Augustin-Louis Cauchy (French pronunciation: ![ogys
ˈtɛ" lwi koˈʃi]) (21 August 1789 – 23 May 1857) was a
French mathematician who was an early pioneer of
analysis. He started the project of formulating and proving
the theorems of infinitesimal calculus in a rigorous
manner, rejecting the heuristic principle of the generality
of algebra exploited by earlier authors. He defined
continuity in terms of infinitesimals and gave several
important theorems in complex analysis and initiated the
study of permutation groups in abstract algebra. A
profound mathematician, Cauchy exercised a great
influence over his contemporaries and successors. His
writings cover the entire range of mathematics and
mathematical physics.

"More concepts and theorems have been named for
Cauchy than for any other mathematician (in elasticity
alone there are sixteen concepts and theorems named for
Cauchy)."[1] Cauchy was a prolific writer; he wrote
approximately eight hundred research articles and five
complete textbooks. He was a devout Roman Catholic,
strict Bourbon royalist, and a close associate of the Jesuit
order.

Contents
1 Biography

1.1 Youth and education
1.2 Engineering days
1.3 Professor at École Polytechnique
1.4 In exile
1.5 Last years

2 Work
2.1 Early work
2.2 Wave theory, mechanics, elasticity
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Mais surtout, 
inventeur de 
l’argument epsilon-
delta.

Une fonction f : [a, b] → R est continue
en un point x si :

pour tout � > 0, il existe δ > 0 tel que

u ∈ [a, b], |u − x| < δ =⇒
|f(u) − f(x)| < �.

On dit que “f est continue” lorsque f 
est continue en tout point de [a,b].
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Théorème.

Si f est continue sur [a, b], alors
f est intégrable sur [a, b].

C’est-à-dire, 
toute fonction 
continue est 
intégrable 
dans le sens 
de Riemann

(Riemann)

Bernhard 
Riemann 

1826-1866 

21/02/11 13:04BERNHARD RIEMANN

Page 1 of 2http://www.usna.edu/Users/math/meh/riemann.html

Bernhard Riemann
Bernhard Riemann (1826-1866) was one of the leading
mathematicians of the nineteenth century. In his short career,
he introduced ideas of fundamental importance in complex
analysis, real analysis, differential geometry, number theory,
and other subjects. His work in differential geometry
provided the mathematical basis for the general theory of
relativity.

Riemann's name is associated with what is probably the most
important unproved conjecture in present-day mathematics,
the Riemann hypothesis. This involves the Riemann zeta
function, which is a function !(s) of a complex variable s
defined as follows. If the real part of s is greater than 1,
define !(s) to be the sum of the convergent series "n # 1 n-s;
then extend !(s) to the whole complex plane by analytic
continuation. The Riemann hypothesis states: if !(s) = 0 and
the real part of s is between 0 and 1, then the real part of s
is exactly 1/2. This seemingly esoteric condition is of
fundamental importance for the distribution of prime
numbers.

Riemann was born in 1826 in the kingdom of Hannover,
later part of Germany. His father was a Lutheran minister.

At an early age he showed an interest in history and mathematics, which was encouraged by his family.
At age 14 he entered the gymnasium (a sort of prep school) at Hannover, and two years later transferred
to the gymnasium at Lüneburg, where his remarkable mathematical talent was noticed. Schmalfuss,
director of the gymnasium, gave Riemann a textbook on number theory by Legendre. Six days later
Riemann returned the 859-page book, saying, "That was a wonderful book! I have mastered it." And he
had. In 1846 Riemann matriculated at Göttingen University. In accordance with his father's wishes, he
began in the faculty of theology, but he soon transferred to the faculty of philosophy to pursue science
and mathematics.

Although Gauss was on the Göttingen faculty at this time, he was very unsociable and probably had no
personal contact with Riemann. Riemann's ability did draw the attention of another Göttingen
mathematician, Moritz Stern. After a year Riemann moved to the University of Berlin, where he could
benefit from the teaching of Jacobi, Steiner, Dirichlet, and Eisenstein. It was Dirichlet who influenced
Riemann the most, and was to become his collaborator. In 1850 Riemann returned to Göttingen, where
he would spend the rest of his career.

Riemann's dissertation, completed under Gauss's supervision in 1851, was on the foundations of complex
analysis. It introduced several ideas of fundamental importance, such as the definitions of conformal
mapping and simple connectivity. These are necessary for one of his main results, the Riemann mapping
theorem: any simply connected domain of the the complex plane having at least two boundary points can
be conformally mapped onto the unit disk. Riemann also introduced the Laurent series expansion for
functions having poles and branch points.

The next step in Riemann's academic career was to qualify as a Privatdozent (lecturer). To do this he had
to present a Habilitationsshcrift (probabtionary essay) and Habilitationsvortrag (probationary lecture).
Both turned out to be mathematical masterpieces. For his Habilitationsschrift Riemann chose the subject
of Fourier series, and presented the completed essay in 1853. Although trigonometric series had long
been used in astronomy, the question of which solutions of the wave equation uxx = c2utt could be
represented by such series triggered a lively debate in the eighteenth century, involving D'Alembert,

Son nom ne 
figure pas sur 
la Tour Eiffel.
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Théorème. Soient f et g des fonctions continues sur [a, b]. Alors

1. (linéarité)

� b

a

�
cf(x)+kg(x)

�
dx = c

� b

a
f(x) dx+k

� b

a
g(x) dx.

2. (préservation d’inégalités)

f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a, b] =⇒
� b

a
f(x) dx ≤

� b

a
g(x) dx.

3. (valeur absolu)

����
� b

a
f(x) dx

���� ≤
� b

a
|f(x)| dx .

4. (relation de Chasles) Pour tout c ∈ [a, b] on a

� b

a
f(x) dx =

� c

a
f(x) dx +

� b

c
f(x) dx.

les intégrales impropres
(ou généralisées)

1. Le cas d’une fonction positive
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Exemple : f(t) =
1

t
sur ]0, 1[

5

10

A priori, l’intégrale

� 1

0
f(t) dt

n’est pas définie.

Le cadre est celui d’une fonction f : ]a, b[ �−→ R+

qui est continue sur l’intervalle ouvert, mais qui
peut poser problème en a et/ou b (devenir non
bornée, voire ne même pas être définie).

On sait que f admet une primitive F sur ]a, b[ .

(Par exemple, F (x) :=

� x

c
f(t) dt, où c ∈ ]a, b[ . )

On sait que pour � > 0 petit, l’intégrale

� b−�

a+�
f(t) dt

est bien définie, et que l’on a

� b−�

a+�
f(t) dt = F (b − �) − F (a + �).

On définit � b

a
f(t) dt = lim

� ↓ 0
F (b − �) − F (a + �).

Cette limite existe car F est croissante (F � = f ≥ 0),
mais peut valoir +∞.

Le cadre est celui d’une fonction f : ]a, b[ �−→ R+

qui est continue sur l’intervalle ouvert, mais qui
peut poser problème en a et/ou b (devenir non
bornée, voire ne même pas être définie).

21
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� 1

0

dt

t
= lim

� ↓ 0

� 1−�

�

dt

t

= lim
� ↓ 0

ln t

����
1−�

�

= ln 1 − lim
� ↓ 0

ln �

= +∞

Terminologie : 

Exemple : f(t) =
1

t
sur ]0, 1[

Quand

� b

a
f(t) dt = +∞, on dit que l’intégrale impropre diverge,

ou diverge vers +∞.

Et on dit que f n’est pas intégrable sur l’intervalle [a, b].

L’intégrale

� 1

0

dt

t
diverge vers +∞ ;

la fonction 1/t n’est pas intégrable
sur [0, 1].

Quand

� b

a
f(t) dt < +∞, on dit que l’intégrale impropre

converge ; sa valeur est la limite.

Et on dit que f (la fonction positive) est intégrable
sur l’intervalle [a, b].

Exemple : f(t) =
1
√
t

sur ]0, 1[

� 1

0

dt
√
t

= lim
� ↓ 0

� 1−�

�

dt
√
t

= lim
� ↓ 0

2
√
t

����
1−�

�

= 2
√
1 − lim

� ↓ 0
2
√
�

= 2

L’intégrale

� 1

0

dt
√
t
converge ; sa valeur est de 2.

la fonction 1/
√
t est intégrable sur [0, 1].
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Exercice : 

Soit α ∈ R un paramètre fixé.

Montrer que l’intégrale impropre

� 1

0

dt

tα
converge

quand α < 1 et diverge quand α ≥ 1.

Une intégrale est aussi impropre quand l’intervalle sous-jacent
est non borné (c-à-d, a = −∞ et/ou b = +∞).

Exemple : 
� +∞

1

1

t
dt

Quand

� +∞

a
f(t) dt < +∞, on dit que l’intégrale impropre

converge ; sa valeur est la limite.

Et on dit que f (la fonction positive) est intégrable
sur l’intervalle [a,+∞ [.

Quand

� +∞

a
f(t) dt = +∞, on dit que l’intégrale impropre diverge,

ou diverge vers +∞.

Et on dit que f n’est pas intégrable sur l’intervalle [a,+∞[ .

On définit

� +∞

a
f(t) dt = lim

T →+∞

� T

a
f(t) dt .

L’exemple ci-dessus : lim
T →+∞

� T

1

dt

t
= lim

T →+∞
ln T = +∞.

Donc l’intégrale diverge vers +∞.
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Exercice : 

Soit α ∈ R un paramètre fixé.

Montrer que l’intégrale impropre

� 1

0

dt

tα
converge

quand α < 1 et diverge quand α ≥ 1.

Soit α ∈ R un paramètre fixé.

Montrer que l’intégrale impropre

� +∞

1

dt

tα
converge

quand α > 1 et diverge quand α ≤ 1.

Exercice : 

On peut souvent étudier la convergence  d’une 
intégrale impropre même si une primitive n’est pas 
disponible. La technique principale est la comparaison.
Proposition. Soient f, g : ]a, b[ → R+ deux fonctions continues
telles que f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ ]a, b] . Alors :

(a) Si

� b

a
g(t) dt converge, il en est de même pour

� b

a
f(t) dt

(b) Si

� b

a
f(t) dt diverge, il en est de même pour

� b

a
g(t) dt

= [0,+∞[

Exemple : 
� 1

0

et
√
t
dt converge puisque

et
√
t

≤
e
√
t
∀t ∈ ]0, 1], et puisque

� 1

0

dt
√
t

converge.

Preuve : On a

� b−�

a+�
f(t) dt ≤

� b−�

a+�
g(t) dt. . .
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Exemple : 

Étudier la convergence de l’intégrale impropre

� +∞

0

e−t

√
t
dt .

On aura convergence ssi les deux intégrales

� 1

0

e−t

√
t
dt

et

� +∞

1

e−t

√
t
dt convergent.

La première intégrale converge par comparaison avec 1/
√
t.

La seconde intégrale converge par comparaison avec e−t, car

� +∞

1

e−t

√
t
dt ≤

� +∞

1
e−t dt = lim

T →+∞
−e−t

����
T

1

< +∞.

(présentant deux difficultés)

On dit qu’un ensemble V dans R est un voisinage

d’un point c si, pour un δ > 0, il est vrai que

V ⊃ [c − δ, c + δ].

Convergence par comparaison locale
On rappelle certaines notions de comparaison locale des fonctions :
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Convergence par comparaison locale
On rappelle certaines notions de comparaison locale des fonctions :

Définitions. Soient f, g : D → R deux fonctions et c ∈ R un point.

f est dominée par g autour de c ↔ f(x) = Oc(g(x)) ↔
∃ voisinage Vc de c, ∃M t.q.

|f(x)| ≤ M |g(x)| ∀x ∈ D ∩ Vc .

f est négligeable devant g autour de c ↔ f(x) = oc(g(x)) ↔
∃ voisinage Vc de c, ∃ �(x) t.q. lim

x→ c
�(x) = 0 et

f(x) = �(x)g(x) ∀x ∈ D ∩ Vc .

f est équivalente à g autour de c ↔ f(x) ∼c g(x) ↔
∃ voisinage Vc de c, ∃ �(x) t.q. lim

x→ c
�(x) = 0 et

f(x) = (1 + �(x)) g(x) ∀x ∈ D ∩ Vc .

Définitions. Soient f, g : D → R deux fonctions et c ∈ R un point.

f est dominée par g autour de c ↔ f(x) = Oc(g(x)) ↔
∃ voisinage Vc de c, ∃M t.q.

|f(x)| ≤ M |g(x)| ∀x ∈ D ∩ Vc .

f est négligeable devant g autour de c ↔ f(x) = oc(g(x)) ↔
∃ voisinage Vc de c, ∃ �(x) t.q. lim

x→ c
�(x) = 0 et

f(x) = �(x)g(x) ∀x ∈ D ∩ Vc .

f est équivalente à g autour de c ↔ f(x) ∼c g(x) ↔
∃ voisinage Vc de c, ∃ �(x) t.q. lim

x→ c
�(x) = 0 et

f(x) = (1 + �(x)) g(x) ∀x ∈ D ∩ Vc .Remarques.

1. Pour l’étude des intégrales impropres, on aura toujours

D ⊃ ]c, c + δ] ou D ⊃ [c − δ, c[ ; c-à-d, c est adhérent à D.

2. On a f(x) ∼c g(x) =⇒ f(x) = Oc(g(x)) et

f(x) = oc(g(x)) =⇒ f(x) = Oc(g(x)).

3. Essentiellement, on a f ∼c g ⇐⇒ lim
x→ c

f(x)

g(x
= 1 et

f = oc(g) ⇐⇒ lim
x→ c

f(x)

g(x
= 0.
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Rq : Les équivalents sont souvent trouvés à l’aide des DL

Preuve.

lim
x→ 0

f(x)

kxp
= lim

x→ 0

kxp + o(xp)

kxp
= 1

Proposition. Soit f(x) = kxp + o(xp) le DL d’ordre p de
f en 0, où k �= 0. Alors f(x) ∼0 kxp.

Ces notions de comparaison locale s’étendent au cas c = -! 
ou c = +! :

Définitions. Soient f, g : D → R deux fonctions.

f est dominée par g autour de +∞ ↔ f(x) = O+∞(g(x)) ↔
∃ voisinage V+∞ de +∞, ∃M t.q.

|f(x)| ≤ M |g(x)| ∀x ∈ D ∩ V+∞ .

f est négligeable devant g autour de +∞ ↔ f(x) = o+∞(g(x)) ↔
∃ voisinage V+∞ de +∞, ∃ �(x) t.q. lim

x→+∞
�(x) = 0 et

f(x) = �(x)g(x) ∀x ∈ D ∩ V+∞ .

f est équivalente à g autour de +∞ ↔ f(x) ∼+∞ g(x) ↔
∃ voisinage V+∞ de +∞, ∃ �(x) t.q. lim

x→+∞
�(x) = 0 et

f(x) = (1 + �(x)) g(x) ∀x ∈ D ∩ V+∞ .

On dit qu’un ensemble V dans R est un voisinage

de +∞ si, pour un nombre N , il est vrai que

V ⊃ [N,+∞[
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Proposition. Soient f, g, h : ]a, b[ → R+ trois fonctions

continues. On suppose que

1) f = Oa(g) et f = Ob(h) ;

2) Pour un δ > 0, g est intégrable sur [a, a + δ] et
h est intégrable sur [b − δ, b].

Alors f est intégrable sur [a, b].

� �� �
� �� � � �� �� �� �
converge car f
dominée par g

converge car f
dominée par h

existe car f
est continue

Rq. Evidemment on peut
remplacer f = Oa(g) dans
l’énoncé par f ∼a g.

“Preuve” :

� b

a
f(t) dt =

� a+δ

a
f(t) dt +

� b−δ

a+δ
f(t) dt +

� b

b−δ
f(t) dt

Rq. On obtient un résultat analogue quand b = +∞
(prendre [N,+∞[ plutôt que [b − δ, b]), ou quand a = −∞. . .

Exemple : Étudier la convergence de l’intégrale généralisée

� +∞

0

sin2�1
t

�
√
t

dt

=: f(t) ≥ 0

�

On pose g(t) :=
1
√
t
, une fonction intégrable sur [0, 1].

On a f(t) ≤ g(t), d’où f = O0(g).

On sait f(t) =
1
√
t

�
1

t2
+ o

�
1

t2

��
, par le DL de sin

2x en 0.

∼+∞
1
√
t
×

1

t2
=

1

t5/2
(fonction intégrable sur [1,+∞[ )

Conclusion : f est intégrable sur [0,+∞[ ; l’intégrale converge.

lim
t→+∞

1
√
t

�
1

t2
+ o

�
1

t2

��

1
√
t
×

1

t2

= 1
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les intégrales impropres
(ou généralisées)

2. Le cas d’une fonction à signe variable

On sait que pour � > 0 petit, l’intégrale

� b−�

a+�
f(t) dt

est bien définie, et que l’on a

� b−�

a+�
f(t) dt = F (b − �) − F (a + �).

Le cadre est celui d’une fonction f : ]a, b[ �−→ R (pas forcément
positive) qui est continue sur l’intervalle ouvert, mais qui peut
poser problème en a et/ou b (devenir non bornée, voire ne même
pas être définie).

On sait que f admet une primitive F sur ]a, b[ .

On définit

� b

a
f(t) dt = lim

� ↓ 0
F (b − �) − lim

� ↓ 0
F (a + �)

pourvu que les deux limites finies existent (ce qui peut faire défaut).

Dans ce cas on dit que l’intégrale converge. Autrement,

elle diverge.
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Pour traiter les intégrales impropres quand la fonction intégrée
est à signe variable, on dispose de deux méthodes :

1. Analyser la primitive si possible ;

2. Appliquer le critère suivant :

Proposition. Si

� b

a
|f(t)| dt converge, alors

� b

a
f(t) dt converge.

Proposition. Soient f, g : ]a, b[ → R+ deux fonctions continues
telles que f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ ]a, b] . Alors :

(a) Si

� b

a
g(t) dt converge, il en est de même pour

� b

a
f(t) dt

(b) Si

� b

a
f(t) dt diverge, il en est de même pour

� b

a
g(t) dt

Fau
x s

ans
 la

 po
siti

vité
 !

Terminologie : Dans le cadre de la proposition, on dit que� b

a
f(t) dt converge absolument.

Ce critère pour la convergence de

� b

a
f(t) dt est suffisant

mais pas nécessaire : il existe des cas où

� b

a
f(t) dt converge,

mais pas absolument ; c-à-d,

� b

a
|f(t)| dt diverge.

Dans cette situation, il est dit que l’intégrale

� b

a
f(t) dt converge

conditionnellement, ou encore est semi-convergente.
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Exemple :

L’intégrale de Fresnel

� +∞

0
sin(x2)dx est semi-convergente.

Terminologie :

Quand

� b

a
|f(t)| dt converge, on dit que f est intégrable sur [a, b].

Donc, pour une fonction positive, “intégrable” et “intégrale
convergente” sont synonymes. Tandis qu’une fonction générale
peut être soit intégrable, soit engendrer une intégrale qui n’est
que semi-convergente, soit rien du tout (l’intégrale diverge).

Avec f et g intégrables, on retrouve les propriétés familières :

1. (linéarité)

� b

a

�
cf(x)+kg(x)

�
dx = c

� b

a
f(x) dx+k

� b

a
g(x) dx.

2. (préservation d’inégalités)

f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a, b] =⇒
� b

a
f(x) dx ≤

� b

a
g(x) dx.

3. (valeur absolu)

����
� b

a
f(x) dx

���� ≤
� b

a
|f(x)| dx .

4. (relation de Chasles) Pour tout c ∈ [a, b] on a

� b

a
f(x) dx =

� c

a
f(x) dx +

� b

c
f(x) dx.
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