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Equations différentielles. Transformée de Laplace.

La transformée de Laplace L(f) de 'application f : R — C, au point p € C, est définie
(si elle existe) comme suit:

L)) = tim [ fH)ePdt
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Exo 1
En guise de mise en train, calculer

- L(cos mt cosnt), m,n € N

- L(sin(t+ 7)), L(cos(t + 7))

Exo 2 (Transformée de Laplace d’une fonction périodique )

- Soit f : R — R une fonction périodique de période T, i.e.
ft+T)= f(t), vt € R.

Exprimer la transformée de Laplace L(f)(p) en fonction de I'intégrale sur une période
T
(/ f(t)e Ptdt.
0

[On pourra observer [;° = limy 0 fonT ]

- Soit a € R*.Calculer la transformée de Laplace de 'application périodique de période T’
définie par
f(t)y=a pour 0<t<T)/2

f@@)=—apour T/2<t<T

Rappel:
(1) la transformée de Laplace de la fonction f(t) = t* ott kK € N s’obtient par récurrence
en observant que

L(t)(p) = %L(t’f*)(p).

(2) si h(t) = g(t) exp(At) on a la formule de translation

L(h)(p) = L(g)(p — A).
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En combinant (1) et (2) on obtient

tm~Llexp(\t 1
S0 =

Exo 3 (Transformée de Laplace inverse)

Le but de cet exercice est de retrouver la fonction f(¢) a partir de sa transformée de Laplace

L(f)(p) lorsque L(f)(p) est un quotient de polynomes % sans racines communes avec

deg (P) < deg (Q).

Il y a essentiellement une méthode. Elle consiste a faire un développement en éléments
P(p)

simples sur C de la fonction rationnelle o0 et ensuite a utiliser le rappel pour chaque
élément simple. On va établir une formule qui donne directement f(¢) a partir de %.

1) Pour A € C et Ay, Ag,..., A, € C, déterminer le terme de degré n — 1 en (p — \) de la
fonction

A(p,t) = (

2) En déduire

Ay An—q Ay .
=) + PRV 4.4+ m)(p - ) ewp((p — )\)t)

L P 4
(n—1)! pon dpn—1

Remarque: Dans cette expression ¢ est considéré comme parametre.

3) Montrer que la fonction f(t) telle que L(f)(p) = % (ou P et @ sont sans racines

communes) est donnée par

gt p |
ft) = ; ﬁ plij&li a1 (Qg; exp(pt)(p — Xi)™)

ol les complexes \;, 1 < i < r sont les racines de ) chacune étant de multiplicité n;.

4) En déduire que si les racines de @) sont simples on a

—~ P(\i)
f@t) = - exp(Ait).
;Qw Y

Rappel: (Résolution d’équations différentielles par transformée de Laplace)

Voici I'idée de la méthode: On veut trouver la solution z(t) de I’ équation différentielle
™) + a1z V() + ..+ anz(t) = f(t)

pour les conditions initiales spécifiant la valeur de 2(0),2’(0), ...,z 1 (0). Pour ce faire

on procede comme suit

(1) Prendre la transformée de Laplace de I’équation.

(2) Résoudre celle-ci pour L(x)(p)

(3) Prendre la transformée de Laplace inverse pour obtenir z(t).



Pour calculer la transformée de Laplace inverse on utilise tres souvent la convolution des
applications: si f,g: Ry — R on appelle produit de convolution de f et g ’expression

(fxg)(t) = / £(t— s)g(s)ds

La propriété essentielle de la convolution est la suivante (cf cours): La transformée de
Laplace transforme le produit de convolution en produit usuel des transformées de Laplace:

L(f%g)(p) = L(f)(p) - L(g)(p)

Exo 4
Trouver x(t) telle que

c@ () + z(t) = 2cos(t), x(0) =0, z'(0) =1

par transformée de Laplace.

Idem pour I’équation
@) +2'(t) =1, 2(0)=2'(0) = 2"(0) = 0.

Idem pour le systeme d’équations

' (t)+y(t) =0
x(t) +2y(t) —y'(t) =0
z(0)=1, y(0)=0

Exo 5
Exercice 2 du partiel d’avril 2006.

Exo 6
Soit a,b € Ret f: Ry — R. Utiliser la transformée de Laplace et le produit de convolution
pour retrouver la solution générale de ’équation

ay'(t) + by(t) = f(t), 0<t

Exo 7
Utiliser la transformée de Laplace et la convolution pour obtenir la solution générale de
I’équation

P (t) — 32 (t) + 2x(t) = cos(wt)

ouw € R.



