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Equations différentielles. Corrigé du partiel d’avril 2008.

Exercice 1

Le changement de variables P est donné par X (x,y) = £ et Y(z,y) = xy. On a donc pour u(z,y) =
Wo P(z,y) = W(X(z,y),Y(z,y)):

e = WxXo + WyYs = —Wx =5 + Wyy
uy = Wy X, + WyY, = Wxé + Wy
Pour les dérivées secondes:
tae = =(Wx)a g = Wi () + (Wy)oy
~(Wxx Xy + WXYYx)l + WXZ% + (Wyx Xe + WyyYa)y

%
WXX +y WYY—2 ny+ yWX

Un calcul analogue donne:

1
Uyy = —Wxx +2Wxy + l‘QWyy.
x2

L’équation z2uy, — yzuyy = 0 s’écrit alors
~4y* Wy (P(a.y)) + 22 Wx (P(z,y)) = 0

ou encore en variables X Y
—2YWxy + Wx = 0.

Pour la résoudre, observer qu’en posant Z(X,Y) = Wx(X,Y) I’équation s’écrit

Zy — — 7 0.
Yoy

La substitution usuelle Z(X,Y) = e Y #(X,Y) donne ¢y = 0ie. ¢(X,Y)= f(X) et donc Z(X,Y) =
VY £(X) = VY f(X). Enfin Wx = (X Y) = VY f(X) donne W(X,Y) = VY [ f(X)dX+g(Y). Puisque
[ est arbitraire, la primitive [ f(X)dX = h(X) est une fonction arbitraire de X. On peut donc écrire

W(X,Y) = VYh(X)+g(Y)

u(z,y) = J@h(%) + g(zy), h,g deux fois dérivables, arbitraires.

Exercice 2

(1) On dérive formellement: si y(z) =3, 5,a,2" on a

= Zannx"_l, y'(z) = Zan n(n —1)z" 2

n>1 n>2



L’équation de Legendre (L) s’écrit alors

S @™ (m+2)(m + Dampa — m(m — Vam — 2map + (v + agn) = 0.
m>0

Ce qui donne la récurrence

(m(m+1) —vy(y+1))

m N.
m+2)(m+1)  om ™S

Am+2 =

Pour la résoudre, on distingue les cas m = 2n et m = 2n + 1 pour obtenir

2n(2n+1) —y(y+1)]

f2n+2 = 40 (2n +2)!
. . [(2n 4+ 1)(2n +2) —y(y + 1)]
2n+3 — W1 (QTL T 3)'

2n@2n+1) —y(y+ 1] =2n2n+1) =y(vy+ 1)) (2n = 2)2n — 1) = y(y + 1)) - (=v(v + 1))

et une expression du méme type pour [(2n+ 1)(2n+2) —v(y+1)]. L’espace des solutions formelles est donc
de dimension 2 sur R avec pour base les deux séries paire et impaire que 'on vient de déterminer.

(2) Si v est entier pair 2n prendre ap = 1 et a3 = 0. La formule qui précede montre alors que asg2 = 0
pour tout k > n. Si«y est I'entier impair 2n 4+ 1 prendre ag = 0 et a; = 1 et observer que asg+3 = 0 pour
tout k > n.

(3) Pour obtenir 'orthogonalité < P,,, P, >= 0 pour n # m on se sert des équations (L,) et (L,). On
(1—2*)P! —2zP, +n(n+1)P, =0
(1—2*)P) —2zP! +m(m+1)P,, =0

En multipliant la premiere par P,,, la seconde par P, et en soustrayant il vient
(1 —a®) (PP, — P! P,) — 22(P) P, — Pl P,) + (n(n+1) —m(m + 1)) P, P, = 0

que l'on peut mettre sous la forme

% (1 = 2*)(PL Py — Pl Py)) = (m(m +1) = n(n + 1)) Py P,

En prenant I'intégrale fil dans cette équation il vient
1
0= / P, (z) Py (x)dz.
-1

(4) Observer que P(z) = > -n bnPn () est une somme finie puisque P(x) est polynomiale. Par linéarité
de l'intégrale on a alors

/_11 P(z)P(7) = Z b, /11 P (2) P (z)dx = by, /_11 Py (2)2da.

neN -

Conclusion: )
=, P(x) Py (2)dx

1
f_ll P (z)%dx

m =

2



Exercice 3
Cet exercice étant standard, je serai tres succinct.

(1) L’objectif est d’obtenir deux équations découplées (i.e. ne contenant chacune qu’une fonction &
déterminer). Il y a deux manieres de faire

N R . . . . o L L
(i) écrire le systeme sous forme matricielle, diagonaliser la matrice 2 par 2 symétrique <X I XL ) et

faire le changement de variables (Ql > =P <Zl ) ol P est la matrice des vecteurs propres de < L Xk ) ;
Q2 Z xL L

ou bien (et c’est équivalent)
(ii) manipuler les équations directement.

Voici comment faire (ii): additionner et soustraire les équations pour obtenir les équations

L(1+ (@4 + Q)+ RIQ) + Q)+ (@1 +@2) =0
L(1 = )(Q — Q4) + R(@) — Q) + (@1 — @) = 0.

pour les variables Q1 £ Q)2 que l'on sait résoudre par la méthode de I’équation caractéristique.

(2) On commence comme & la question (1) pour obtenir les deux équations

1
L(1+x)Z{ +RZ, + 1% Zy = Eysinwt

ot Z+(t) = Q1(t) £ Q2(1).

Pour obtenir une solution particuliere de ces équations, on pose
Z1(t) = acoswt + Bsinwt, o, 8 € R.

L’équation pour Z4 devient alors un systeme d’équations linéaires en « et 8 que ’on peut résoudre explicite-
ment.

La solution générale est la somme des solutions obtenues en (1) et (2).



