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Equations différentielles. Corrigé du partiel d’avril 2008.

Exercice 1

Le changement de variables P est donné par X(x, y) = y
x et Y (x, y) = xy. On a donc pour u(x, y) =

W ◦ P (x, y) = W (X(x, y), Y (x, y)):

ux = WXXx +WY Yx = −WX
y

x2
+WY y

uy = WXXy +WY Yy = WX
1

x
+WY x.

Pour les dérivées secondes:

uxx = −(WX)x
y

x2
−WX(

y

x2
)x + (WY )xy

= −(WXXXx +WXY Yx)
y

x2
+WX

2y

x3
+ (WY XXx +WY Y Yx)y

=
y2

x4
WXX + y2WY Y − 2

y2

x2
WXY +

2y

x3
WX .

Un calcul analogue donne:

uyy =
1

x2
WXX + 2WXY + x2WY Y .

L’équation x2uxx − y2uyy = 0 s’écrit alors

−4y2WXY (P (x, y)) + 2
y

x
WX(P (x, y)) = 0

ou encore en variables X,Y :
−2YWXY +WX = 0.

Pour la résoudre, observer qu’en posant Z(X,Y ) = WX(X,Y ) l’équation s’écrit

ZY −
1

2Y
Z = 0.

La substitution usuelle Z(X,Y ) = e
∫

1
2Y dY φ(X,Y ) donne φY = 0 i.e. φ(X,Y ) = f(X) et donc Z(X,Y ) =

eln
√
Y f(X) =

√
Y f(X). Enfin WX = Z(X,Y ) =

√
Y f(X) donne W (X,Y ) =

√
Y
∫
f(X)dX+g(Y ). Puisque

f est arbitraire, la primitive
∫
f(X)dX = h(X) est une fonction arbitraire de X. On peut donc écrire

W (X,Y ) =
√
Y h(X) + g(Y )

i.e.
u(x, y) =

√
xy h(

y

x
) + g(xy), h, g deux fois dérivables, arbitraires.

Exercice 2

(1) On dérive formellement: si y(x) =
∑
n≥0 anx

n on a

y′(x) =
∑
n≥1

an nx
n−1, y′′(x) =

∑
n≥2

an n(n− 1)xn−2.
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L’équation de Legendre (Lγ) s’écrit alors∑
m≥0

xm ((m+ 2)(m+ 1)am+2 −m(m− 1)am − 2mam + γ(γ + 1)am) = 0.

Ce qui donne la récurrence

am+2 =

(
m(m+ 1)− γ(γ + 1)

)
(m+ 2)(m+ 1)

am, m ∈ N.

Pour la résoudre, on distingue les cas m = 2n et m = 2n+ 1 pour obtenir

a2n+2 = a0
[2n(2n+ 1)− γ(γ + 1)]

(2n+ 2)!

a2n+3 = a1
[(2n+ 1)(2n+ 2)− γ(γ + 1)]

(2n+ 3)!

où

[2n(2n+ 1)− γ(γ + 1)] = (2n(2n+ 1)− γ(γ + 1)) ((2n− 2)(2n− 1)− γ(γ + 1)) · · · (−γ(γ + 1))

et une expression du même type pour [(2n+ 1)(2n+ 2)− γ(γ+ 1)]. L’espace des solutions formelles est donc
de dimension 2 sur R avec pour base les deux séries paire et impaire que l’on vient de déterminer.

(2) Si γ est l’entier pair 2n prendre a0 = 1 et a1 = 0. La formule qui précède montre alors que a2k+2 = 0
pour tout k ≥ n. Si γ est l’entier impair 2n + 1 prendre a0 = 0 et a1 = 1 et observer que a2k+3 = 0 pour
tout k ≥ n.

(3) Pour obtenir l’orthogonalité < Pm, Pn >= 0 pour n 6= m on se sert des équations (Lm) et (Ln). On
a

(1− x2)P ′′n − 2xP ′n + n(n+ 1)Pn = 0

(1− x2)P ′′m − 2xP ′m +m(m+ 1)Pm = 0

En multipliant la première par Pm, la seconde par Pn et en soustrayant il vient

(1− x2)(P ′′nPm − P ′′mPn)− 2x(P ′nPm − P ′mPn) + (n(n+ 1)−m(m+ 1))PnPm = 0

que l’on peut mettre sous la forme

d

dx

(
(1− x2)(P ′nPm − P ′mPn)

)
= (m(m+ 1)− n(n+ 1))PnPm.

En prenant l’intégrale
∫ 1

−1 dans cette équation il vient

0 =

∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx.

(4) Observer que P (x) =
∑
n∈N bnPn(x) est une somme finie puisque P (x) est polynomiale. Par linéarité

de l’intégrale on a alors∫ 1

−1
P (x)Pm(x) =

∑
n∈N

bn

∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx = bm

∫ 1

−1
Pm(x)2dx.

Conclusion:

bm =

∫ 1

−1 P (x)Pm(x)dx∫ 1

−1 Pm(x)2dx
.

2



Exercice 3

Cet exercice étant standard, je serai très succinct.

(1) L’objectif est d’obtenir deux équations découplées (i.e. ne contenant chacune qu’une fonction à
déterminer). Il y a deux manières de faire

(i) écrire le système sous forme matricielle, diagonaliser la matrice 2 par 2 symétrique

(
L χL
χL L

)
et

faire le changement de variables

(
Q1

Q2

)
= P

(
Z1

Z2

)
où P est la matrice des vecteurs propres de

(
L χL
χL L

)
,

ou bien (et c’est équivalent)

(ii) manipuler les équations directement.

Voici comment faire (ii): additionner et soustraire les équations pour obtenir les équations

L(1 + χ)(Q′′1 +Q′′2) +R(Q′1 +Q′2) +
1

C
(Q1 +Q2) = 0

L(1− χ)(Q′′1 −Q′′2) +R(Q′1 −Q′2) +
1

C
(Q1 −Q2) = 0.

pour les variables Q1 ±Q2 que l’on sait résoudre par la méthode de l’équation caractéristique.

(2) On commence comme à la question (1) pour obtenir les deux équations

L(1± χ)Z ′′± +RZ ′± +
1

C
Z± = E0 sinωt

où Z±(t) = Q1(t)±Q2(t).

Pour obtenir une solution particulière de ces équations, on pose

Z±(t) = α cos ωt+ β sinωt, α, β ∈ R.

L’équation pour Z± devient alors un système d’équations linéaires en α et β que l’on peut résoudre explicite-
ment.

La solution générale est la somme des solutions obtenues en (1) et (2).
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