Corrigé de devoir maison 2

a) Montrer que le polynéme A = X3 — 19X + 30 est divisible par X — 2 dans R[X].
b) Donner la décomposition de A en produit de facteurs de degré 1 dans R[X].
c) Soient p et g deux nombres réels et a, B et y les trois racines complexes du polyndme
P = X3+ pX + q. Pour k € N, on pose :
S =ak+ pk+yk
Calculer S,, S; et S, en fonction de p et q.
Indication : utiliser les relations entre les racines et les coefficients.
d) Montrer que pour tout k = 3,
Sk = —PSk-2 = q4Sk-3 (1)
En déduire de (1) les expressions de S5, S, et S; en fonction de p et q.
e) Déduire des questions précédentes les solutions réelles du systeme d’équations :
x+y+z=0
x3+y3+273=-90
x>+ y5+ 2% =-2850
Corrigé
a)A(2)=23-19%x2+30=8-38+30=0
Donc A est divisible par X — 2.

b)
X3 — 19X 4+ 30 X-2
X3 —2X? X?+2X-15

2X?% —19X 4 30

2X2% —4X
—15X + 30
—15X + 30
0

I reste & trouver les racines de X2 + 2X — 15 = 0, c’est-a-dire —5 et 3.
X3—-19X+30=(X-2)(X—-3)(X+5)

c)Onrappelleque X —a)X =X —-py)=X3—(a+ B +y)X?>+ (af + ay + By)X —
afy
Donca+f+y=0,af+ay+py=petafy = —q

So=1+1+1=3

Si=a+f+y=0

S, =@+ +y2 = (a+B+y)2—2ap +ay+By) = —2p
d)
S = ak + Bk + yk = gk=3g3 4 gk=3p3 4 k=33
= a3 (—pa—q) +pP(pf - +V*P(-py - )
Car a® + pa + q = 0 entraine que a® = —pa — q, idem pour 83 et y3.
Donc
Sk = a*3(=pa—q) + B3 (=pB - @) +y* 3 (=py — q)

= —pak-2 - k-3 _

qak=3 —ppk=2 — qp*3 —py*2 —qy*3 = —pSk_, — qSk_3
S3 = —pS1—qSo = —3q
Sy =—pS;—q81 = ZPZ



S5 = —pS3 — 45, = 3pq + 2pq = 5pq
e) x, y et z vérifient x + y + z = 0, ils sont les trois racines du polynéme X3 + pX + g = 0 avec
p=xy+xz+yzetq =—xyz.
En utilisant la notation S, = x* + y* + zK, le systéme devient :

$,=0
{ S3 = =90
S = —2850
Ce qui équivaut a :
0=0
{ —3¢=-90 o { 1= 3;3 { 1= 3f9
5pq = —2850 q=-570 "p=-

Cela signifie que x,y et z sont les solutions de X3 — 19X + 30 = 0, ce sont donc les racines que 1’on a
trouvé au b), en faisant toutes les permutations possibles :
(xl V, Z) € {(_51213): (_5;3;2): (2: _5;3): (2;3; _5)1 (31 _5:2): (312: _5)}



