Contrdle continu 3

Math 11 algébre printemps 2010
Le 20 Mai 2010

Durée 1 heure

Exercice 1 ;
-1 1 1
SoitA=<—2 1 O>
-3 2 2
Calculer A1
Correction

-1 1 1\ /™ 1 Li( -x1tx2+tx3=y1
AX=Y<:><—2 1 0><Xz>:<yz><:>L2{ —2x1 + X, =79,
3 2 2/ \xa) \»s) Ly (=3x + 2%, + 205 = v
Ly —x1+x; +x3 =y, Ly —Xx1+x;, +x3=y1
L, —2L {—xz —-2x3=-2y1+y, o L, {—xz —2x3==2y;+y,
Ly —3Li\—=x3 =x3=—-3y1+y3 L3—L,\ x3==y; =y, +ys3
X1 =X +x3—y;
31X ==2x3+2y1 =Y, = —2(=y1— Y2+ Yy3)+2y1 =
X3 =2y, =Y, + Y3
x1 =@y +y, —2y3) + (=y1— Y2t y3) —»n X1 =2y1— Y3
S Xy =4y1 + Yy, —2y;3 (:){x2=4y1+y2—2y3

X3 =—=Y1— Y2t Y3 X3 =2y1— Y2+ Y3
2 0o -1
DoncA™l=| 4 1 =2

-1 -1 1

Exercice 2 :

Soit (eq, e,, €3, €4) la base canonique de R*.

-6 —-24 12 0

4 12 -6 2

4 8 —4 4

4 12 -6 2

Soit u: R* - R* une application dont la matrice dans la base canonique est A.
Soit E, = {x = (x4, x5, x3,%,) € R* u(x) = 2x}

1°) Déterminer une base (a, b) du noyau de u et en déduire sa dimension.

2°) Déterminer une base de 1’image de u.

3°) Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de R* et en déterminer une base (¢, d).
4°) Montrer que E, @ Ker(u) = R*

5°) Déduire de 4°) que B’ = (a, b, c, d) est une base de R*.

6°) Donner la matrice D de u dans la base B’

Soit A =

Correction
1°)
0 -6 =24 12 0\ /*1 0 —6x, — 24x,+12x3 =0
0 4 12 -6 2 |[ X2 0 4x, + 12x, — 6x3+ 2x, =0
u) =0 S AX = o= 4 g g g4 x| T 0] ) x4 8x, — dxs +4x, = 0
0 4 12 -6 2/ \X 0 4x, +12x, —6x3+2x, =0
Ly (—x1 — 4xy + 2x5 =0 Ly —x1 —4x, +2x3 =0
@L2[2x1+6x2—3x3+x4 =0<:)L2+2L1{—2x2+x3+x4 =0
L;\U xy+2x,—x34+x,=0 Ly+L; \—2x, +x3+x,=0

=—4 2
{_x1 Aty + 225 = 0 - { X1 . X21+ X3
X

= 1 1
_2x2+x3+x4—=0 ZZEX3+EX4_:O {X225X3+EX4

x1 = _ZX4_



1 1 1 1
X = (X1,%x5,X3,Xs) = (—2x4,5x3 + Ex4,x3,x4) = 5x3(0,1,2,0) + 5x4(—4,1,0,2)

a =(0,1,2,0) et b = (—4,1,0,2) sont deux vecteurs non colinéaires qui engendrent ker(u), ces vecteurs
forment une base de ker(u). dim(ker(u)) = 2
2°) D’apres le théoréme du rang
dim(ker(w)) + dim(Im(w)) = dim(R*) & dim(Im(w)) = 2

Il suffit de trouver deux vecteurs de Im(u) non colinéaires, u(e;) = —6e; + 4e, + 4e; + 4e, et u(e,) =
—24e, + 12e, + 8e; + 12¢, ne sont pas proportionnels et sont dans Im(u), ils forment une base de Im(u).
3°) Soit x et x" deux vecteurs de E,, u(x) = 2x etu(x") = 2x'.

u(Ax + A'x") = Au(x) + Au(x’) = 2(2x) + 1'(2x) = 2(Ax + A'x")
Donc Ax + A'x" € E,
Et u(Ogs) = Ogs = 2 X Oas, donc Og+ € E,.
E, est un sous-espace vectoriel de R*.

0 -6 —24 12 O X1 X1
0 4 12 -6 2 X X
x = (xq,x5,%3,x,) EE, ©® AX = 0l 4 8 _4 4 xi =2 Xi
0 4 12 -6 2 Xg Xg
—6x1 - 24x2 + 12.X3 == 2x1 —8x1 - 24x2 + 12.X3 = 0
o 4X1 + 12x2 - 6X3 + 2X4_ = ZXZ o 4x1 + 10x2 - 6X3 + ZX4, = O
4X1 + 8X2 - 4X3 + 4X4_ = 2x3 4x1 + 8x2 - 6X3 + 4X4_ = O
4X1 + 12x2 - 6X3 + 2X4_ = ZX4_ 4x1 + 12x2 - 6X3 = O
T b3 =0 6, +3x; =0
2x; +5x, —3x3+x, =0
S &Ly 2x; +5x; —3x3+x, =0
2xy HAxy =3x3 + 26, =0 o T e — 3xs + 22, = 0
2x; + 6x, —3x3 =0 3 2 3 ‘T
Ly T2 = 6x+3x% =0 —2x1 — 6x5 + 3x3 =0 2x1 = 3x3 — 6Xx4
oL+ L, —x; +x4,=0 = x4 X = 0 S o = x
Ly+ Lg —2x, +2x, =0 2o 2o

2

3
P {xl = _X3 - 3X4_
xZ :.X4_

3 1
x = (xq,X5,X3,X4) = (EXS — 3X4, X4, x3,x4) = 5x3(3,0,2,0) + x,(—3,1,0,1)

¢ =(3,0,2,0) etd = (3,1,0,1) sont deux vecteurs non proportionnels qui engendrent E,, ils forment une base
de E,.

u(x) = 2x
u(x) = Ogs
Donc E, N ker(u) = {Og+}, comme dim(E,) + dim(ker(u)) = 2 + 2 = dim (R*)

OnakE, ® Ker(u) = R*.

5°) (a, b) est une base de ker(u), (c,d) est une base de E, et E, + Ker(u) = E, @ Ker(u) donc (a, b, ¢, d)
est une base de E, @ Ker(u), or E, @ Ker(u) = R*, par conséquent (a, b, ¢, d) est une base de R*.

4°)xEEzﬂker(u)<:>{ = 2x = Ogs > x = O

6°)
u(a) = O+, u(b) = Ogs, u(c) = 2c etu(d) = 2d on en déduit que :
0 0 0 O
o 0 0 o0
P=10 0 2 o
0 0 0 2
Exercice 3 :

Soit R,[X] = {ay + a, X + a,X?, a; € R} I’espace des polyndmes réels de degré au plus 2 et soit
B = (1,X,X?) la base canonique de R,[X] ? On considére ’application



f1R,[X] = Ry [X]

P— f(P)
QUf(P)X)=PX+1)—-PX)=as+a;(X+1)+a,(X+ 1) — (ap + a; X + a,X?)
a) Montrer que f est linéaire.

b) Montrer que la matrice A de f par rapport aux bases B et B est :

01 1
A=({0 0 2
0 0 O

c) Montrer que B’ = (1,X — 1,(X — 1)(X — 2)) est une base de R,[X].
d) Trouver la matrice B de f par rapport aux bases B’ et B'.
Correction
a) Soient P; et P, deux polyndmes de R, [X] et 1, et A, deux réels.
fAPL+ 2;P5)(X) = (A1 Py + A,P) (X + 1) — (A Py + A, P,)(X)

= 4Py (X 4+ 1)+ ,P,(X + 1) — (A Py (X + 1) + 1,P,(X + 1))

= 4 (PLX + 1) = PL(0) + (P (X + 1) = P,(X)) = 41 f (PDX) + Aof (P)(X)
Ce qui entraine que :

fA Py + A;P;) = A f(P)(X) + 2,1 (Py)

f est linéaire.
by f(DX)=1-1=0,fX)X) =X +1)—-X=1etf(X3)=X+1)2—-X?=1+2X
Donc

fA &) &
4= (0 1 1y 1
- X
(0 0 2) :
o o o X
aX1+BXX-D+yxX-1DX-2)=0yX*+(B-3p)X+(a—-B+2y)=0
y=0 y =0
@{ B-3y=0 @{ﬁ=0
a—f+2y=0 a=0
B’ est une famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3 ¢’est une base de R,[X].
d)
fAOX)=0,fX-DX)=X-1+1D)-X—-1)=1et

FX-DEX-2))XND=F-1+DEX-2+D-X-DEX-2)=XX-D-X-DX-2)
=X-DX-X-2)=2x-1)

Donc
f fX-1 f(x-D&-2)
B = 0 1 0 ¥ 1
O IS
Exercice 4 :

Soit f: E — F une application linéaire
Montrer que :
ker(f) nim(f) = f(ker(f?))
Correction
Soit y € ker(f) nim(f), il existe x € E tel que y = f(x), et f(y) = Of
Donc f2(x) = f(f(x)) = f(y) = 0 donc x € ker(f?), comme y = f(x), y € f(ker(f?))



On a montré que

ker(f) nim(f) c f(ker(f*))
Soit y € f(ker(f?2)), il existe x € ker (f?2) tel que y = f(x), ce qui montre que y € Im(f) et comme

fO) =f(f() = f2(x) = 0 on a y € ker(f)

On a montré que

f(ker(f?)) c ker(f) nim(f)
Et donc

ker(f) nim(f) = f(ker(f?))



