Controle continu 1.
Math Il algébre

Le 18 Mars 2010
Durée

Exercice 1

SOitP=X"+X+X+X*+ X3+ X +X+1
1°) Factoriser P dans C[X].
2°) Factoriser P dans R[X].
3°) Factoriser P dans Q[X].

Correction
1°)
1—X8
P=1+X+X*+X*+X*+X°+X°+ X" = X%
Pour X =1
8 _ 2ikm ik
Les racines derérifient{X =l lXy=es, k€{01234567} o X, =e+, k€{1,234,5,6,7}
X+1 X=+1
i it 3im ) 5im 3im 3im 7im i
Xi=e+, Xy=ez=i,X3=€e+,X,=e"=-1,Xs=e4+ =¢ +,X¢=e2 =—ietX,=e+ =e ¢+
Donc
in 3im _sin _im
P=(X—e4)(X—i)<X—e4)(X+1)<X—e 4)(X+i)(X—e 4)
2°)
in _im 3im _sim
P=(X+1)(X—i)(X+i)<X—e4)<X—e 4)<X—e4)<X—e 4)
o (-2 (e ) 2o (o)
= (X +1)(X +1)(X 2cos(4)X+1) X? = 2cos () X +1
=X +DX2+1D)(X2-V2X+1)(X2 +V2X + 1)
3°)

P=(X+ 12+ D(X2+1-V2X)(X2 + 1+ V2X) = (X + D& + 1) (2 +1)2 - (VX))
=X+DX?>+DX*+2X2+1-2X) =X+ DX*+DX*+ 1)

Exercice 2

Soit P = X3 + pX + q un polyndme de C[X], on note «, B et y ses racines.
1°) Calculer A = a? + B2 + y2.

2°) Calculer B = a® + B3 + y3.

3°) Calculer € = a?B + aBf? + a?y + ay? + B2y + By>.

Correction
1°)
Onrappellequea + B+y =0,aB + ay + By =petaBy = —q

(a+B+y)=a?+p%2+y%2+ 2(af + ay + By)
1



Donc
A=0%2—-2p=—-2p
2°)
a® + pa + g = 0 entraine que a®> = —pa — q, idem pour S et y.
B=-pa—q-pp—q—pyr—q=-pla+pf+y)—3q=-3q
3%)
C=apla+p)+ay(a+y)+py(B+y)=af(=y)+ay(=p) + By(—a) = —3afy = 3q

Exercice 3

Soit P = X6 +2X° +4X* +4X3 +4X? +2X + 1
2im

Onposej=es

1°) Montrer que j est une racine multiple de P.

2°) Factoriser P dans C[X].

3°) Factoriser P dans R[X].

Correction
1°)
PG =jC+2j°+4j* +4j3+4j24+2j+1=1+2j2+4j+4+4/2+2j+1=6j2+6j+6
=6(%+j+1)=0
P’ = 6X°+ 10X* + 16X3 + 12X? + 8X + 2
P'(j) = 6j°+10j*+ 163+ 12j2+8j+ 2= 6j2+10j + 16 + 12j2 + 8j + 2 = 182 + 18 + 18
=18(G%*+j+1) =0
Donc j est racine double, comme P est un polyndme a coefficients réels, j est aussi racine double.
On peut essayer de voir si j ne serait pas racine triple (mais cela ne marche pas).
2°)
Soit on a I’intuition de voir que i est racine (et que donc - i est aussi racine), soit on ne le voit pas et il faut
diviser P par

— —\2
(X—j)Z(X—j)2 = ((X—j)(X—j)) =(X24+X+12=X"+X2+142X3+2X%2 42X
=X*+2X3+3X?+2X+1

XC+2X° +4X* +4X3 +4X> +2X+1 | X*+2X3+3X?+2X+1
X® 4+ 2X5 4+ 3X% +2X3 4+ X? X?+1

X*+2X34+3X?+2X+1

X*+2X3 +3X%2+2X+1

0

P=&- DX -]) X=X +0)
3°)
P=X?2+X+1)2%X%+1)

Exercice 4

Déterminer le reste de la division euclidienne de (X + 1)™ par X2 + 1.
Correction
X+1D"=X?+1Q+R
2



Ord°R < 2etdoncR = aX + b.
On pose X = i.

(i+1)"=ai+b®<ﬁ(§+gi>> =b+ai<:>(\/E)n(eifn>n=b+ai<:)(\/§)nenTin=b+ai

n i ommyy ' a= (\/E)n sin (%)
= (\/E) (COS (T) + isin (T)) =b+a & {b _ (ﬁ)n cos (%)

Donc

R = (v2)"sin () X + (V2)" cos ()



