Séries numériques

Exercice 1.  Etudier la convergence des series suivantes :
1.

§°:1_1 1 1 1
k_lzk_2+4+6+8+'"

i 11111,
£i2k+1 357 9

Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.  Etudier la convergence des séries suivantes :

S_§n2+1 5_§2 S_+°° 2n + 1)*
1 — nz ] 2 \/ﬁ’ 3 = (7n2 + 1)3
n=2 n=1 n=1
400 N 400 L + 00
S4=z<1_£> ; Se = (nen—n>; 56=21n(1+e‘”)
n=1 n=1 n=0

Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.  Deéterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

1w, = ()"

1
2. Un = ncos?(n)
_r
(In(n))In(m)

Allez a : Correction exercice 3

3. u, =

Exercice 4.  Déterminer la nature de la série de terme général :

1
— si n estun carré
_)n
— sinon
n

Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.  Les sommes suivantes sont-elles finies ?

s—il S_§<—1)" 5‘§ on S_*‘”tan"(g) S_i‘j 9
1T L5 2T 3/ T3 Li3n2 AT 32 T L Bn+1DBn+4)
n=0 n=2 n=4 n=0 n=0

Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.  Existence et calcul de :

Allez a : Correction exercice 6

Un

Exercice 7. Soit (u,) une suite de réels positifs et v,, = =

n

Montrer que les séries Yu,, et Y'v,, sont de méme nature.
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Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.  Déterminer en fonction du parametre @ € R la nature de la série de terme général
In(n)
=—

Un

Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.  Etudier la nature de la série de terme général u,, :

n+1
1. u,=
n n3-7
n+1
’ L
n+1
3. u, = —
4 (1
. Up =sin(—
1
S Un =T
n Vn
1
6. u, =
n In(n2+2)
In(n)
7. u, = (3
nz
n
8. u, = on
9 wu. — 2n+3n
) N7 p24n(n)+5n
1
10. u, = o
110000
11. u, = -~
4"+ 1((ng1)1)’
12,y = 2 (DY

(2n-1)!

13., = (sin(2))"

141, = (1 —%)"2
2

1 n
15.u, = (1+3)
Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
"

Montrer que la série de terme général u,, = n(/ne)

est semi-convergente.

Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11. Etudier la convergence de la série numérique de terme général u,, :

n3
1. U, = (—1)“ F

2. un=%, a € C.

u, =na™ 1, a€C.

U, = sin (nznﬂn).
u, = (D" (Vn+1—+n)

sin(n)
n="__

n

u, =nln (1 +%) — CoS (\/%)

N A e



Allez a : Correction exercice 11
Exercice 12. Calculer
o0 n 1
Z“" avec  Un= Zm
T k!
Allez & : Correction exercice 12

Exercice 13. Calculer

N o (D
z U, avec U, = W

Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14. Etudier la nature des séries de terme général et calculer leur somme :

1. u,= D’ n=1
1
2 Uy = ey 21
2n-1
3. Uy —-EE;;:Zs, n=3

4 u, = (—1)"In (”—j) n>2

n

1
5. up=In(1-—), n=1
Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
Si (1) ns0 €St une suite numérique tendant vers 0 et si a, b, ¢ sont trois réels vérifiant a + b + ¢ = 0, on
pose pour toutn =0 :
U, = av, + bv, 1 + Uy
Montrer que la suite de terme genéral u,, converge et calculer sa somme.
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16. Etudier la convergence des séries de terme général :
. n3+1
1. u, =sin (n )

nz+1

2. U, = (1 — Cos (g)) (In(n))?011
3. u,= f(? sin(x) dx

_\n
4y, = LD
1+n
5 _ 1
© Un = e

6. u, = i—: (sin(a))?"

Allez & : Correction exercice 16

Exercice 17.
On considére la suite numérique (u,,) définie par :

n

Uy, =n!1_[sin(%), a € R*\ N

k=1
1. Onsuppose que a # 1. En étudiant la suite (%) préciser
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a) La nature de la série Yu,.
b) La nature de la suite (u,,).

a) Sia, =1In (n sin (i)) quelle est la nature de la série Y.a,, ?

b) Quelle est la nature de la suite (u,,) pour a = 1.
Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
On considere la suite (u,,) définie paru; = 1 etu, ., = %e‘”ﬂ pour toutn > 1.
1. Nature de la série Yu, ?

2. Nature de la série Y.(—1)"u,, ?
Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.

: ! " ok
Montrer que la suite u,, = == :ll converge, on pourra d’abord montrer que la série de terme général
n
2

n
Un+1
Zp =In
uTL

est convergente.
Allez a : Correction exercice 19

Exercice 20.
Nature de la série de terme genéral (convergence et absolue convergence).

n

Wy = Z U Vn—k

k=0
Ou
G _(=)n
u”_(n+1)2 € )
Allez a : Correction exercice 20
Exercice 21.
Montrer que les séries de terme général
(-D" . (=" N 1
U, = e U, = -
" n " Vmn o n

Ne sont pas de mémes natures et que pourtant u,, ~ v,.
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.  On pose
1

fn) =f x"e*dx, n€eN

0

1. Montrer que la suite f(n) est positive et décroissante. Au moyen d’une intégration par parties donner

une relation de récurrence entre f(n) et f(n — 1).
Montrer par récurrence que pour tout n = 0

n! .
f(n) = ?<€ - E)
k=0

2. Montrer que 'on a :



1

f(n) <——

— <
en+1)~ n+1

En déduire la nature des séries

o)

S Y2 e Y enmw

n=1

3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere

o)

z fm)x™

n=1

Exercice 23. On considére la série numérique de terme général u, pourn > leta ER:

W™
U, =|nsin|—
= (nsin (7))
1. Montrer que si cette série est convergente pour une valeur a donnée, elle converge pour tout b > a.
2. Montrer que si a < 2 la série est divergente.

On pourra utiliser un développement limité de In(w,,).
3. Onposea=2+eavec0<e<]1

. . N 1 . - o
Montrer que u,, est équivalent a exp (— gne). En déduire que la serie est alors convergente.

4. Donner toutes les valeurs de a pour lesquelles cette série converge.
Allez a : Exercice 23

Exercice 24.
Pourn € N, on pose :

1 xZn (_1)n
un=j dx et v, =

o 1+x? T 2n+1

1.

a) Calculer u,.

b) Montrer que pour toutn € Nona:

1
0<u, <
Y=ot 1

2.

a) Montrer que pour toutn € Nona:

1
o Tl = o

b) En déduire que :

n

T
D =+ DM

k=0
c) Montrer que la série de terme général v, converge et calculer sa somme.
Allez a : Exercice 24

Corrections

Correction exercice 1.
1.

Il s’agit d’une série de Riemann divergente avec a =1 < 1



1 1

2k+1 " 2k
Il s’agit d’une série de Riemann divergente avec « =1 < 1

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.

n?+1 -

= = 1 # 0 donc la série ne converge pas

2 2. . ., s L . . 1
me1 il s’agit du terme général d’une série de Riemann divergente avec a = ;S 1

nz
Cn+1* 2* 1
_—  ~ — X —_—
(7n2+1)3 73 n2
I s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec a = 2 > 1
n 1 1
(1 - 1) = enln(l—%) = en<_ﬁ+o(ﬁ)> = g~ 1to(1) —)1 =0
n e
La série diverge.
1 1 1 1
nen—n=n<en—1>=n<1+;+o<;)—1)= 1+0(1)->1#0
La série diverge.

1 n
Inl+e™)~e™™= (E)
Il s’agit d’une suite géométrique de raison dans |—1,1][.
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.
1.

() 2 ) - ) poren(ind) o) g

-n,1+0(1) -n 1"
=e e ~ e Xe=e|—
e

Il s’agit d’une suite géométrique de raison dans ]—1,1[, la série converge.

2.
1 1
Un = ncos2(n) > n
Il s’agit d’une série a termes positifs supérieurs a %, qui est le terme général d’une série de Riemann
divergente avec « = 1 < 1. La série diverge.
3.

1 1 1 1
(]n(n))ln(n) = eln(n)xln(ln(n)) = (eln(n))ln(ln(n)) = nln(ln(n))
Apreés ce petit effort « formel » on applique la régle de Cauchy
1 1

pIn(n(m) — yIn(in(n)—2

Comme n - +, In(In(n)) » +o et donc n?u, —» 0 < 1 d’apres les régles de Riemann la série

converge.
Allez a : Exercice 3

nu, = n?

Correction exercice 4.

N N N N N2
1
U, = u, + u, > U, = ) —
n

n=1 n=1 et n=p?2 n=1 et n¥p? n=1 et n=p?2 n=1



Cette derniére série diverge (Riemann avec @ = 1 < 1 donc la série de terme général u,, diverge.
Expliguons quand méme un peu

zN: —1+1+1+1+1+1 1+1+1+1+
1_2232252627282310
n=

. .. . 1 , . , . .
Ainsi, il est plus clair que tous les « —» sont dans la série et que donc la série diverge.
Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.
1 1\ . R e . . ‘-
* = (E) est le terme général d’une série géométrique de raison dans ]—1,1[, la série converge.

-1\" , , Lo, Y . ‘o
o (?) est le terme général d’une série géométrique de raison dans |—1,1[, la série converge.

o 3?:2 =4 X (g)n est le terme général d’une série géométrique de raison dans ]—1,1], la série
converge.
wt@_ 1 1y P .

* S Sam =X (5) est le terme général d’une série géométrique de raison dans |—1,1], la

série converge.

9 1 . , s - .
* GG " m est le terme général d’une sériec d’une série de Riemann convergente avec a = 2 >

1.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.

In (1 — %) est de signe constant (négatif) et
1 1
n(1-12)~ 5
Est le terme général d’une série d’une série de Riemann convergente avec & = 2 > 1.
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
Si la série de terme général u,, converge, alors u,, - 0 donc v,, ~ u,, comme ce sont des séries a termes
positifs, la série de terme général v,, converge, si elle diverge alors la série de terme général v,, diverge,
bref, les deux séries sont de mémes natures.

Réciproquement
Un

v, = svltu)=uy, e tury, =u,ov,=u,(1-v) Su, =

n
1+u, 11—y,
On a encore u,, ~ v, donc les série sont de mémes natures.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
Si a > 1, alors on utilise la regle de Riemann avec 8 € ]a, 1]
8 In(n) B In(n)

ne  na-B

<1

)

Lorsque n — +o0. Cela montre que la série de terme general converge car § <1

Sia < 1, alors on utilise la regle de Riemann avec 8 € ]1,a[
8 ln(n)

=neh ln(n) - 400

Lorsque n — +oo. Cela montre que la série de terme general dlverge car g >1

7



Lorsque a = 1, c’est plus compliqué, les régles de Riemann ne marche pas. Il s’agit d’une série a termes

positifs, on peut appliquer la comparaison a une intégrale
1

- x In(x)

Est intégrable car

X
L xlnl(x) dx = [In(In(x)]3 = In(In(X)) — In(In(2))) - +oo

Lorsque X tend vers I’infini, ce qui montre que I’intégrale est divergente, la fonction x — o est

: diverge.

nln(n)

clairement décroissante et tend vers 0 en I’infini, donc la série de terme général

Allez a : Exercice 8
Remarque :
C’est ce que ’on appelle la regle de Duhamel.

Correction exercice 9.

1. Lasuite (u,) est de signe constant

1
Uy ~—
n nz

C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec a« = 2 > 1
Allez a : Exercice 9

2. Lasuite (u,) est de signe constant
1

u, ~—
" n

C’est le terme général d’une série de Riemann divergente avec ¢ = 1 < 1
Allez a : Exercice 9
3. u, = 1+ 0 la série diverge grossiérement
Allez a : Exercice 9
4. Lasuite (u,) est de signe constant
1
U, ~ ﬁ
C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec a = 2 > 1
Allez a : Exercice 9

5. Meéfiance
1 1 L -1
w = Ll wm oL
n +L n n
n Vn
Comme
In(n
lim (n) =0
n—+oo n
Ona
1
- =1
lim e Vn nm _ 1
n-+oo
Ce qui montre que
1
U, ~ E

C’est le terme général d’une série de Riemann divergente avec a = 1 < 1
Allez & : Exercice 9
6. wu, estde signe constant



1 1 1 1

1 1 1
n2u, = n2 ) 1 — 400
2In(n) + = +o (F)
D’apres les régles de Riemann n*u,, - 400 avec a < 1 entraine que la série de terme général u,,
diverge.
Allez a : Exercice 9
7. u, est de signe constant
5 sin(n) In(n)
n4—un = n4 3 =1 -
nz n4
D’aprés les régles de Riemann n®u,, —» +oco avec a > 1 entraine que la série de terme général u,,
converge.
Allez a : Exercice 9
8. wu, est de signe constant
n+1 111
u n+1l n+
n+l _ 2 = =<1
U, — n 2 2
2n

D’aprés la régle de D’ Alembert la série de terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9
9. u, est de signe constant

2™+ 3" 3" (3)”
u = ~ — = _—
" n24+In(n)+5* 57 \5
3\" o ) i o o
(—) est le terme général d’une série géométrique convergente, la série de terme général u,, converge.
5

Allez a : Exercice 9
10. u,, est de signe constant

1
u ]
n+1=(n+1).= 50<0
Uy, 1 n+1

n!

D’apres la Regle de D’ Alembert la série de terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9
11. u,, est de signe constant

(Tl + 1)10000

10000 10000

Upi1 (n+1)! (n + 1) n! (n + 1)
= = = X 0 < 1
U, n10000 n (n+1)! n n+1
n!
D’apres la Regle de D’ Alembert la série de terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9
12. u,, est de signe constant
4n+2((n 4 2)1)° , ,
Upsr QR+ 11 4" ((n+2)) @n-1)! , (@t 2)?((n+ D) " 2n—1)!
Un 4 (4 DD A (e + D)@+ 1) ((i+ 1)) @+ 1)2n@2n - 1!
2n—-1)!
o (n+ 2)?
T @n+1)2n

Ca ce n’est pas de chance, sauf si on peut montrer que la limite est 1 par valeur supérieure



Unpr (n+2)? _4(n2+4n+4) _4n2+ 16n+ 16
u, (n+1)2n  4n2+4+2n  4n?+2n
Ouf ! La limite est 1* donc la série de terme général diverge.
Allez a : Exercice 9
13. u,, est de signe constant
n _ 1 1 (L 1 1
u, = (Sin (1>) = ensm(%) = en<n 6n3+0(n3)> = el"W“’(ﬁ) - 1 =0
n e
La série de terme géneral u,, diverge grossierement

Remarque : il était inutile de faire un développement limité a I’ordre 3 de sin (%)
Allez a : Exercice 9

14. u,, est de signe constant

le

11 1
Uy, = (1 —1) =" ln(l_%) = en2<_ n W-Fo(ﬁ)) = e_n_%w(l) = e_"e_%w(l) ~ i<1)
n Jel\e
1

1\ ., s . .. . 1, . e R , .
NG (Z) est le terme général d’une suite géométrique de raison - strictement inférieure a 1. La série de

terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9
15.

n

nZ

U, = (1 + E) >1
Donc u,, ne peut pas tendre vers 0.
Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.

On pose
1

- In(vx + 1)
1 1

_(n(E+1)) 2 m(ErD
(In(vx + 1)) (In(vx +1))°

Donc la suite de terme général u,, = f(n) est décroissante, elle tend vers 0, d’apres le TSSA la série
converge.

f(x)

') =

1
il = R+ 1)
1

1

s n2
= mr ) ”

D’apreés les régles de Riemann si n%*|u,,| = +oo0 avec a > 1 la série de terme général |u,| diverge ce
qui montre que la série de terme général ne converge pas absolument. Cette série est donc semi-
convergente.

Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.

7'L3
1. Onposev, = |u,| =—

n!

(n+1)3 ;
% + 1)! n+1 1
n+1:(n 3) :( ) X -0
Uy, n- n n+1
n!

10



D’apres la régle de D’ Alembert, la série de terme général v,, converge, donc la série de terme général u,,
converge absolument, donc elle converge.

la|™
2. Onposev, = |u,| = —
. |a|n+1
Un+1 (n+ 1) _ la|
vy la|™ n+1
n!

D’apres la régle de D’ Alembert, la série de terme général v,, converge, donc la série de terme général u,,
converge absolument, donc elle converge.
3. Onpose v, = |u,| =nla|™?
Vus (@t Dla _ n

= = la| = |a

v, nla|™*1 n+1

Silal <1

D’apres la régle de D’ Alembert, la série de terme général v,, converge, donc la série de terme général u,
converge absolument, donc elle converge.

Silal =1, |u,| = 4+ donc la série diverge grossierement

U, = sin <n2: ! n) = sin (nn + %) = (=1)"sin (g)

I1 s’agit d’une série alternée car a,, = sin (g) > 0, il est a peu pres évident que a,, est décroissant et

tend vers 0, d’aprés le TSSA, la série converge.
Remarque : on pourrait montrer qu’elle semi-convergente.

5.
n+1l—-n 1
y = ("Rt — Vi) = (-1 —=——r = (- )" ———F%
" ( ) Vn+1-+n Vn+1++n
Uy = e est positif, décroissant et tend vers 0, d’aprés le TSSA la série converge.
6. On pose

Vy = i sin(n) = i Im(e™) = Im (EN: ein)

n=0 n=0 n=0
Normalement il faudrait prendre la somme & partir de n = 1car u, n’est pas défini, mais cela ne change
rien au fond.

i(N+1) _I(N+1) i(N+1)
l_ei(N+1) e 2 (e 2 —e 2 )

v u w  —2isin (5
) . Lo 2
Zemzz:(el)n: T = i( 7 L) =e2 X 1
e

n=0 n=0 e2 2 —e2 —2isin (2)

e
Donc
S 1) [T
Et

11



. , . 1 , . o
Les sommes partielles sont bornées et la suite —est decroissante et tend vers 0. Cela montre que la série

de terme général u,, = L converge.

7. Tentons de faire un developpement limité en nia avec a > 1 donc a I’ordre 2 ou 3/2, dans le premier

terme on va perdre un ordre & cause du n devant le In et dans la cos la variable sera 1/v/n
1 1
u, = nln(l +—> — CoSs (—)
n n \/T_l

et oty [ LG )

n 2n? 3n3 n3 \ 2! 4! Jn /

11+1_|_(1)11+1 (1)_7+(1> 7
T T T3 T\ 2 on T 242 T O\2) | T 2am T 0\z) T 2ame

I s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec « = 2 > 1 donc la série de terme
général u,, converge.
Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.

On pose v, = %, il s’agit d’une série absolument convergente en appliquant la régle de D’ Alembert

1
u i
nin_ (DU S50<1
Uy, 1 " n+1

n!

On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes

£5)(E) 5 (Er) £ ) B

n=0 n=0 n=0 \k=0 n=0
Comme on le verra dans le chapitre « séries entieres »
+o00 +oco
1
2= Qe
n=0 n=0

Ce qui montre que

+oo
Z u, = e?
n=0
Allez a : Exercice 12
Correction exercice 13.
On pose
1 (=1)»
a, = i et b, = o
a, est le terme général d’une série absolument convergente en appliquant la régle de D’ Alembert
1
a ] 1
n+1 (Tl ‘|i 1) S50<1
a, 1 T n+1
n!

1 ‘oz , fe rYe 1 -
|b,,| = = est le terme général d’une série géométrique convergente avec q = - < 1, donc la série de
nt on 2

terme général b,, converge absolument
On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes

12



Finalement

Allez & : Exercice 13

Correction exercice 14.

1. u,~ = qui est une suite de Riemann convergente car « = 2 > 1 donc la série de terme général u,,
converge.

On décompose cette fraction en élément simple

S

n

n
n n n
1 1 1 1
;”"_z<k_k+1> Zk_2k+1_2k_ k'
=

En posant k' = k + 1 dans la seconde somme. k =
En changeant k' en k.

Allez a : Exercice 14
Car tous les termes entre k = 2 et k = n se simplifient.

+o00 n

z U, = lim u, =1
n—-+oo

k=1 k=1

2. U, ~ ~ qui est une suite de Riemann convergente car « = 3 > 1 donc la série de terme général u,,

converge.
On décompose cette fraction en élément simple
1

3 1
unzz—

n+1+n+2
1 1
N S5 1 5 vl v« 1 1
N e R Y
k k+1 k+2 2Lak k+1 2
k=1 k=1 k=1 k=1
Dans la seconde sommeonpose k' =k+1,k=1=>k'=2etk=n=k'=n

Dans la troisieme somme on pose k" =

n

n+2
Z”" = Z k2 Z K

k=1

N =

1

k+2

Nz

==
1]

1

+1
k+2 k—1=>k”—3etk—n=>k”— +3

13



Onchangek’'enk etk enk

n n n+ n+2
PRI RS RIEHY:

Yy y:
k=1 k=1 k=2 k=3

On va réunir les valeurs de k comprisesentre k = 3 etk =n

Z": 1 1+1+Z":1 z L1 il

=g\ T k rart) T2\ L

n

_11 1\ 1 1( 1 1> 12
_2< +2) 2+2 n+1+n+2 +2

Les trois derniéres sommes s’annulent et il reste

1

z": _1<1+1) 1+1< L, 1) 1+1< L,
W=\ T2) T2 2kt T2/ T 2 e

k=1

+oo n
Z 1. 1
U, = 1Im Uy, = —
k nestoo k 4

k=1 k=1

Allez a : Exercice 14

1 - - . ;- sz
3. u, ~ — Qui est une suite de Riemann convergente car « = 2 > 1 donc la série de terme général u,

converge.
On décompose cette fraction en élément simple

S 1 3 5

n— 2 2 _2

U, = = i =+ 8 8

n(n—2)(n+2) n n-—2 n+2

n n (1 3
4, -2
;”" Z k k 2 k+2 4Zk 8Zk 2" 84

k=3

1

k+2

DansIasecondesommeonposek’=k—2,k=3=>k’=1etk=n:»k’=n—2
Dans la troisieme somme onpose k" =k +2, k=3=>k" =5etk=n=k" =n+2

n n+2

n n—2
RIS
e kT8 Lk 8L k"
k=1 k=3 k'=1 k'"=5
Onchangek’'enk etk enk
n n n-2 n+2
_1 1+3
PN P D)
k=1 k=5

On va réunir les valeurs de k comprises entrek =5etk=n—-2

ol U1
&

n

IR B Y R (PSS T Y

k=3
SZl_I_ 1 +1+ 1 N 1
k n—1 n n+1 + 2

8 n
k=5

—1(1+1+ 1 +1> 3(1+1+1+1) 5( N

4\3 4 n—-1 n/ 8 2 3 4/ 8\n—-1
n-2 n-2 n-2

1v1 3v1 5%v1

+4Zk+8 k_8Zk

Les trois derniéres sommes s’annulent et il reste
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n

1
n+1

1

+
n+2

)



5: ( 1, 1_+w+3<1+1+1+5 5< 1 +1+ 1 s 1>
=332 T 1) "8 27372)78\n—1"n " n+1 n+2

k=3 oo n
2: o _1(y+w 3(1+1+1+1)_7+25_89
LT LM Ta\37) T8 U T27374) T8 T 327 96

Allez a : Exercice 14
4. llesta peu pres clair que u,, tend vers 0 c’est déja cela, mais comment, on va faire un développement

limité en— L de lu,| = ln( ) (car > 1), on pose x = — donc n= i
On fait un developpement limité a l’ordre 2 car la série de Rlemann ; est divergente et que la série de

. 1 o - N . o N
Riemann —~ est convergente (En général il faut aller a un ordre strictement supérieur a 1, dans les cas

raisonnable).
1 2

~+1 1+x X x?

|lu,| =In 316 =ln( >=ln(1+x)—ln(1—x)=x——+o(x2)— —x ——+ o(x?)
I, 1-x 2 2
X

1 1 1
=2x+0(x2)=—+0<—2)~—
n n n

Et voila, c’est raté la série de terme général u,, ne converge pas absolument, on va essayer de montrer
qu’elle converge simplement en utilisant le fait que cette série est alternée.

=In <n+ 1) f(n) avec f(x)= ln(ii 1) =In(x+1)—In(x—1),x =2

1 1 x—1—(x+1) 2

! = — = = — <0
1t x+1 x-—1 x2—1 x2—1

De plus

l - 1 n+1 _
n—lgloovn_n—lgloon(n—l)_

Donc la série de terme général u, = (—1)"v, est convergente.

Z( 1)k1n( ) Z( D*(n(k + 1) —In(k — 1))

- Z(—nk In(k + 1) — Z(—nk In(k — 1)
= k=2

Dans la premiére sommeonpose k' =k+ 1, k=2=k'=3etk=n=k'=n+1

Dans Iasecondesommeon posek" =k—-1,k=2=k'=1 etk =n=>k"=n-1
n+1

k + 1 n
(—1)k 1n( ) —D¥-1In(k) — > (=¥ *In(k")
) ) )
On remarque que (—1)" 1= (—)K ‘1(—1)2 = (—1)¥"~1, puis on remplace k' et k" par k dans

chacune des sommes
n n+1

n-1
k+1 i ]
;(—1)"ln (k 1) - 3(—1)k 11n(k)—kz=1(—1)k Un(k)

&
1l

n-1
Z( D*1In(k) + (-1)" In(n) + (DD In(n + 1)

k=3
- ((—1)1—1 In(1) + (=1)211n(2) + Z (—1)k-1 ln(k))
k=3

Les deux sommes se simplifient
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n+1

o k+1
kZZ(—mln( o) = Z( 1)% In(k) — Z( 1% In(k)

= (-1)" 1 ln(n) + (=" ln(n + 1D +In(2) = (1) (n(n) —In(n + 1)) +In(2)

= (-1)"1In (n T 1) +1n(2)
> Drin (" ) = lim Z( ¥ 1n( ) = lim ((~1"In(=2=) +In(2)) = In(2)
— n-— n-+oo n—+oo n+1
Allez a: g(grcice 14
5. U, = ln(l — (n+12)2) ~— (n+12)2 ~ ——, il s’agit d’une suite de Riemann avec a = 2 > 1, la série

converge.

Petit calcul

- T (k+2)2—1=(k+2—1)(k+2—1)=(k+3)(k+1)
(k + 2)? (k + 2)? (k+2)? (k + 2)?

n

Z ( * + 2)2) Zm <(k -|(-k3J)r(12<)-2|- 1)) _ Zln(k +3) + Z In(k +1) — ZZln(k +2)

DansIapremleresommeonposek’=k+3,k= 1=>k'=4k=n=>k'=n+3
Dans la deuxiéme sommeonpose k" =k+ 1, k=1=2k" =2, k=n=>k" =n+1

Dans la troisieme sommeonpose k"' =k + 2, k=1=2k"" =3, k=n=>k"" =n+2
n n+3 n+1 n+2

Zln<1_(k+2)2> Z (k") + Z In(k") —2 Z In(k"")

k=1 K'"T=3
Onremplace k', k" et k' par k

n+3 n+1 n+2

z In(1- T 2)2) Z In(k) + Z In(k) — 2 Z In(k)

On va réunir les sommes entrek =4etk=n + 1

n

Zln(l—ﬁ)

- (Z In(k) +In(n + 2) + In(n + 3)) + <ln(2) +1n(3) + Z ln(k)>
k=4 k=4

_2 <1n(3) + Z In(k) + In(n + 1))
k=4

Les sommes de In(k) dek = 4 a k = n + 1 s’éliminent.

n

Z In (1 _ ﬁ) = (In(n + 2) +In(n + 3)) + (n(2) + In(3)) = 2(n(3) + In(n + 1))

- (@03
‘“( (n+1)?

) +1n(2) — In(3)

| n+2)(n+3) 3
note (4 D2

donc

n

nl_igloo In (1 T _:2)2> =1n(2) —In(3) =In (%)

k=1

Allez a : Exercice 14
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Correction exercice 15.

n n n n n
zuk = Z(avk + bVpy1 + CVpyz) = az Vg t+ bz V1 T CZ Vi+2
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Dans la deuxiéeme sommeonpose k' =k+ 1, k=0=>k'=1letk=n=k'=n+1
Dans la troisieme somme onpose k"' =k +2,k=0=>k' =2etk=n=k'=n+2

n n n+1 n+2
R RATDRTPI
k=0 k=0 k'=1 k''=2
Onchange k' et k" par k.
n n n+1 n+2
Zukzaka+b Vg tcC ) v
k=0 k=0 k=1 k=2

On réunit lessommesentre k =2etk =n

n

n n n
z U, =a (vo +v, + vk) +b (vl + v + vn+1> +c (Z Vg +Vpy1 + vn+2>
2 k=2

k=0 k= k=2

n
=a(vg+v) +bvy + bvy + c(Vpyqr + Vpy2) +(@+ b + C)Z Vg

k=2
=a(vg +vy) + bvy + bvpyy + c(Vny1 + Vny2)
Cara+b+c=0
La suite tend vers 0 donc
n
lirll Uy = lirp (a(vy + vy) + bvy + bvyiy + c(Vnyq + Vi) = a(vy + v1) + by
n—->+0oo n—->+0oo
k=0

Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. On va d’abord diviser n® + 1 par n? + 1, ce quidonne n®+ 1 = (n2 + 1)n + (—n + 1), donc

n3+1 -n+1
n?+1 =nt n+1
Et alors
_ n3+1 _ -n+1 /—n+1
u, = sm<rrn2+ 1) = sm(nn+ n2+1n) = (—1)”51n(n2+ 1n>

On va montrer que la série est alternée, mais comme —n + 1 < 0, le sinus va étre négatif aussi, on va
légérement modifier u,,

_ nd+1 o /n-—1
Puis on va montrer que v,, = sin (::1 n) est décroissante et qu’elle tend vers 0
::1 tend vers 0, donc v, tend vers sin(0) = 0.
Avant de montrer que la suite est décroissante on va montrer que :2;11 T E ]0%[
n2—1 > 0 c’est clair
n<+1
T n-—-1 _<1 n—1) _n2+1—2(n—1)7r_n2—2n+3n_(n—l)(n—3)n>0
2 m2+1" 2 w2+ )T T 2i+ 1) 2 2m2+1) 2 2mf+1) 2

Pourn > 3 (n tend vers I’infini donc on n’a pas de probléme pour les petites valeurs de n)

-1 -1
:Z_I_ln):f(n) avec f(x)=sin(;2+1n)

v, = sin(

17



f’(x)z(;z—-l_llﬂ)’cos(x—l )znlx(x2+1)—(x—1)x2x os(x_l )

x2+1" (x2 + 1)2 x2+1"
—x%2+2x+1 x—1
Z+ D2z P <x2+ 1”)

Au moins pour x assez grand,

x—1
COS( >
x“+1

série alternée convergente.

n) > 0, la fonction est décroissante donc la suite est décroissante. Finalement il s’agit d’une

, = (1= cos () ()™t = (1 - < - @ +0 (%))) (In(n))2011

- (2”—22 +o(= - )) (In(n))?°11 ~ nzz (In(n))2o1t

3 2 m?
nz o ()™ = — (In(n)**** - 0
n 2n2
D’aprés la régle de Riemann la série de terme général u,, converge.

On rappelle que pour tout x > 0, sin(x) <x
T 3
n 2m2 1
0<u,= J +/sin(x) dx<j \/_dx— xZ] =TX_3
nz
—= % est le terme général d’une série de Riemann convergente, avec a = = > 1. Donc la série de terme
nz

général u,, converge.

n 1+(1i)n\/_ n’est pas de signe constant mais il parait délicat d’appliquer le TSSA
14+ (—1)™/n 1 N
U, = (1) = + (—1)"—
1+n 1+n
ﬁ ~- est le terme general d’une série de Riemann avec @ = 1 < 1, donc divergente.
Posons f(x) = ——, onaalors f(n) = 1{

f(n) >0 et lirP fn)=0
n—->+4+oo
C’est évident. Et pour tout x > 1
2\/‘(1”) Vx +x-2x 1-x
(1 + x)? T 2vx(1+x)? 2vx(L+ x)2

Ce qui montre que la suite ( «/_) est décroissante, d’aprés le TSSA la série de terme général (—1

HOE
i

1+n

converge.
U, est la somme du terme général d’une série divergente (ﬁ) et du terme général d’une série
convergente (—1)" % donc la série de terme général u,, diverge.
D’apres la régle de Cauchy
1 1 % 1
(un)nz(m> =m—>0< 1

Donc la série de terme général u,, converge.
Cela va dépendre de la valeur de a

18



1
1o2n n  2sin?(a)
) = (5 Gin(@))" = =25
nn
2
nn=en"M 5 00 =1

Donc

1
(u,)n - 2sin?(a)
D’apres la régle de Cauchy
Si 2sin?(a) < 1, autrement dit si sin?(a) < % soit encore — g < sin(a) < g c’est-a-dire sia €

]—g + an,% + an[ aveck €EZoua € ]%n + an,%" + an[ avec k € Z. Cela se voit assez

facilement sur le cercle trigonométrique.
La série de terme général u,, converge

V2 V2

Si 2sin?(a) > 1, autrement dit si sin?(a) > % soit encore —1 < sin(a) < -5 0u—-< sin(a) <1,

c’est-a-dire si a € E + an,%” + 2kn[ aveck €Zoua € ]%” + an,%" + an[ avec k € Z
La série de terme général u,, diverge.
Si 2 sin?(a) = 1 on ne peut pas conclure avec la régle de Cauchy, mais alors
2" (2sin?(e))™ 1
Un = — (sin(a))?" = —a T

Qui est le terme général d’une série de Riemann convergente avec a« = 2 > 1

Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.

1.

a. Lasuite u, n’est pas forcément positive mais a partir d’un certain rang 0 < % < m donc les termes

sin (%) sont positifs donc u,, ne change plus de signe lorsque que n augmente. Elle est de signe

constant.
. (a
u (n+ D! sin (£ a
LA _ a(k)=(n+1)sin( +1)~(n+1)>< +1=a
Un n! [Tk, sin (E) n n

D’apres la régle de D’ Alembert si a < 1 alors la série converge et si a > 1 la série diverge.
b. Si la série converge alors la suite tend vers 0.

. (1 1 . . N 1,
a. sin (Z) ~- donc a,, tend vers 0, on va faire un développement limité de a,, en ~a ’ordre 2.

Attention en multipliant par n on va perdre un ordre. Remarque sin (i) < % donc n sin (%) <letla

suite a,, est négatif (donc de signe constant).

o= rsn () =10 (g 0 (5))) =10 (1~ 2 2)) = =3 < )

1
6n?
1 fs , ;o . , .
——— st le terme général d’une série de Riemann convergente (¢ = 2 > 1). Donc la série de terme
général a,, converge.

b. Poura=1
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woen [l ~[Jeld
ln(un)—ln<1_[ksm( )) Zln(ksm( )) zn:ak

k=1

Donc

La série de terme général a,, converge, donc la suite (un) converge.
Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.
1. Dans un premier temps remarquons que pour toutn > 1, u,, > 0, on en déduit que

1
O0<u <-
n+1 n
Cela montre que la suite (u,,) tend vers 0 mais cela ne suffit pas pour montrer que la série est
convergente (si on avait pu montrer que 0 < w44 < Ia cela aurait été bon).
Dans un deuxiéme temps on va falre un developpement limité en « u,, »

u u 1
Un+1 = — (1—un+0(un))———7”+0(7”)~7_l

1 ., . ‘o L. .
—est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la série de terme général u,, diverge.

(_1)n+1 n n
(~D)™ gy = = (-1 0 ()

(_1)n+1

est une série alternée, % tend vers 0 en décroissant, c’est le terme général d’une série de
Riemann.
u u u
et ()
n n n
EtO < =< (n 5~ n— par conséquent (— 1)’“r1 40 ( ) est le terme général d’une série

absolument convergente, ¢’est donc le terme general d’une série convergente et enfin (—1)™*1u,, ., est

le terme général d’une série convergente. (il en est de méme pour (—1)™u,, évidemment).
Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.

n+1(n + 1)|

- 1 1 1 1

Uy _ (4 D)"M2 e+ 1)In™2 e+ ez en™2
e™n! - 1 = T = T
tn ! en!(n+1)"2(n+1) M+ z2(n+1) m+1)"2

n""2
1
n+s +1 1 1
= o ()" el na) = g (reE ) = ol n(ins)
n+1
Le but est de faire un développement limité de uZ“ en % a 'ordre 2.

Uns1 _ ee_(n+%)<%_%+%+o(%)> e (1 %+37112+21n 47112+o(%)> gt 111,11

ton 3n2 2ntanz%\n
un
1 1 1 1
= e12n2+0( ) (—)
12n2 n2

(1 ()= o (L)
n =10 1202 " °\n2) ) T 1202 T 0\02) T 12m2
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est le terme général d’une série de Riemann convergente donc z,, est le terme général d’une série

12n2
convergente.
D’autre part
n n u
) m=) ()= Zanmm) ~In(w) = Z In(utess) Z In(uze)
k=1 k=1
Danslapremieresommeonposek’—k+1 k=1=k'= 2etk—n=>k’ =n+2
n+1
sz = z In(uy) — ZIn(uk)
k'=2

On change k' en k dans la premiere somme et on simplifie

n

Z Zi = In(up 1) — In(uy)

k=1
n

In(upyq) = Z zx + In(uy)
k=1
La série de terme général z, converge donc In(u,,,) converge et finalement w,,,; admet une limite
finie.
Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.
Commengons par une mauvaise nouvelle, si u,, et v, sont les termes généraux de séries absolument
convergente alors w,, est le terme général de la série produit, qui est convergente et on a:

+0o n [ee] +o00
D=y e =(Zu)(2)
n=0 k= n=0
Seulement voila la série de terme général v, ne converge pas absolument alors il faut faire autrement.

SRS T A G O G Vi
D= (Ywne) = (Y G i)

n=0 \k=0 n=0
:Z<(_1)n k 121 k 1)
LG+ D2 —k+1)

Puis on va décomposer la fraction rationnelle en éléments simples, il existe a, b et ¢ (ces

(k+1)2(n—k-+1)
trois constantes peuvent dépendre de n) tels que :
1 a b c
(k+12(n—k+1) (k+1)2+k+1+n—k+1
Je multiplie par (k + 1)?, puis k = —

1
[n—k+1]k=_1_n+2
Jemultipleparn —k + 1,puisk =n+1

_[ 1 ] _ 1
“Tlk+ 2 sy (M 2)?
Je multiplie par k, puis k — +oo
1

O=b—C=>b=m

Finalement on a
1 1 1
1 __n+2  (@m+2? (+2)

k+12n—-k+1) (k+1)2 k+1 n—k+1
21



Ce que ’on remplace dans la somme partielle
n 1 1 1

N N
_ 1) nt2  (m+2)? ®+2)°
Z)W" Z) =D RZ) (k+1)2+ k+1 +n—k+1
n= n= =
N n n n
_z (—1)" 1 z 1 N 1 z 1 + 1 z 1
B n+2Zs(k+1)?2 m+2)2Lik+1 (m+2)2Luin—k+1
n=0 k=0 k=0 k=0

Puis on va faire le changement d’indice k' = n — k dans la somme
n

z 1
n—k+1
k=0
k=0=>k'=n et k=n=k'=0

n n

Y T N

k=0
Ce que I’on remplace dans la somme partielle
N

N n n n
nZOW“:n:O (_1)n<nj—22(k:1)2+(n-:2)Zij-1+(n-:Z)Z;kj—J
N
Z (- Dn( +22(k+1)2 (n+2)22k+1>

n=0
v (D 1 (—1" 1
nZ(n+2 (k+1)2>+22((n+2)22(;k+1>:SLN‘I'SZ,N

_ ="
(n+2)2 k= Ok

G

iz Zk=0 (k+ 1)2
de la série S,.

On rappelle un résultat « connu »,

Ouw;, = —— est le terme général de la seérie S; etw,,, = le terme général
’ n

=1
D~ I

k=0
Alors

%| | 3 1 In(n)
nZ|wy,| =n > ~ -
(n+2) - k+1 +/n

D'apres les regles de Riemann la série de terme général converge absolument, donc S; 5 admet une
limite finie lorsque N tend vers I’ infini.

Pour la série S; cela va étre moins simple }.7_, (k —— est une somme partielle qui admet une limite

(k+1)?
puisque que le terme geénéral est équivalent a a— qui est le terme général d’une série de Riemann
k2

. -H" , .
convergente, mais le terme % ne permet pas d’espérer une convergence absolue, reste la solution de

montrer qu’il s’agit d’une série alternée, il faut montrer que

N 1
n T 42 Ak=0(j4q)2

Tend vers 0 et est dévroissant, a,, — 0 c’est évident.
n+1

An+1 ™ n n+3Z(k+1)2 n+22(k+1)2

(n+ 2)27;:3(,”—11)2 - 0+ ) Do Ty

B (n+2)(n+3)
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Donc a,;, — a, a le méme signe que

1 =1
(n+2);—(k+1)2—(n+3);—(k+1)2

_(+2)Z":1+1 (+3)Z":1_1 anl
- Li(k+1) " (n+2)? " Li(k+1)? n+2 Li(k+1)?
Pour toutk € {0,...,n}, k+1 <n+ 1, donc

n

;)(“1)2>;(n+1)2=(n+1)221=m><(n+1)=n—+1

k=0

Par conséquent
1 Z": 11 1 n+l-(m+2) -1 3
n+2 Lk+1? n+2 n+tl +D0+D) " +2)(n+1)

Ce qui montre bien que a,,.; — a,, < 0 c’est-a-dire que la suite est décroissante.
Par conséquent

0

n
(=" 1
w =
Y42 L (k+1)?
Est le terme général d’une série convergente et enfin la série de terme général w;, est la somme de deux

série convergente, elle converge.
Allez a : Exercice 20

= (_1)nan

Correction exercice 21.
1

N
—est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la série de terme général v, est la somme

est décroissant et tend vers 0 donc la série de terme général u,, est une série convergente.

d’une série convergente et d’une série divergente, elle diverge.

D", 1
v, n n —-1)"
_nzﬁ—n=1+L=1+( ) -1
Uy, (=1) (—1)mn NED
Vn
Ce qui montre que ces deux suites sont équivalentes.

Remarque :

Siu, ~ v, alors les séries de terme général u,, et de terme général v,, sont de méme nature est un
résultat faux, pour qu’il soit vrai, il faut que u,, et v, soient de signes constants.
Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
1. vx€[0,1],x"e ™ > 0donc f(n) >0
Vx€[0,1,0<x<1=>0<x"1 <x"
Donc
1 1
f x"le Xdx < f x"e *dx
0 0
Autrement dit f(n + 1) < f(n), cette suite est décroissante.

ﬂm=f1

0
Montrons par récurrence que

1
1
x"e *dx = [-x"e™*]} —f nx" (—e¥)dx = _E+ nf(n—1)
0

n! =1
f(")=?<e_ZE)

k=0
23



Pourn=20

L’hypothese est vérifiee au rang 0.

Supposons
n-1
(n—1)! 1
f(n—1) = <e— F)
k=0
Alors
o 1) a-D( 1\ 1 onf T1
fn) = e+nfn = e+n - e k_Ok! = e+e e k_Ok'
n—1 n
n! 1 n! 1 n! 1
) (_E)J’?(e_;ﬁ):? ‘Zz?)

Ce qui achéve la récurrence
Pour toutx € [0,1], e™! < e ™™ < ¢7°, on en déduit que :

—Xx"<x"e™* < x™
e
Puis en intégrant en 0 et 1
1 1 1
Ef x"dx < f(n) Sf x"dx
0

0

Comme

1 xn+1 1 1

xdx = l =
_[0 n+l1] n+l
Cela donne
1
- < < -
e(n+1) =ft “n+1

f(n) est minorée par ~ — qui est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la

e(n+1)
série de terme général f (n) diverge.
1
< f() < 1
en(n +1) n n(n+1)

1. . iy .
~ — qui est le terme général d’une série de Riemann convergente donc la

f(n)

n

est majorée par ———

série de terme général %") converge.
f(n) est positive et décroissante, la série de terme général (—1)™f(n) est une série alternée
convergente.

Soit R le rayon de convergence de la série entiere. Comme la série de terme général f(n) diverge cela
signifie que 1 n’est pas dans le disque de convergence sinon

> fmr

n=0
Convergerait, cela entraine que R > 1
Comme la série de terme général (—1)™f (n) converge, cela signifie que —1 est dans le disque de
converge donc R < 1, en effet
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Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.

1. Ona0 < sin(u) < u pour u > 0 donc
1 1
0<nsin<—)<nx—=1
n n

onf2) "> (rsn(2) o

b
L . (1\\" ., ., , ,
Cela montre que le terme général (n sin (Z)) est majoré par le terme général d’une série convergente,

Par conséquent

Puisque n? > n¢

cette série converge.

In(,) = In ((n sin (%)>n> =n®ln (” sin (%»

I faut faire le développement limité de sin (%) a un ordre suffisant parce que I’on va d’abord multiplier
par n puis par n® et a la fin on veut un développement limité a un ordre strictement supérieur a 2.

) = (nsin 7)) =t (G550 55)) ) =1 - )
n(u,) =n nnsmn —nnnn en3 0n4 =n"In en? 0n3
a 1 1 1 1
- _W“’(ﬁ) =_6n2‘a+0(n3‘a>

Commea < 2,2 —a = 0, ce qui montre que In(u,,) tend vers 0, et que donc u,, tend vers 1 # 0, la
série ne converge pas.

/1 1 1 1 1 1
ll’l(un) = n?*€In <Tl sin (;)) =n?*€1n (Tl <E - @ +o0 (F))) =n?*€In <1 — @ +o0 (ﬁ))

1
ni-e€

1—€e>0donc — 0 et alors exp <0( . )) — 1, ce qui montre que

nl—e

né
u, ~ exp (— z)

En utilisant les regles de Riemannavec @ =2 > 1

nE

. 2 s 2 )=
n1_1>r+noonun—nl_1)r£1mn exp< 6) 0

Ce qui montre que la série de terme général u,, converge.
4. On vient de montrer que la série de terme géneéral u,, était convergente si 2 < a < 3 et a la premiere
question on a montré qui si la série convergeait pour a alors elle convergeait pour b > a, elle converge
donc pour touta > 2.
Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.
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11 i
Uy = .];) T2 dx = [arctan(x)]} = arctan(1) — arctan(0) = 2

b) x?+ 1> 1 donc

Puis en intégrant entre 0 et 1

1 y2n 1 , x2n+1 1 1
0< dx < Ndx = —
_L;1+ﬂ X—Lx * Ln+1L n+1

2.
a)
1x2(n+1) 1 xZn 1x2n+2+x2n 1(1+x2)x2n 1
+ = dx + dx = | ———————dx=| ————dx = 2ngq
Ynt1 T ¥a j;1+x2 * fol+x2x fo 1+x2 fo T+x2 & Jox *
_ 1
S 2n+1
b)

zn: zn:Zk+1 Z( D Qe + ) = Z( D*upeyq +Z( Dkuy,
k=0 =0

DansIapremleresommeonposek’—k+1 k—0=>k’—1etk—n=>k’=n+1

n+1
ka =Y D ’+Z( ¥y
k'=1
On remplace k' par k dans la premlere somme

n+1

ka—Z( 1)1, +Z( 1)k,

= (D™ 1+1un+1+2( 1)<y, + (— 1)0u0+2( 1)<,

= (—=D™up41 +up + z (—D)* tyy + Z(—l)kuk
k=1 k=1

n n
Tt
= (D) Uy + g + Z (=1)k1yyy — Z (D = (1) + 7
k=1 k=1

Il ne reste plus qu’a remarquer que u,, tend vers 0 pour montrer que

o

T
S

k=0
Allez a : Exercice 24
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