Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé
Applications linéaires, matrices, déterminants

Exercice 1.
Soit : 3 - 2définiepourtout = ( 1, », 3)  °par
()=C1+ 2+ 3,21+ - 3)
1. Montrer que est linéaire.
2. Déterminerk e(r).
Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.
Soit : 3 - 2 définie par
(,,)=(+ + ,— +2 +2)
Onappelle = ( 1, », 3) labasecanoniquede 3et "= (4, ) labase canonique de 2.
1. Montrer que est une application linéaire.
2. Donner une base et la dimension de k e(r) et une base et la dimensionde ().
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
Soit : 3 - 2 définie pour tout vecteur = ( , , )  Zpar:
()=(-2+ +, -2+ )
1. Montrer que est une application linéaire.
2. Donner une base de k &(r), endéduired i (m ( )).
3. Donner une basede ().
Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.
On considére I’application : 2 — 2 définie par :
(,)=(- ,-3+3)
1. Montrer que est une application linéaire.
2. Montrer que est ni injective ni surjective.
3. Donner une base de son noyau et une base de son image.
Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Soit I’application linéaire : 3 - 3 définie par :
(1,203 =017 321+ 2-3 3~ 2+23)
Etsoit ( 1, , 3) labase canonique de °.
1. Calculer (1), ( 2)et ( 3).
2. Déterminer les coordonnéesde ( 1), ( ») et ( 3) dans la base canonique.
3. Calculer une base de k e(r) etune basede ().
Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
Soit : 3 - 3 définie pour tout vecteur = ( , , ) 3 par :
()=(-2+ +, -2+, + -2)
1. Montrer que est une application linéaire.
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2. Donner une base de k €(r), endéduired i (m ( )).

3. Donnerune basede ().
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
Soit =( 1, 2, 3)
Soit : 3 - 3 1application linéaire définie pourtout = ( , , ) 3 par :
()=(6 -4 -45 -3 -4, -)
1. Montrer qu’il existe un vecteur 3, non nul, tel que k e(r) = ( ), déterminer un vecteur qui
convient.
2. Soit = |+ Let = ,-— 3

a. Calculer ( )et ()
b. Endéduireque{ , }estunebasede ( ).
On pourra utiliser une autre méthode.
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant ().
4. A-t-onk e(r) ()= 232
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
Soit = ( 1, 2, 3, 4) labasecanoniquede “et "= (4, », 3) labase canonique de 3.
Soit : # - 3 une application linéaire définie par
(1= 1- 2+23 (2=21+ ,-33 (3)=31- 3 (4)=-1-2,+53
1. Déterminer I’image par dans vecteurs = ( 1, 2, 3, 4)
2. Déterminer une base de k e(r) et sa dimensionde k e(r).
3. Déterminer une base de () et sa dimension.
Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.

Soit : # — “7lapplication définie pourtout = ( 1, 2, 3, 4) 4 par :
()=C1- 2+ 30, 1+ 2— 3+ 4, 4)

Soit ={(1, 2 34 4 1t 2- 3+ 4=0}

Donner une base de k e(r) et sa dimension.

Donner une base (La plus simple possible) de () et sa dimension.

A-t-onk e(r) ()= 42

Montrer que  est un sous-espace vectoriel de 4, en donner une base et sa dimension.
5 A-t-onk e(r) = 49

Allez a : Correction exercice 9

Hwbdhpe

Exercice 10.
Onappelle = ( 1, 2, 3, 4) labase canonique de 4.
Soit : 4 - “qui,aunvecteur = ( 4, , 3, 4)  2associelevecteur () 4 définitpar :
()=(17 2+23+2 4, 1+2 - 3+24— 1% 272324~ 1% 2= 37 4)
On admettra que est une application linéaire.
1. Déterminer une base du noyau de
2. Déterminer une base de I’image de
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant ().
Allez a : Correction exercice 10
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Exercice 11.
Soit  un endomorphisme de 2 dont Iimage de la base canonique = ( 1, 5, 3) est:
(1)=-71-6,
(20=81+7,
(3)=6,+6,- 3
1. Pourtoutvecteur = 1 1+ 5 o+ 3 5déterminer ().
2. Endéduire que est inversible (C'est-a-dire bijective) et déterminer ~1.
Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12.
Soit : 4 - “4définiepourtout( , , ,)  “par
(,..)=(-2,-2,0,b - - =)
1. Montrer que est une application linéaire.
2. Déterminer le noyau et I’image de
3. Atonk &(r) ()= 42
Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.
Soit I’application : 4 — 3 définie pourtout =( , , ,) 4 par :
(,,,)=(+ , +, + + +)
1. Montrer que est une application linéaire.
2. Déterminer une base de k e(r).
3. Déterminer une base de ().
Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.
Soit : 3 - 3 1lapplication définie par :
(1, 2,3)=(-21+4 ,+4 3,- 1+ 3,-21+4,+43)
1. Montrer que est lineaire.
2. Déterminer une base de k e(r) etunebasede ( ).
3. At-onk &(r) ()= 32
Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
Soit = ( 1, », ) labasecanonique de 3
Soit  un endomorphisme de 3 défini par :
(1)=21+ 2+33 (2= 2-33 (3)=-2,+23
1. Soit =( 4, 2, 3) 3 un vecteur.
Déterminer I’image par  du vecteur . (Calculer ( )).
2. Soient = { 3, ()=21%et ={ 5, ()=-1%
Montrer que et sont des sous-espaces vectoriels de 3.
3. Déterminer une base de et une base de
4. Y a-t-il = 32
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.
Soit ( 1, », 3) labase canonique de 3
Soit : 3 - 3 1application linéaire telle que :

3
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2+ :‘(21 2+ 2 3)et

wll—‘
wIinN
w I[N

(1)_ 1t 2"'% :‘(‘1+22+23) (2)=
(3)= 22‘%3— (2 1+25- 3)
Soient —1—{ % ()=- }et 1 ={ ()=}
Montrer que _, et ; sont des sous-espaces vectoriels de 3.
Montrerque ;— ,et ;— 3appartiennenta _;etque ;+ ,+ j5appartienta ;.
Que peut-on en déduire sur les dimensionsde _; etde 1 ?
Déterminer _; n 4.
A-t-on _; 1= 372
6. Calculer 2= et en déduire que  est bijective et déterminer 1.
Allez a : Correction exercice 16

Wl
wIinN

a s~ wbheE

Exercice 17.
Soit = ( 1, », 3) labasecanonique de 3
Soient
1 1 1
- 5(2;_211)1 - 5(2111_2)1 - 5(11212)
Soit "=(,,)

Soit 1’endomorphisme de 3 définie par :

(2= 147,
(3)=-1- 3
1. Montrer que  estune base de 3.
2. Soit = (41, 2, 3) 3 calculer ().
3. Montrer que :
()=3 -3
()=3 +3

Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
Soit 1’applicationde 3 dans ° quiatoutvecteur = ( , , ) associe le vecteur
()=2+ +2, - - - )
Soit ( 1, », 3) labase canoniquede 3.Onnote 2=
1. Montrer que est une application linéaire.
2. Calculer (1), ()et ( 3),puis 2( 1), 2( ) et 2( 3),que peut-on en déduire sur 2( ) pour

tout 39
3. Donnerunebasede ( )etunebasedek e(r— ), montrer que ces deux espaces vectoriels sont
égaux.

4. Montrer que k e(r) ()= 3
Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.
Soit un espace vectoriel. Soit  un endomorphisme de  tel que 2 = =
Onpose =Kk e(r- et =k e(r+ )
1. Soit 1 et 5, 5. Calculer ( 1)et ( 5).
()+ ()-

2. Pour tout écrire = o~ —, —etmontrer que 5 =
3. Onsuppose que est de dimension finieetque # +=  .Soit( 1, 5,..., ) unebasede telleque:
1= (1,..., )et o= ( +1,.-» )calculer ( )danslabase( 1, 2,..., ).
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Allez a : Correction exercice 19

Exercice 20.
Soit = ( 1, ,) labase canonique de 2. Soit un endomorphismede 2telque ( ;)= 1+ ,ettel
quedi (ke(r))=1
1. Déterminer ( ,) en fonction d’un paramétre
2. Déterminer I’image d’un vecteur = ( 1, ») en fonction de
3. Déterminer une base du noyau de k &(r).
Allez a : Correction exercice 20

Exercice 21.
Soit : # - [I’application définie pour tout = ( 1, 2, 3, 4) 4 par
()= 1+ 2+ 3+ 4
Onappelle = ( 1, 2, 3, 4) labase canonique de 4.
1. Calculer les images des vecteurs de la base canonique par . En déduire la dimensiondei ).
2. Déterminer la dimension de k e(r) et en donner une base.
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.
Soit I’applicationde  dans définie pourtout = ( 1, 2,..., ) par:
()= 1+ 2+ +
1. Montrer que est une application linéaire.
2. Déterminer les dimensionsde () etdek e(r).
Allez a : Correction exercice 22

Exercice 23.
Soit une application linéaire de dans , étant un espace vectoriel de dimension avec pair.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes
(@ 2= (o0 est’application linéaire nulle)et = 2d i (m ( ))
() ()=ker)

Allez a : Correction exercice 23

Exercice 24.
Question de cours

Soit une application linéaire de  vers

Montrer que :  est injective si et seulement si ke ¢ ) = {0 }.
Allez a : Correction exercice 24

Exercice 25.
Soit : - une application linéaire et un réel.
1. Soit =k e(r- ). Calculer ( ) pour
Montrer que est un sous-espace vectoriel de
2. Soit un sous-espace vectoriel de , montrer que ( ) est un sous-espace vectoriel de

3. Si # 0,montrerque ( )=
Allez a : Correction exercice 25

Exercice 26.
Soient et deux espaces vectoriels de dimension respectives et
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Soit : - une application linéaire

1. Montrerquesi < alors n’est pas surjective.

2. Montrerquesi > alors n’est pas injective.
Allez a : Correction exercice 26

Exercice 27.
Soit : - une application linéaire
Montrer que :
ke(r)ni )= (k &r?)

Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.
Soient et deux endomorphisme de . Montrer que

(ke(r )N=ker)n ()

Allez a : Correction exercice 28

Exercice 29.
Soit  un endomorphisme de  un espace vectoriel.
1. Montrerquek e(r) k &(r?).
2. Montrerque ( 2) ().

Allez a : Correction exercice 29

Exercice 30.
Soit  un endomorphisme de , un espace vectoriel.
Montrer que les assertions suivantes sont equivalentes
i) ker)n ()={0}
(i) ker)y=ker )

Allez a : Correction exercice 30

Exercice 31.
Soit -, une application linéaire, = ( 1,..., ) labase canonique de
base canonique de
1. =3, =2
()= 1+2,5 (20=21- et (3)=-1+ 5
a) Déterminer I’'image d’un vecteur = ( 1, », 3) par
b) Déterminer la matrice de de la base _dans la base .
c) Déterminer le noyau et I’image de
2. = 3et = 3,danscette question =
(1)=31+2,+23 (2)=21+3,+23et (3)=21+2,+33
a) Déterminer I’'image d’un vecteur = ( 1, », 3) par
b) Déterminer la matrice de de la base _dans la base .
c) Déterminer le noyau et I’image de
Allez a : Correction exercice 31
Exercice 32.
Soit : - , une application linéaire, = ( 1,..., ) labase canonique de

base canonique de
1. =2, =3

et

et

Pascal Lainé
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1 0
= _0)=(-1 2
B 1 1

a) Déterminer I’image d’un vecteur = ( 4, ,) par
b) Déterminer I’'image de la base _ (c’est-a-dire ( 1) et ( 2)).
c) Déterminer le noyau et I’image de

2. =4, =4, danscette question _=
1 0O 2 -1
— _,-1 2 0 -1
= _O=07 54 o)
2 3 7 -5
a) Déterminer I’'image d’un vecteur = ( 1, o, 3, 4) par

b) Déterminer I’'image de la base _ (c’est-a-dire ( 1), ( 2), ( 3)et ( 4)).
c) Déterminer le noyau et I’image de
Allez a : Correction exercice 32

Exercice 33.
Soit - ,une application linéaire, = ( q,..., ) labasecanoniquede et =(4,..., )la
base canonique de
1. = 3et = 3danscette question = .Soit = ( 1, 2, 3)
()=(1+ 2,21- 331+ 2- 3)
(On admet que est une application linéaire).
a) Déterminer I’image de la base _ (c’est-a-dire ( 1), ( »2),et ( 3)).
b) Déterminer la matrice de de la base _dans la base .
c) Déterminer le noyau et I’'image de
2. = 3et = 3danscette question = .Soit = ( 1, 2, 3)
()=(C1+ 2,1+ 2, 1+ 2)
(On admet que est une application linéaire).
a) Déterminer I’image de la base _ (c’est-a-dire ( 1), ( 2),et ( 3)).
b) Déterminer la matrice de de la base _dans la base .
c) Déterminer le noyau et I’image de
Allez a : Correction exercice 33

3

3

Exercice 34.
Soit : 4 - 3 I’application linéaire dont la matrice dans les base canonique de % et 2 est
1 2 1 3
=(1 1 2

1)
1 -2 5 -11
1. Déterminer une base du noyau de
2. Déterminer une base de I’image de . Quel est lerangde ?
Allez a : Correction exercice 34

Exercice 35.
Déterminer le rang de la matrice

e
PR RN
P NPR R
el

Allez a : Correction exercice 35
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Exercice 36.
13-8 -12
Soit lamatrice de définiepar: =(12 -7 -12
6 -4 -5

1. Montrer que est inversible et calculer son inverse ~1,
2. Endeéduire , pourtout entier.
Allez a : Correction exercice 36

Exercice 37.
0 1 1
Soit la matrice de définiepar: = (1 0 1)
1 10
1. Calculer 2.
2. Trouver un polyndbme dedegré 2telque ( ) =
3. Endéduire 1.

4. Retrouver ~1 par une autre méthode.
Allez a : Correction exercice 37

Exercice 38.
1 0 O
Soit =(0 0 1)
0 -1 0
1. Calculer 2 et 3 Calculer 3- 2+ -

2. Exprimer ~lenfonctionde 2, et .
3. Exprimer “enfonctionde 2, et .
Allez a : Correction exercice 38

Exercice 39.
Soit la matrice
3 0 1
=(-1 3 -2
-1 1 O

Calculer (- 2 )3, puis en déduire que est inversible et déterminer ~!en fonctionde , etde 2.
Allez a : Correction exercice 39

Exercice 40.

ch) s h))

shb) ch)
1. Calculer le produit des matrices ( 1) et( »),0u 1 et , sont deux réels quelconques.
2. Montrer que () estinversible, et déterminer ~1( ).

Allez a : Correction exercice 40

A tout nombre réel on associe lamatrice: () = (

Exercice 41.
Soit = ( 1, », 3) labasecanonique de 3
Soit : 3 — 31’endomorphisme de 3 dont la matrice dans la base canonique est
1 2 -2
=(2 1 -2
2 2 -3
1. Montrer que ;1 = { 3, ()= }estunsous-espace vectoriel de 3 dont on donnera une base

2. Soient = (0,1,1) et = (1,1,2) deux vecteursde 3. Calculer ( )et ().

8
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3. Montrerque "= ( , , )estunebasede 3.
4. Déterminer la matrice de passage de a

5. Calculer ~1.

6. Déterminer la matrice de dans la base

7. Donner larelation entre , et
Allez a : Correction exercice 41

Exercice 42.
Soit une application de 2 dans 2 définiepar: (1, o) =( 1— 5, 1+ o) et =(q, ») la
base canonique de 2.
1. Montrer que est un endomorphisme de 2.
2. Déterminer la matrice de dans la base

a) Déterminer le noyau et I'image de
b) En déduire que est inversible.
c) Déterminer ~!danslabase ,endéduire 1.
4. Montrer que =
Ou est la matrice d'une homothétie dont on donnera le rapport et  est la matrice d'une rotation dont
on donnera l'angle.
Soient = ;+ ,et = ;- ,deuxvecteursde 2.Onpose = ( , ).
5. Montrerque = ( , ) estune basede 2.
6. Calculer ( )et ().
7. Déterminer la matrice de dans la base .
Allez a : Correction exercice 42

Exercice 43.
Soit = ( 1, », 3) labasecanonique de 3.
Soit I’endomorphisme de 3 dont la matrice dans la base canonique est :

1 4 4
=(-1 -3 -3)
o 2 3
Soient = ;- 5+ 3 =2,—- ,+ get =2 ,-2 ,+ 5troisvecteursde 3

Montrerque "= ( , , ) estunebasede S.
Déterminer la matrice de passage de & . Calculer 1,
Déterminer la matrice de dans la base

M wbhe

a) Calculer ~1  enfonction de

b) Calculer *

c¢) Endéduire les valeursde 4 .
Allez a : Correction exercice 43

Exercice 44.
Soit = ( 1, », 3) labasecanonique de 3.
Soit une application linéaire de 2 dans 3 définie par :
(1)=-31+2;,-43
(2= 1— 2+23
(3)=41-2,+53
1. Déterminer la matrice de dans la base canonique.
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2. Montrer que = { 8, ()= 1} estun sous-espace vectoriel de 3. Montrer que la dimension de
est 1 et donner un vecteur non nul  de
3. Montrer que  ={( 1, 2, 3) 3-2,+2 ,+3 3=0} est un sous-espace vectoriel de 3.
Donner une base ( , ) de
4. Montrerque = ( , , ())estunebasede 3.
5. Montrer que = 3

6. Déterminer la matrice de danslabase Nj
Allez a : Correction exercice 44

Exercice 45.
Soit = ( 1, », 3) labase canonique de 3.
Soit  I’application linéaire qui a un vecteur = ( 1, 2, 3) 3 associe le vecteur
()=(2-2321- 2+43 11— ,+33)
1. Déterminer la matrice de dans la base canonique.
2. Déterminerunebase ( , )dek e(r—- ).
3. Donner un vecteur tel quek e(r) = ().
4. Montrerque = ( , , )estunebasede °.
5. Déterminer la matrice de dans la base
6. Montrerque ( )=k e(r- )

7. Montrer que k e(r) ()= 2
Allez a : Correction exercice 45

Exercice 46.
Soit I’endomorphisme de 3 défini pourtout = ( 1, », 3) par
()=(-10,+3,+153-2;+33-61+2,+9 3)

1. Déterminer la matrice de dans la base canonique de 3.

2. Déterminer la dimension du noyau et de I’'image de . On donnera un vecteur directeur de k €(r).

3. At-onk &(r) ()= 32

4. Déterminer un vecteur telque = ().

5. Montrerque _; = { 3, () = — }estun sous-espace vectoriel de 3, déterminer un vecteur
directeur de _; que I’on notera .

6. Montrerque "= ( , , )estunebasede 3.

7. Déterminer la matrice " de danslabase ' et donner larelation reliant et
Allez a : Correction exercice 46

Exercice 47.
Soit = ( 1, 2, 3, 4) labase canonique de “.
-6 -3 0 6
: , . 4 . X . _,6 3 0 -6
Soit  I'endomorphisme de “ dont la matrice par rapport a labase est: = ( 0 0 -3 3)
O 0 0 ©O
Soit "= (, ,, )unefamillede ¢ définie par:
= 17 2, T 17 27 3 T21-2,+ 3+ 46t =-1+2,
1. Montrerque "= ( , , , )estunebasede 4.
2. Calculer (), (), ()et ( )etlesexprimerdanslabase "= ( , ,, ).

3. Déterminer la matrice de  dans la base .
Allez a : Correction exercice 47

Exercice 48.

10
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e

5.

Soit = ( 1, 2, 3, 4) labase canonique de 4.

Soit un endomorphisme de  # dont la matrice dans la base canonique est

-3 -2 3 O

.3 1
‘(10

-3 -1

-1 —1)

-1 -1 2 -1

On pose :

=(-110,-1), =(1,-2,-11), =(-231,-1)et =(2,-101)

Montrerque = ( , , , )estunebasede 4.
Donner la matrice de passage de a '. Calculer
Calculer (), (), ()et ( )danslabase '.
Déterminer la matrice de dans labase '.
Calculer = + ,puis “etendéduire ( + )%

Allez a : Correction exercice 48

Exercice 49.

o~ wnh e

6.

Exercice 50.

Soit  un endomorphisme de 4 dont la matrice dans la base canonique,
-7 6 6 6
- ( 0O 2 0 O)
-3 3 2 3
-6 3 6 5
Soient , , et quatre vecteurs
==21- 27 37 4 T 27 4 =21t 3t 4
Montrerque = ( , , , )estunebasede 4.
Calculer (), (), ()et ( )danslabase "=(, ,, )
En déduire la matrice de dans la base
Déterminer la matrice de passage de a
Calculer ~1.
Calculer ~1
Allez a : Correction exercice 49
Soit = ( 1, 2, 3, 4) labase canonique de “.
Soit un endomorphisme de 4 dont la matrice dans la base canonique est :
1 0 -1 1
1 0 -1 1
(g1 -1 7
01 -10
Onpose = 1+ o+ 3 = 3, = ()et = ?().
Montrerque = ( , , , )estunebasede 4.

ook wbhk

7.

Donner la matrice de passage de a '. Calculer
Calculer (), (), ()et ( )danslabase '.
Déterminer la matrice de danslabase .
Calculer 4 eten déduire 4.

Donner une base de k &(r)

Donner une basede ().

Allez a : Correction exercice 50

Exercice 51.

11
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Soit = ( 1, 2, 3, 4) labase canoniquede 4
Soit I’endomorphisme de  # dont la matrice dans la base canonique est :

O N g~ wDdPE

10.

-1 -1 0 O
_, 0 0 0O O
_(—2 0 -1 1)
-1 0 0O O
Déterminer un vecteur non nul tel que k e(r) = ()
Déterminer un vecteur telque = ()
Déterminer un vecteur telque ()= -
Soit = (0,-1,0,1), montrerque = ( , , , )estunebasede *

Calculer () dans la base

Déterminer la matrice de dans

Quel est le rang de

Soit =2 ,- ,- 3+ ,=(2,-1,-11)

Calculer ( ), 2( ), 3( )etonadmettraque "= ( , (), 2( ), 3( ))estunebasede *
Calculer 4( ) etmontrerque *( )=-23()- 2()

En déduire la matrice de dans labase .

Montrer que et sont deux matrices semblables (¢’est-a-dire qu’il existe une matrice , inversible,
telleque = 1

Allez a : Correction exercice 51

Exercice 52.

Soit = ( 1, 2, 3, 4) labase canonique de

4

Soit  I’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est :

4.
S.

3 -1 1 -3

_,1 1 -1 -1
= ( 0 1 -1 0 )
1 O 0O -1

Donner une base ( , ) dek e(r).
Donner un vecteur qui engendre ;1 = { 40)= 1}
Déterminer un vecteur kel — )?)et k e(r— ),onpourracalculer ( — )2, en déduire
que vérifie ( )=+ ,ou estunréel qui dépendradu vecteur que vous avez choisit.
Montrerque "= ( , , , )estunebasede 4.

Déterminer la matrice de danslabase . (en fonctionde )

Allez a : Correction exercice 52

Exercice 53.

Soit = ( 1, », 3, 4) labasecanonique de 4
Soit  un endomorphisme de 4 dont la matrice dans la base est :

2 -1 0 1

- ( 1 0 O 1)

O 0 1 O

-3 1 0 -2
1. Déterminer un vecteur qui engendre le noyau de
2. Soit . Montrer que = { 4 ()= }estunsous-espace vectoriel de .
3. Trouver un vecteur directeur de _;. Déterminer une base ( , ) de ;.
4, Montrerque = ( , , , )estunebasede 4.
5. Déterminer la matrice de dans la base

Allez a : Correction exercice 53

12
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Exercice 54.
Soit = ( 1, 2, 3, 4) labase canonique de “.
Soit  un endomorphisme de  # dont la matrices dans la base canonique est :
-1 2 -2 -2
-2 3 -2 -2
= ()=(_5 5 _1 _%
0O 0 0 1
Onpose 1= 1+2,+33-24 2= 2+ 3 3= 1+32+53-3 et =- 13- - 3
Onpose = (1, 2, 3)-
1. Montrerque = ( q, », 3, )estunebasede *etdonnerlamatrice depassagede a .
2. Déterminer lamatrice de danslabase .
3. Montrer que pour tout , () en déduireque : — définiepar ( )= ( )estun
endomorphisme de , déterminer la matrice de danslabase = ( 1, 2, 3).
4. Montrer que 4 = ().
5. Montrer que pour tout 4 il existe un unique couple de vecteurs ( , ) X () tels que:
= + ,calculer ().
Allez & : Correction exercice 54

Exercice 55.
Soit = ( 1, », 3) labasecanonique de 3.
Soit un endomorphisme de 3 dont la matrice dans la base canonique est :

-10-3 -12
=( 5 0 7)
6 2 7
1. Déterminer telque —  nesoit pas inversible. Déterminer alors k e(r — ).
2. Soit = (-3,1,2), calculer ().
3. Déterminer Stelque ()= - ,puis Stelque ()= -
4. Montrerque = ( , , )estunebasede 3.
5. Déterminer = ().
6. Montrerque ( + )3=  (la matrice nulle). En déduire ( + )3.
7. Déterminer ~lenfonctionde 2, et .
Allez a : Correction exercice 55
Exercice 56.
Soit = ( 1, », 3) labasecanonique de 3. On considére I’application linéaire ~ définie par
(1)=22+33 (2)=2:-5,-83 (3)=-1+4,+63
Onnote 2= .
1. Déterminer la matrice de dans
2. Montrerque =k e(r - s)etque _; =k e(r?+ 3) sont des sous-espaces vectoriels de 3.
3. Déterminer , deux vecteurstelsque 1= (et _;= (, ()).Aton ; 1=
39
4. Montrerque = ( , , ())estunebasede 3.
5. Onappelle "= (, , ()),quelleestlamatrice de dans

6. Quelle est la matrice de 2 dans
Allez a : Correction exercice 56

Exercice 57.
Soit 1’endomorphisme de 4 dont la matrice dans la base canonique est

13
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2 -2 1 =2
= ( 0 1 0 O)
-3 0 -2 2
1 -1 1 -1
Soit = ( 1, 2, 3, 4) labase canonique de 4.
Partie |
Soit ,=(0,100) *
1. Calculer ( ,), 2( ,)et 3( ,)etmontrerque = ( 5, ( 2), 2( 5), 3( ,)) estune base de 4.

2. Calculer #( ,) dans la base en fonction de 2( ,) et ,. Déterminer la matrice de dans la base
Partie Il

3. Déterminer un vecteur “telque () = dont la premiére composante est 1.
4., Soit =(1,-101)et = ;- 3+ 4 montrerque ( )= + etque ()=- .
5. Déterminer un vecteur ‘telque ()= -
6. Montrerque = ( , , , )estunebasede 4.
7. Déterminer la matrice de dans la base
Partie 11

8. Montrer que les matrices et sont semblables.
Allez a : Correction exercice 57

Exercice 58.
Soit o[ 1={ o+ 1 + 5 2 } Iespace des polyndmes réels de degré au plus 2 et soit
= (1, , ?) labase canonique de [ ]? On considére I’application
Dol T- ol ]
( +1) "

1. Montrer que est lineaire.
2. Montrer que la matrice de par rapport aux bases et est:
010
(01 2
0 0 2
3. Montrerque = (1, +1,( + 1)?)estunebasede [ ].
4. Trouver lamatrice de par rapport aux bases et
5. Calculer 2, 3et  pour tout
6. Déterminer le rang de
7. Trouver une base de 1’image de
8. Trouver une base de noyau de
Allez a : Correction exercice 58
Exercice 59.
Soit o[ 1 - [ ldéfinipar ( )= +(1- ) '
Soit = (1, , 2) labasecanoniquede [ ]

1. Montrer que est un endomorphisme de ,[ 1.
2. Déterminer la matrice de  dans
3. Déterminer le noyau et I’image de

Allez a : Correction exercice 59

Exercice 60.
Soit : 5[ ] - [ 1,application définie pour tout polyndme de [ ] par:
()=2 -( -1)°
Soit = (1, , 2)labasecanoniquede [ ].
1. Montrer que est un endomorphisme de 5[ ].

14
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Déterminer la matrice de dans
Déterminer le noyau de . On notera , un vecteur directeur du noyau.
Donner une base de I’image de
Déterminer un polynéme ; telque ( 1) = 1
Montrer que = (1, 4, ) estunebasede ,[ 1.
7. Déterminer la matrice de dans la base
Allez a : Correction exercice 60

ook wd

Exercice 61.
Soit : L[ 1 - [ ]définiepar ( )= -( -2)°
1. Montrer que est une application linéaire
2. Montrer que est un endomorphisme de 5[ ].
3. Déterminer le noyau et I’image de
4. Déterminer la matrice de  dans la base (1, , 2).
5. Montrerque = (1, -2,( - 2)?) estunebasede [ I.
6. Déterminer la matrice de passage de & . Calculer 1.

7. Quelle est la matrice de  dans la base
Allez a : Correction exercice 61

Exercice 62.
Soit = (1, , 2)labasecanoniquede [ ]
Soit I’application qui a un polyndme de 5[ ] associe le polyndme de [ ] définie par :

()=2 - 2
1. Montrer que est un endomorphisme de 5[ ].
2. Déterminer la matrice de dans la base canonique.
3. Déterminer la dimension de k &(r).
4. Déterminer une base et la dimensionde ()
Allez a : Correction exercice 62

Exercice 63.
Soit : ,[ ] - [ ]une application définie pour tout o ] par
()= +@- ) +2 "

Onappelle ;=1- , ,=1let g=1+2 - 2
Onappelle = (1, , 2) labase canoniquede ,[ let "= ( 1, 2, 3)

1. Montrer que est une application linéaire.

2. Montrer que est un endomorphisme de [ ].

3. Déterminer lamatrice de dans la base canonique.

4. Montrer que ' estune base de ,[ 1.

5. Déterminer la matrice de dans la base
Allez a : Correction exercice 63

Exercice 64.
Soit : o[ ] — [ ] définie par

1 o .
()= 5(1— 2) T+ -
Montrer que est un endomorphisme de 5[ ]
Déterminer une base ( 1, ) dek &(r).
Déterminer stelque ()= ( 3).
Montrer que ( 1, », 3) estune basede [ ].
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5. Déterminer la matrice de dans la base ( 1, 2, 3).
Allez a : Correction exercice 64

Exercice 65.
Soit o[ I={ o+ 1 + 5 2 } I’espace des polyndmes réels de degré au plus 2 et soit
= (1, , 2) labase canonique de [ ]? On considére I’application
ool T- ol ]
()

ou () )= ( +1)- ()= o+ 1( +D+ ( +1?-(o+ 1 + 2 ?)
1. Montrer que est linéaire.

2. Montrer que lamatrice de par rapport aux bases et est:
0 1 1

=(0 0 2
0O 0O

3. Montrerque "= (1, -1, -1)( - 2))estunebasede 5[ ].
4. Trouver lamatrice de par rapport aux bases et .
Allez a : Correction exercice 65

Exercice 66.
Partie |
Soit une application de 5[ ] dans 2 définie par :
()=( (1), (1)
1. Montrer que est une application linéaire.
2. Déterminer une base du noyau et déterminer 1’image de

Partie 11
Soit une application linéaire de ;[ ] dans 2 définie par :

()=( (1, (1)
3. Montrer que est bijective.
Allez a : Correction exercice 66

Exercice 67.
Soit ( ) I’espace vectoriel des fonctions continues de  vers

Soient et les fonctions définies par :
()=—— et ()=—s—
Onpose = (,)et ={ , (I () =0}
1. Déterminer la dimension de
2. Montrer que est un sous-espace vectoriel de
3. Quelle est la dimensionde ?
4, Soit : - 2 définie pour par
()=(CI®, (0 ®)
a) Montrer que est une application linéaire
b) Montrer que est un isomorphisme.
Allez a : Correction exercice 67

Exercice 68.
Soit () I’espace vectoriel des matrices a coefficient dans a ligneset colonnes.

Soit () I’ensemble des matrices antisymétriques de (). C’est-a-dire les matrices qui Vérifient
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o o N

Soit () I’ensemble des matrices symétriques de (). C’est-a-dire les matrices qui vérifient

Montrerque () et ( ) sontdes sous-espaces vectorielsde ().

Pour toutes matrices (), montrer que +T () etque _T ().
Endéduireque ( )+ ()= ().

Aton () ()= ()7

Soit = (; i) , décomposer en une somme d’une matrice symétrique et d’une matrice

antisymétrique.

Allez a : Correction exercice 68

Exercice 609.
Soit  ,( ) I’espace vectoriel des matrices a deux lignes et deux colonnes.
Soit I’endomorphisme de  ,( ) définie pour toute matrice de ,( ) par

1.
2.
3.

()= -
Rappeler la dimensionde  ,( ).
Déterminer le noyau de , quel est sa dimension ?

Déterminer I’image de . En déduire que pour toute matrice o( ) il existe et une matrice

, & déterminer tel que () =

Allez a : Correction exercice 69

Exercice 70.
1 1 1
1. Calculer | |
+ + +
2.
1 1 1
a) Calculer | |
2 2 2
1 1 1 1 1 1 1
b) Montrerque| , , o L= - )C - ) - )] |, puis calculer
3 3 3 3 2 2z
1 1 1 1

|2 2 2 2|
3 3 3 3

Allez a : Correction exercice 70

Exercice 71.
Soit = ( )
1. CalculerA=d ¢t)

2.

Déterminer les valeursde , , et quiannule A.

Allez a : Correction exercice 71

Exercice 72.

1 -1 -2
=(-1 1 2)
1 0 -1
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Premiére partie

4.
5.
6.

Soit : 3 - 3 une application linéaire.
= ( 1, 2, 3) labase canonique de 3
La matrice de  dans la canonique de 3 est

Montrer qu’il existe 3, un vecteur non nul, tel que k e(r) = ().

Déterminer un vecteur Stelque = ().

Montrer que 1 = { 3, ()= }estunsous-espace vectoriel de 2, donner un vecteur non nul
Montrerque "= ( , , ) estunebasede S.

Déterminer la matrice de dans la base .

Donner la relation entre , et la matrice de passage, notée ,de a .

Deuxiéme partie

4.
S.

Soit = (1, , 2)labasecanoniquede 5[ ].
Soit : 5[ ] - [ ]Ulapplication linéaire définie par :
()=0@2+ + 2 -(1+2 + 2+ 3)'+%(—1+ + 24 34 4

Calculer (1), ( )et ( 2)etendéduire que estunendomorphismede ,[ ].
Donner la matrice de dans la base canonique de 5[ ].
Oonpose g=1+ + 2 =1+ et ,=2+ + ?

Montrerque = ( o, 1, ») estune base de ,[ 1.
Déterminer la matrice ' de danslabase !
Donner la relation entre , ' et la matrice, notée ', de passagede a !

Troisiéme partie

Montrer que et sont deux matrices semblables.

Allez a : Correction exercice 72

Exercice 73.

o

-1 1 0 1
-1 -1 1 3
(o 1 1 9
O 0 0 1
Soit = ( 1, 2, 3, 4) labase canonique de “.
Soit : 4 - “unendomorphisme dont la matrice dans la base canonique est
Montrer que si  est un endomorphisme de , un espace vectoriel de dimension alors
k e(r) ke(r?) k e(r)
Déterminer une basede k e(r + ), dek (¢ + 4)2),dek &¢ + )3 etdek ¢ +
2)%).
Donner ’entier telquek e(¢ + 2) )=k e(¢ + 4) 1)

Soit

a) Donner un vecteur non nul  qui engendre k e(r + 1),
b) Donner un vecteur Vérifiant = ( +  4)( ).

Puis montrer que ( , ) estunebasedek e(¢ +  4)?)
c) Donner unvecteur vérifiant = ( + 4)().

Puis montrer que ( , , ) estune base de k e(¢ + 4)3)
d) exprimer ( )et ( )enfonctionde , et .
soit = (1,1,0,1), calculer ( ).

Montrerque = ( , , , )estunebasede 4.
Donner la matrice, ,de danslabase 'etdonner larelationentre , etlamatrice de passage de
a .
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7. Calculer( + )3( - )etendéduire( + )3( - )
Allez a : Correction exercice 73

Exercice 74.
Premiere partie :
Soit un endomorphisme de 2
1. Montrerquek e(r) Kk e(r?) k &r3)
2. Onsupposeque 3= setque{0 s} ke(r) ke(r?) ke(r?)
a) Déterminerd i (ke(r))etd i (ke(r?))
b) Montrerque ( ) k e&(r?),puisque ( )=k e(r?).
Deuxiéme partie :
Soit unendomorphismede 3telque 3= s etque{0 s} Kk e(r) ke(r?) ke(r?)

3. Soit k €(r), un vecteur non nul, montrer qu’il existe Stelque () = .Montrer que
k e(r?) eten déduire que ( , ) est une famille libre.

4. Montrer qu’il existe Stelque ()= ,montrerquealors( , , ) estunebasede 3.

5. Déterminer la matrice de danslabase( , , ).

Troisieme partie :
Soit = ( 1, », 3) labasecanonique de 3.
Soit 1’endomorphisme de 2 dont la matrice dans la base canonique est :

-10-3 -12
=( 5 0 7))
6 2 7

6. Montrerque +  Vérifie les hypothéses de la seconde partie.
7. Déterminer , et telsque: ke(r+ ),(+ )()= e( + )()=
8. Déterminer la matrice de danslabase( , , ).

Allez a : Correction exercice 74

CORRECTIONS

Correction exercice 1.
1. Soient = ( 1, », 3) 3et =( 4, 5, 3 3 etsoient et deux réels.

+ =( 1+ 1, 2% 2, 3+t 3)=(1, 2, 3)
Donc

( + )=(01+ 2+ 321+ - 3)
=(( 1+ D+( 2+ D+( 3+ 320 1+ D+ 2+ )

-( 3+ 3)
=((g+ 2+ )+ (1+ 2+ 3), (2 1+ - )+ (21+ - 3))
= (1+ 2% 321+ - 3)+ ( 1+ o+ 3,21+ - 3)= ()+ ()
Ce qui montre que est linéaire.
2.
_ 1+ 2+t 3=0 1+ 2+ 3=0
_(1!213) ke(r)‘:’{21+ ) - 3=0® 2_21{_2_33:0
@{1"‘ 2t 3—0@{1‘23 0@{1=23
2= -3 3 2= -3 3 2= -3 3
Donc = (2 3,-3 3, 3) = 3(2,-31),sionpose = (2,-31)
k e(r) = ()

Allez a : Exercice 1
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Correction exercice 2.

1. Soient =(, ,)et "= (', ', ') deux vecteursde 3etsoient et  deux réels
+ = o+ ", o+ 7+ )
( + "= + """+ + "+ 4+ "= + "N+2( + " H+20 + )
=((+ +)+ (Cr ) (- 2 2) (- w2 w2
= (+ + ,— +2 +2)+ ('+ "+ ' "+2'+2)H)= (H)+ ()
Donc est linéaire.
2.
=(,,) kerne(+ + ,— +2 +2)=(00) = ;{_ :2++2_=O

+ =0 =0
3 =01 =-
=(0,-,)= (0,-1))
Onpose = (0,—-1,1), estunebasedek €(r).
()= ( (), (2, (3)
(D=0@-D=1- 2 (2=012= 1+2,et(3)=(12)= 1+2,
()= (17 2,1%22,1+25)= (17 2,1+2)5)

1— o€t 1+ 2 ,nesont pas proportionnels ils forment donc une famille librede (), comme c’est

une famille génératrice de (), c’estunebasede ( )etdoncd i (m ( ) = 2. Remarque ( )=
2

L +
2t 1{3 +

g

Allez a ; Exercice 2

Correction exercice 3.

1.
+ = o+ 7+ 0+
( + D=2 + ")+ + ")+ + ) + " H=-20 + )
+( o+ )0+ )+ + 7 )=20 )
=((-2+ + )+ '(-2'+ '+ ), ( -2+ )+ ('-2"+)
= (24 4, m2 4 )+ (c27+ T+ =27 )= (O ()
Donc est linéaire.
2.
-2 + + =0
ke = ()=02=(-2+ +, -2+)=00= { ",
-2+ + =0 -2 +2 =0 =
‘:’221 L343 =0 = -1 =
=(,,)= (111
Donck €(r) = ( Yavec =(1,11).

D’apres le théoréme du rang
dimer)+din( ()=di(Md® «1+diM()=3=diMm()=2
3. Donc ()= 2 Unebaseest((1,0),(0,1))
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.
1. Soit =(,)et '=(', ), + ‘= + ", + )
( + )= + "= + " ),=-38 + H)+3C + )
=(( =)+ ("= ) (=3 +3)+ '(-3'+3)
= (- ,=-3+3)+ (- ,=83'+37)= "+ '"(
Donc est linéaire.
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2. (1,1) = (0,0) = (0,0) et pourtant (1,1) # (0,0) donc n’est pas injective.
On va montrer que (1,0) n’a pas d’antécédent. Supposons qu’il existe = ( , ) tel que (1,0) =
()=@0=( - ,-3 +3) = {oiz—g _+ 3 © {1:: I {1: O,C’estimpossible
donc n’est pas surjective.
est un endomorphisme donc  est injectif si et seulement si  est surjectif. Ici, n’est pas injectif donc
n’est pas surjectif.
_ _ - =0 _
3' _(1) ke(r)‘:(_!_3+3)_(010)@{_3 +3 :0@ -

Donc =(, )= (1), (2,2) estu vecteur non nul qui engendre k &(r), c’est une base de k &(r)
(1)=(1-0,-3x1+3x0)=(1,-3)= ;-3 et
(2)=(0-1,-3x0+3x1)=(-13)=- 1+3,
()= ( (1), ()= (1-32,-1+37)= (1-32)
1 — 3 5 estun vecteur non nul qui engendre (), c’estune base de ().
Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.
1. (1)=(120)=1x ;+2,+0x%x 3
(20=(01,-1)=0x +1x ,—-1x g4
et (3)=(-1,-32)=-1x ;-3 ,+23

1
2. Lescoordonnéesde ( ;) danslabase( 1, 5, 3) sont(2)
0
0
Les coordonnées de ( ,) danslabase ( 1, 2, 3)sont( 1)
-1
-1
Les coordonnées de ( 3) danslabase ( 1, », 3) sont(—3)
2
3.
1~ 3=0 1~ 3=0 1=0
=(1, 23 ker) {21+ 2-33=0= 2721{ ,- 3=0 ={,=0
- 2+23=0 - 2+23=0 3=0
Donck e(r) = {0 s}
Premiére méthode :
()=Vectq) (2, (3)
Puis on regarde si la famille ( ( 1), ( ), ( 3)) estlibre.
1 0 -1 0
1 ()+ 2(2+ 3(3)=03= 1(2)+ ,(1)+ 3(=-3) =(0)
0 -1 2 0
1— 3=0
{2 1+ 2-33=0
- 2+2 3:0

Il s’agit du méme systéme que ci-dessusdonc ;= , = 3 = 0. Cette famille est libre et elle engendre
( )c’estunebasede ( ),onenconclutqued i (m ( ))=3etque ()= 3.
Deuxieme méthode (plus compliquée) :
()= ( (2, (2, (3)= (1+23, 27 3,7 1-32+23)
= (1+22, 27 3,7 1732+23+ 1+2))

= (1+23, 2= 3,7 2+23)

(1+22, 27 3= 2+23,— 2+23)

= (1+23 3~ 2+23)
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(1+25 3,7 2+23-23)
= (1+2 2 3~ 2)
= (1+25, 3 2= (1,3 2= (1, 2, 3)
Doncune basede  ( )est( 1, », 3)etbiensur ()= 3.
Troisieme méthode :
Avec le théoreme durang,d i (lne(r))+di(m ( )=d i (m3 =3, commedi (ker)) =0,
di(m())=3donc ()= 3etunebasede ( )est( 1, 2, 3).
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.

1.
+ Nij:( + NN NING 'jj
(4 NY= (=20 + NWE(ow NYe (s (0 + NY-2( 4 NY
+( o+ WO+ N+ NY-20 + )
=((2 4 )+ W2 N N Y (-2 )
+ NNo2 Ne N (4 —2)+ NN Nop N
= (-2 + + , -2+ , + -2)
+ N-2 Nk N NIND o N NPNR o NLp Ni= () + Nj()
Donc est linéaire.
2.
ker) ()=0s3<(-2+ + , -2+ , + -2)=(000)
-2 + + =0 -2 + + =0 _ _
coa c2 4 =0 22,4 (-343=0 o(2*270_ (=
3 + -2 =0 23+ 1 3 -3 =0 -
=(,,)= (11D
Donck e(r) = ( )avec = (111).
D’apres le théoreme du rang
di(er)+dim()=di(mM®) c1+dimM()=3=di(m¢()) =2
3.

Premiere méthode
(1)=(-211) et () =(1-21)
Sont deux vecteurs de I’image de , ils ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre de
vecteurs dans un espace de dimension 2, c’est une base.
Deuxieme méthode
()=(-211); (2=(01-2Det(3)=(11-2)
()= ( (1), (2, (3)
( (1), (2), (3)) estunefamille génératrice de  ( ), le probléme est de savoir si cette famille est
libre.
Soit on fait « comme d’habitude », ¢’est-a-dire que 1’on écrit qu’une combinaison linéaire de ces trois

vecteurs est nulle
1 (D+ 2(2+ 3(3)=0s= 1(-211)+ »(1,-21)+ 3(1,1,-2) =(0,00)
1 =21+t 2t 3=0 1 T21+t 2t 3=0 _
o 2{ 1725+ 350 «2,+ ;{ -3,+33=0 {'_
3 1+ ,-23=0 23+ 4 3,-33=0 2
Donc pour tout 3
3 (D+ 3(2)+ 3(3)=03s

Sionprend 3=1
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(1)+ (2+ (3)=03s
( (1, (2, (3)= ( (1), (2= ()= (2)= ( (1), (2)
( 1) et ( 2) nesont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est une
famille génératricede (), c’estune basede ().
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.

1.
6 -4 -4 =0 6 -4 -4 =0 _
=(,,) ke&r)«{5 -3 -4=0s{5-3-4=0{ "2
- =0 — =
Donc = (, ,5) =5;(221)
Onposealors = (2,2,1) etk &(r) = ()

2.
a. = (1,1,0) donc
()=(6%x1-4x1-4x05x1-3x1-4x0,1-1)=(220)=2(110) =2
=(0,1,-1) = ,- sdonc
()=(6x0-4x1-4x(-1),5x0-3x1-4x%x(-1),0-1)=(01,-1) =
b.
Premiere méthode

=2 0= Oet=0 O
Comme et ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de ().
D’autre part, d’apreés le théoréme du rang
dimer)+di(m())=di(m3
Doncd i (m ( )) = 2, une famille libre a deux éléments dans un espace vectoriel de dimension 2 est une

base.
Deuxieme méthode

()= ( (1), C2) (3)

D’aprés le théoréme du rang
di(mer)+di(m())=di(m?d
Doncd i (m ( )) = 2 par conséquent les trois vecteurs ( 1), ( 2) e t ( 3) sontliés
(1)=(651)=6,+5,+ 3 et ()=(-4-3-1)=-4,-3,- 3
Ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille libre de (), qui est de dimension 2, il s’agit
d’une basede ().
Il reste a montrer que ( (1), (2)etque ( (1), (2
On cherche et telsque

= (+ (2
Cette égalité équivaut a
6 -4 =1 6 -4 =1 1
(651 + (-4,-3,-1)=(110) «{5 -3 =1«{5 -3 =1 = = >
- =0 =
On cherche et telsque
= (+ (2

Cette egalité équivaut a
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6 -4 =0 6( -1)-4 =0 2 =6
(651)+ (-4,-3,-1)=(01,-1) «{5 -3 =1={5( -1)-3 =1-{2 =6
— :_1 = - = _1

Comme et ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de (), donc une base puisque la
dimensionded i (m ( )) =2
Troisieme méthode (variante de la deuxieme méthode)
D’aprés le théoreme du rang
di(mer)+di(m())=di(m?d
Doncd i (m ( )) = 2, par conséquent les trois vecteurs ( 1), ( 2) e t ( 3) sont liés
(1)=(651)=61+5,+ 5 et ()=(-4-3-1)=-4,-3,- 3
Ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille libre de (), qui est de dimension 2, il s’agit
d’une basede ().
On va chercher une ou plusieurs équations caractérisant ()

=(,.,) ( (1, (2) = ) = ()+ (2 - :
.6 -4 =
, (651)+ (-4,-3-1D)=(,,)= , 2{9 -3 = -
. _
1 6 -4 = 1 6 -4 =
6,-5.{2 =6 -5 - ., o { 2 =6 -5
63- , -2 =6 - 3+ ,0=-6 +6 +6
Donc une équation caractérisant ( )est — - =0
Alors évidemment ()et () car leurs composantes Vérifient cette équation et on finit
comme dans la seconde méthode.
3. =(,.) ( (), ()= = ()+ (2= , (651)+
L6 -4 =
(-4-3-1)=(,,)= , , 2{9 -3 = -
3 - =
1 6 -4 = 1 6 -4 =
6 ,-5.{2 =6 -5 = , , > { 2 =6 -5 Donc une équation
63- 1 -2 =6 - 3+ 2 0=-6 +6 +6
caractérisant ( )est - - =0
4, 2-2-1=-1donc ()= (, ), {, }estlibredonc{ , , }estlibreeta 3 vecteurs par
conséquent c’est une base de 2 donc k &(r) ()= 5.

Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.

1.
()= (112+ 22% 33+t 44= 100+ 202+ 3(3)+ 4 (4)
= (1= 2423+ 221+ 2-33)+ 3(831— 3)+ 4(-1-2,+53)
=(1+2,+3 3= )1+ (- 1+ 2-24)2+(21-3 - 3+54) 3
2.
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1 1+t22+33- 42=0
=(1, 203 4) kelr) e 2{— 1% 2 -2,4=0
321-32- 3+54=0
1 1722+33- 4=0 + _
2,+3 .- ,=0
o 2%t 1{ 3,+33-3,=0-¢{"1 22+ 33 4i0
3_21 _72_73+74:0
@{1"‘2(‘ 3+ 4)+33- 4:0@{ 1=~ 37 4
2=~ 3t 4 2=~ 3% 4

Donc
=(- 3= 4~ 3% 4 3 4)= 3(-1,-110)+ ,(-110]1)
Sionpose =(-1,-1,10)et = (-1,1,0,1), ces deux vecteurs n’étant pas colinéaires, et comme il
engendre k e(r) ils forment une base de k e(r),etd i (m ( )) =2
3. D’apres le théoréme du rang
di@ern)+dim())=di(m?
Doncd i (m ( )) =2, (1)et ( ,)nesontpascolinéaires, ils forment donc une libre libre a deux
vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 2, ¢’est une base.
Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.

1.
_ + :0
! 02:03 1~ 2+ 3=0 1=0
=(1 2034 ker)={ — i+ 4=0°%1t 27 370={2% 3
420 4:O 4:0
Donc = (0, 3, 3,0) = 3(0,1,1,0),sionpose = ,+ galorsk e(r) = ( ) etdoncla
dimension de k e(r) est 1.
2.

(1)=(1010)= 1+ 3 (2)=(-1010)=- 1+ 3;
(3)=(10,-10)= 1- 3 (4)=(00011)= 3+ 4

()= (1+ 3= 1+ 3,1~ 3 3+ 4)= (1+ 3,17 3 3+ 4)
Car (2)=- (3)
()= (1% 31— 3+ 1+ 3,3+ 4)= (1% 321, 3% 4)
= (3 1,3+ 4)= (3 1, 4)
Cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre (et génératrice) donc c’est une base

de ()
Autre méthode, d’apres le théoréme de rang
dimer)+dimM()=dim*) di(m¢() =3
Par conséquent ( 1 + 3, 1 — 3, 3+ 4) estune famille génératrice a trois vecteurs dans un espace de
dimension trois, ¢’est une base etdoncd i (m ( )) = 3.
3. Commedi(me(r)+di(m())=di(m?
Le tout est de savoirsi = ,+ gappartienta ( ),sic’estlecask €(r) () etiln’yapasde
somme directe et sinonk e(r) n () = {0 4} etil y a somme directe.
Soitonmontreque ( o+ 3, 1+ 3, 1— 3, 3+ g4) estlibreetdoncune base de 4 puisqu’il s’agit
d’une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4 et on a

k e(r) ()= *
Soit
ke(r)+ ()= (103 4 2% 3)= (10208 0= *
Ce qui montre que k &(r) ()= 4

4, 0+0-0+0=0doncO 4
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Soient = ( 1, 2, 3, 4) et =(1, 2,3 4) ,0na
1t 2= 3% 4=0 et 1t 2= 3+ 4=0
Pour tout et  réels
+ =( 1+ 1, 2% 2, 3+t 3 a4t 4)
( 1+ D+ 24 2= 3+ 3)+( 4+ 4)
= (1% 2— 3+ g+ (1+ 2- 3+ 4)=0
Ce qui montre que  + donc  est un sous-espace vectoriel de 4.
=(1, 2,3 4 ,0na 1+ ;- g+ 4=0donc 1=- ,+ 3- 4
=(- 2% 3= 4, 203 4)= 2(-1100)+ 3(1010) + 4(-1®1)
Onpose =(-1,100), =(1,010)et = (-1 ®,1), lafamille( , , ) engendre

— + — - O
¥+ =0se (-1100)+ (1010)+ (-1 (1) =0« = { § 8
=0
=0
-{ =0
=0
Ce que signifie que ( , , ) est une famille libre. Par conséquent ( , , ) est une base de
5 k e&(r) = ()avec = ,+ 3=1(0,1,10) doncO0O+ 1- 1+ 0= 0cequi montre que ,

autrement dit k e(r) ,onn’apas:k &) ()= *

Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.

1.
1 1~ 2+v23+2,4=0
$2 ,- 3+42,4=0
= (1 o al Kelr) o 2¢ 1 27 3 4
(1234) e() 3{_1+ 2—23—24:O
4 — 1t 2— 3— 4=0
— ,+23+42,4=0
2_11 1 322—333:04 1= 2723724
And 3+ 1{ 0=0 ‘:{ 2:__3
4t 1 3t 4=0 4 3
1= 3-23+23 1= 3
= { 2= 3 ={ 2= 3
4=~ 3 4= 7 3
=(3 3 3~ 3= 3(111,-1)
k e(r) est ladroite engendréepar 1+ >+ 33— 4
2.

()= ( (1), (2, (3), (4)
(1)=(11,-1,-1)
(2)=(-1211)
(3)=1(2,-1,-2,-1)
(4)=1(22,-2,-1)
D’apres le théoréeme du rang
di@e(r))+di(m())=di(m?
Ce qui entraine que
di(m())=3
Premiere méthode
On regarde si la famille ( ( 1), ( 5), ( 3), ( 4)) estlibre
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1 - +2 +2 =0
: 2 +2 - +2 =0
(D+ (2+ (3)+ (4)—04‘=’3{_ + -2 -2 =0
4 -+t - - =0
1 - +2 +2 =0 — 42 42 =0 -
3+1 0=0 — _ - _
4t 1 + =0 -

La famille n’est pas libre, pour = 1, cela donne la relation
(D+ (2+ (3)- (4)=024
Soit
(D+ (2+ (3)= (4
Alors
()= ( (1), (2, (3) ()= ( (D, (2, (3), ()+ (2+ (3)
= ( (1), (2, (3)
Comme ( (1), ( 2), ( 3)) estune famille génératrice a trois vecteurs dans un espace de dimension
3, c’est une base.
Deuxiéeme méthode
1+ 2t 3 4 k)
Par conséquent
(1+ 2% 3= 4) =04
Ce qui entraine que
(D+ (2+ (3)- (4)=024

Et on conclut de la méme fagon.

=(1, 20 3 4) ()= ((, (2, ()= ,.,) 3

= (+ (2+ (3) = (,,) 3.0 10 20 30 4)
(11,-1,-1)+ (-1211)+ (2,-1,-2,-1) = (, ,)

1 +2=1 1 - +2+2:1
3 2y +2—:2©( ) 32—1{3‘3:‘1"‘2
"3+ -2 = 3 T 3t 1 0= 1+ 3
4 — * - =4 4t T = 11 4
1 - +2 +2 = 4
e () 32—1{3—3_:—1+2
3t 1 = 1t 4
4t 1 0= 1+ 3

Cequimontreque ( )={(1, 2,3 4) % 1+ 3=0}
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.

1. La matrice de dans la base est ()x ()
-7 8 6 -7 8 6 -7 8 6 1 0O
Or ()=(-6 7 6) donc (2=(-6 7 6)(-6 7 6)=(0 1 0) =
0O 0 -1 O 0 -1 0 0 -1 0O 0 1
2. llexiste telle que = donc estbijectiveet ~1=

Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.
1. Soit =(, ,,), =(", ", ", ") deuxvecteurset et ' deux réels.
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( + ")=( + ", + "+ + )
=( o+ =20+ ), o+ =20+ )0 )
-+ =0+ )
=((-2)+ (=27, (-2)+ ("=290X - - -)
(= == )
=(-2,-2,0 - - =)+ ('-2","=-2"0 - "=-"=-9
= ()+ ()
est bien linéaire.
2. Soit =(,,,) ke
-2 =0
o R A L
- - - =0
Donc
=(2,,, - )= (2101)+ (001,-1)

=(21,01) et = (0,0,1,—1) sont deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre)
qui engendre k &(r) ils forment une base de k e(r).
D’apres le théoreme du rang
diern)+dimM()=dim*) «di(m())=2
Sionappelle ( 1, », 3, 4) labase canoniquede 4, ( ;)= (1,101)et ( 3) = (0,0,0,—1) sont
deux vecteurs non proportionnelsde (), ils forment donc une famille libre a deux éléments dans un
espace de dimension 2, ¢’est une base de ().

3. Onak €&(r) ()= “sietseulementsi( , , (1), ( 3)) estunebasede 4.
T 010, 2001 2 1
det, , (1), (3)):|0 1 0 O|:—|1 0 1|:+1><|1 1|:1
01 0
1 -1 1 -1
(,, (1), (3))estunebasede #donck e(r) ()=~
Allez a : Exercice 12
Correction exercice 13.
1. Soient =(, ,,)et =(", ", ", ") deuxvecteursde 4. Soient et ' deux réels.
+ = (), )=+ T s s s )
( + "= + ", o+ 0+ 7+ )

=(C + )+ + )0+ )+ + )0+ )+ + )
+( + "D+ + )

=(C+ )+ (7 ), C+ )+ T+ D), (+ o+

+ (+ T+ T+ )

= (+ , + , + + + )+ N+ 7T+ T+ Ty )

= ()+ ()

est linéaire.

+
ker)s ()=0sze( + , +, + + + )=(0000) = { +
+ +

= { « =(,-,,-)= (1,-100)+ (0,01,-1)

Onpose = (1,-1,00)et = (0,01,-1), et engendrentk e(r), d’autre part ces vecteurs ne sont
pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finalement ( , ) est une base de k e(r).
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3.
Premiére méthode
()= ( (1), (2, (3), (4)
(1) =(101); (2 =1(101); (3)=(011); (4)=(011)
Comme (1)= (2)et (3)= ()
()= ( (1), (3)
( 1) et ( 3) nesont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est

génératricede (), c’estunebasede ().
Deuxieme méthode

D’apres le théoréme du rang

diter)+dimM()=dimM) «2+dimM()=4<di(m¢()) =2

Ensuite on cherche deux vecteurs non proportionnelsde (), par exemple ( ;) et ( 3),ils forment

une famille libre dans un espace de dimension 2, ¢’est une base.
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1. Soient = ( 1, 5, 3)et = ( 1, », 3) deuxvecteursde °2.Soient et deux réels.
+  =( 1+ 1, 2%t 2, 3t 3)
( + )=(20 1+ D+4( 2+ D+4( 3+ 3),-( 1+ D+ 3
+ 3,-2( 1+ )+4( 2+ D)+4A( 3+ 3))
=([-21+4,+4 3]+ [-2 1+4 ,+ 3], [- 1+ 3]

+ [- 1+ 3], [F2 1+4,+4 3]+ [-2 ,+4,+ 3])
= (-2 1+4,+4 3,- 1+ 3,-21+4 ,+45)
+ (-2 1+4 ,+4 53— 1+ 3,2 ,+4,+4 )= ()+ ()

Donc est linéaire.
1
2. Soit =( 1, 2, 3) ke(r)et = ( 2) sescoordonnées dans la base canonique.

3
_21+42+43:0
- 1+2,+23=0 2,+ 3=0 = —
ke(r)={ -1+t 3=0 -{ 2o {723 ={2
_21+42+43:0 1 3 1 3 1:

1
= ( 31_5 3 3) = ?3(2!_1’2)

=(2,-12) =2 ;- ,+ 2 5estunvecteur non nul qui engendre k &(r), c’est une base de k e(r).

()= ( (1, (), (3)

D’apres le théoreme du rang,

dier)+diM()N)=di(mM) «1+dimM()=3<dim())=2

(1)==-21- ,-23=(-2,-1,-2)et (,)=4,+4 3=(4,04), ces deux vecteurs ne sont
pas proportionnels, ils forment une famille libre de () qui est de dimension 2, ( ( 1), ( 2)) est

une basede ().
3. k &(r) ()= %< (, (1), () estunebasede 3.
Il est presque évident que

(D+ (3)=

Sinononcalcule + (1)+ (3)=0 3etons’aper¢oitque =1, =-1let = —1estune

solution non nulle.
(, (1), (5)) n’estpasune base, donc onn’apask €r) ()= 3
Allez a : Exercice 14
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Correction exercice 15.
1.

()= (11+ 22+ 33)= 1 ()+ 202+ 3 (3)
121+ 2+33)+ 2(2-33)+ 3(-2,+23)
=231+ (1+ 2-23)2+(31-3,+23) 3
(21, 1+ 2-2331-3,+23)

2. (03)=03=2x03 03
Soient et deuxvecteursde ,alors ( )=2 et ()=2
Soient et deux réels

( + )= )+ ()= @)+ (2)=2( + )

Donc + et  est un sous-espace-vectoriel de 2
(03)=03=-0s 033
Soient et deux vecteursde ,alors ( )=- et ()= -

Soient et deux réels

( + )= 0O+ ()= )+ =)=-(C + )

Donc + et est un sous-espace-vectoriel de 3.
3.
P ():2 @(21,1'{' 2_23,31_32+23):2(1! 2 3)
21:21 o
+ ,-43=0 =
«{ 1+ 2-23=2, Q{lg 33 iO ‘:’{13:02
31=-32+23=23 ! 2
Donc =( 4, 1, 3)= 1(3,10) = ( 1+ »2)
1+ 2 # 0 3, il s’agit d’une base de
= ()=- =(21,31- 23:1-32+23)=-(1,2 3)
2.1=-4 3:=0 =0
“{ 1+ 2723=- 3 «{ 1%2,-23=0 o { '_
31_32+23:_3 31_32+33:0 2 3
Donc = (0, 3, 3) = 3(01,1) = 3( 2+ 3)
o+ 37 0 3,ils’agit d’une base de
4,

dim+di(m=1+1=2
Donc il n’y a pas somme directe.
Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. Soient , ' deuxvecteursde _q,alors ( )=- et ( ')=- ".Soient , " deux réels.
( + = O+ ()= )+ )H)=-C +"°)
La premiére égalité car est linéaire, la seconde car et 'sontdans _q,
La troisitme montre que  + = _;
(03)=03=-03
La premiere égalité car I’image du vecteur nul par une application lin€aire est toujours le vecteur nul, la

seconde égalité montre que O s 1.
_, est un sous-espace vectoriel de 3.
Soient , deuxvecteursde ,alors ( )= et ( )= '.Soient , " deux réels.

( + )= )+ ()= +
La premiére égalité car est lineaire, la seconde car et 'sontdans 1,
La seconde montre que  + =

(03)=03
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La premiere égalité car ’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul,
cela montre aussi que O s 1.
1 est un sous-espace vectoriel de 3,

1 2 2 2 1 2
(1— 2= (1)~ (2)=—§ 1+§ 2t5 37 (5173 2+§ 3)=— 1+t 2=-(1— 2)
Donc 1~ 2 -1
1 2 2 2 2
(1- 3)= (1)~ (3)=—§ 1+§ 2t 35 37 (35 1+§ 273 3)=— 1+ 3=-(1- 3)
Donc 1~ 3 -1
(1% 2+ 3)= (2)+ (2+ (3)
1 2 2 2 1 2 2 2
TT3itgetzetzatgzetyetzatyes
Donc 1+ 2+ 3 1
3. Lesvecteurs {— ,et {— 3nesontpas proportionnels, ils forment une famille de _,, donc la
dimension de ; est supérieur ou égal a 2.
1 a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal a 1.
4. Soit 1n 4, ()=- et ()= donc— = |, cequisignifie que le seul vecteurde _; n
1 est le vecteur nul.

3 1t 2t 3

Wl

1n 1=A{0 3}
5.
dim;+ )=dimp)+di(m)-di(m;n )=di(my)+di(m)=2+1=3
Comme
-1t 1 3
Ona
di(m;+ ;)<3
Finalement

di(m;+ ;1)=3
Remarque : celaentrainequed i (m.q) = 2etd i (my) = 1

L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a

- 3
-1 1~

6. On peut calculer 2( 1), 2( ,) et ?( 3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent respectivement 1,
> et 3. Mais c’est long.
Autre méthode

D’aprés la question précédente ( 1 — 5, 1— 3, 1+ 2+ 3)estunebasede 3.

(Une base de _; collée & une base de ; donne une base de 3 si et seulement si _; 1= 3.

Tous les vecteurs de 2 s’écrive de maniére unique comme une combinaison linéaire de ces trois

vecteurs, il suffitde montrerque 2( 1— 2)= 1— 2 2(1- 3)= 1— setque 2( 1+ o+
3)= 1+ 2% 3

La, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous

2(1— 2= ( (1= 2)= (1= 2D)==(1- 2D==-(-(1= 2)= 1- 2

Car 1— 2 -1
2(1‘ = ( (1= 3)= (-(1=- 3))== (1= 3)==-(-(1- 3= 1- 3
Car 1= 3 -1
2(4+ 2+ 3)= ((1+ 2+ )= (1+ 2+ 3)= 1+ ,+ 3
Car 1+ >+ 3 1
Par conséquent 2= 3

Celamontreque ~!= etque est bijective.
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Remarque :
Avec les matrices on retrouve ce résultat plus facilement.
Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.

1.
2 2 1
- +=- += =0
> s 5 2 -2 + =0
+ = =03 "3 +§ +§ =0={-2 + +2 =0
1 5 5 -2 +2 =0
{3 3 %370
1 2 -2 + =0 =0
= 2t 1 { - +3 =0 -{ =0
23— 1 =0 =0
( , , ) estune famille libre a trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, ¢’est une base de
3
2.
()= (112+ 22+ 33)= 1 ()+ 202+ 3 (3)
= 181+ 2— D+ 2 1+7 )+ 3(-1- 3)
=[3 1+ 2- 3la+[ 1+ 7202+ 1- 3]s
=@ 1+ 27 3, 1+7 2,7 1~ 3)
3. :1(2,—2,1) donc
3
()= %(SX 2-2-12+7x%x(-2),-2-1) = %(3,—1 2-3)=1(1,-4,-1)

3 -3 = 3><%(2,—2,1)— SX%(l,Z,Z) =(2,-21)-(122) = (1,-4,-1)
Onabien ( )=3 -3
1

= 5(2,1, —2) donc

()= %(BX 2+1-(-2)2+7,-2-(-2)) = %(9,9,0) = (330

1 1
3 +3 =3x 5(2,1,-2) + 3 X 5(1,2,2) =(21,-2)+(1,22) = (33,0)
Onabien ( )=3 +3
= %(1,2,2) donc
1 1
()= §(3+ 2-21+7%x2,-1-2)= 5(3,1 5-3)=(15,-1)
1 1 1
-3 +3 +3 =-3x §(2,—2,1) + 3 x §(2,1,—2) + 3 x 5(1,2,2)
=-(2,-21)+(21,-2)+(1,22) = (15,-1)
Onabien ()=-3 +3 +3
Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.
1. Soient =(, ,)et = (", ', ') deuxvecteursde °3etdeuxréels et
+ =+, T+ )=, )
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( + D)=@+ +2,,- - -
=@ + H+( + HY+20 + ), + -+ )= + )
-+ ")
=(@+ +2)+ 2"+ +29), + (- =)
)
= 2+ +2,,- - =)+ 2+ "+2','-"= "=
= O+ ()
Donc est linéaire.
2.
(1):(2,0,—1):21— 3 (2):(1,1,—1): 1t 2o~ 3 et(3):(2,0,—1):21—
3= (1)
2(1): (21-3)0=2(1)- (3)=21- 3= (4)
2= (14 2= 3)= ()+ (2= (3= (2
2(3)= (21- 3)=2 (- (3)= (3)
Donc pour tout 3 2( )= ( )etalors 2=
3.

()= ( (1), (2, ()= ( (1), (2)

( (1), ( 5)) estune famille de deux vecteurs non colinéaires, elle est libre, de plus elle engendre
( ),c’estunebasede ()

2 + +2 = + +2 =0
ke(r-— )=( - ))=0s- ()= «{ = = { =
- - = = - = -2 =0
s 4+ +2 =0 =- -2
=(,,) kelr= )= , == -2,,)= (-110+ (-201)

= (- 1+ 2+ (-2 1+ 3)
(= 1+ 2,—2 1+ 3)estune famille de deux vecteurs non proportionnels, c’est une famille libre qui
engendre k &(r— ) c’estune basedek e(r— )
Les composantesde ( 1) = (2,0,—1) etde ( ») = (1,1,—1) vérifient I’équation2 + + = O qui
caractérise () donck e(r—- ) () et comme ces deux espaces vectoriels sont de méme
dimension, ils sont égaux.

4. D’apres le théoréme du rang
di(mer)+dim())=dim3=3
Si ker)n ()=ker)nker—- )alors ()=03zet ()= donc =0 s, cequi
montre que k e(r) n () = {0 s}, finalement on a
k e(r) ()= 3

Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.
1. Soit 1 1, = ) 1)=0 = (1)- 1=0 « (1)= 1
Soit , o, (*+ ) 2=0 = ()+ =0 = (o)==,

2. On pose 1:%et 5= — (2)_

(D= (A2 =2020)+ (N=3C+ ()=,

Donc, d’apres la premicre question, 4 1-
De méme

- 1 1
(9= (-2 =-2020)- (N=-2(- (n=-,

Donc, d’aprés la premicre question, 2.
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Comme = 1+ ,,0na 1+ o=
Il reste a montrerque ;n ,={0 }
Si 1n oalors ()= et ()=- donc = - cequimontreque estlevecteur nul.
Ona 1 2= .
3. ()= wpourls < et ( )=- pour +1< <
Remarque :
La matrice de dans cette base est :
1 O 0
0 0 0
0 1
-1
0
(o o 0 -1)

Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.
1. D’apres le théoréme du rang
di fke(r)+dim()=di(mM?®) =di(np))=2-1=1
Par conséquent ( ;) et ( ) sont proportionnels et alors

(2= (1= 1+

()= (112+ 22)= 1 ()+ 2(2)= 1(1+ 2D+ (11+ 2 2)
=(1+ 2 1+( 2+ 2)2=01+ 2 2+ 2)

(2= (1= (2= (1)=02+ (- 1)=02
>— ¢ estunvecteur non nul de k €(r) etk €(r) est une droite, donc il s’agit d’une base de k (r).
Allez a : Exercice 20

Correction exercice 21.
1.

[E
I

N

PR R

N

AN AN N N
w

N N N N
1

Donc
()={1} di(m())=1
2. D’apres le théoréeme du rang
di(me(r)+diM()=di(m*) =di@e(r)) =3
=(1, 203 4 ker)e =(-2-3- 4 2,3 4
= ,(-1,1,00) + 3(-1,01,0) + 4(-1,00,1)
Onpose = (-1,100), =(-1010) et =(-1,00,1)
( , , ) estune famille génératrice de k €(r) avec trois vecteursetd i (kne(r)) = 3donc( , , )est
une base de k e(r).
Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
1. Soit , v =( 1y 2 et "=( 1, 9. et
(+  )=( 1+ D+( 2+ D+ +( +
= (14 o+ .+ )+ (14 o+ + )

I —

()+ ()
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Donc est linéaire
2. (1= (2= = ( )=121doncdi(m ())=1
D’apres le théoréme du rang
di(her)+dimM()=di(m) =di(mer)= -1
Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.
Supposons (a)
Si ( ) alorsiil existe = (Jalors ()= 2()=0 alors ()
Donc () Kk e(r)
D’apres le théoréme du rang

di(lne(r))+di(m()):di(m)wdi(kle(r))+§= c»di(lne(r))zz

() k e(r) etces deux espaces ont la méme dimension, donc ils sont égaux.

Supposons (b)
D’apres le théoréeme du rang

di(er)+di(m())= =2dimM ()= <=2r(g=n
Pour tout , () ()donc () ke(rydonc ( ())=0 donc 2=

Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.

Si  est injective alors si ke(r) ()=0 < ()= (0) = 0 car estinjective, ce
qui montre que k e(r) = {0 }.

Sike(r)={0t}alors ()= ()= ()- ()=0 < (- )=0 - =0

cark e(r) = {0 },etdonc = cequi montre que est injective.

Allez a : Exercice 24

Correction exercice 25.

L (- )()=0 « ()= =0 « ()=
(0)=0 = x0 0
Soient ; et ,deuxvecteursde ,onau( ;)= et ()= >
Soient 1 et 5 deux réels.
(11+ 22= 1 (D+ 2(2= 1 1+ 2 2= (11+ 22)

Donc ; 1+ 22
est un sous-espace vectoriel de
2. estun sous-espace vectoriel de  donc O par conséquent (0 ) = 0 ()
Pourtout et ,dans .Pourtout et ,réels.Ona ; 1+ 5 »
Soient ;et ,dans ( ),ilexiste ;et ,dans telsque ;= ( {)et ,= ( »)
Alors

117 225 1 (D+ 2(2= (11+ 2 2)
Car est linéaire, donc

11+ 22= (11+% 22 ()
Car 1 1+ 22
Par conséquent () est un sous-espace vectoriel de

3. Si alors :5(): (3) () donc ()
Si () il existe telque = ( )donc = , ce qui montre que ()
Finalement
()=
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Allez a : Exercice 25

Correction exercice 26.

1. Supposons que soit surjective, alors () = parconséquentd i (m ( )) = etd’aprésle
théoréme du rang
di(e(r)+di(m())=di(m di(m ()+ = <di(er)= - <0

Ce qui n’est pas possible, donc  n’est pas surjective.
2. Supposons que soit injective, alors k e(r) = {0 } par conséquentd i (m ( )) = Oetd’aprés le
théoréme du rang, comme () entrainequed i (m ( )) <
di(mer)+dimM()=di(msdimMm())= = =di(m())<
Ce qui n’est pas possible, donc  n’est pas injective.
Allez a : Exercice 26

Correction exercice 27.
Soit k er)ni i), il existe telque = (),et ()=0
Donc ()= ( ()= ()=0 donc k &r?),comme = (), (k e(r?))
On a montré que

ke(r)ni ) (k &r?)

Soit (k &(r?)), il existe k e(r?)telque = ( ), cequi montre que ( ) et comme

()= (()= 2()=0ona ke

On a montré que

(k e(r?) ke(r)ni f)
Et donc

ke(r)ni )= (k &r?)

Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.
Soit (k e(r )), il existe k e(r )telque = ()
Donc (),
D’autre part k e(r ) donc( ()= (())=0 ,parconséquent ( )= ( ())=0 ,
ce qui montre que k er).
On a donc k r)n ( ),onamontré que
(ker ) ker)n ()
Soit ker)n ()

( ) donc il existe telque = ()
k er)donc ()=0
Onendéduitque0 = ()= ( ()),cequi montre que k e(r )etcomme = ( )cela
montre que (k e(r ).

Allez a : Exercice 28

Correction exercice 29.
1. Soit ker), ()=0,donc ()= ( ()= (0)=0 donc k &(r?), ce qui montre
que
k e(r) ke(r?
2. Soit ( 2), il existe telque = 2( )= ( ()),autrementditilexiste "= ( ) telque
= ('), ce qui montre que ().
Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.
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Supposonsque k e(r) n ()= {0 }etmontronsquek e(r) = k &(r )

Si k er)alors ()=0 alors ( ()= (0)=0 alors k e(r )

Celamontrequek e(r) k e(r )

Si k er )alors ( ())=0,onpose = () ( )etcomme ( )=0, k er)n
(),daprés(i) =0 etdonc ( ) =0 ce quisignifie que k &r)

Celamontrequek er ) k e(r) etfinalementk e(r) = k e(r )

Supposons que k e(r) = k e(r ) etmontronsquek &r)n ( )={0}

Soit k e(r)n (),ilexiste telque = () et ()=0,celaentraineque ( ()) =

0 , autrement dit k e(r ), dapres (ii) k er)donc = ( )= 0, celamontre bien que

ker)n ()={0}

Allez a : Exercice 30

Correction exercice 31.

1.
a)
()= (11+ 22+ 33)= 1 ()+ 2(2+ 3 (3)
= 1(1+22)+ 221- )+ 3(-1+ 2)
=(1+23- 3)1+t(21- 2+ 3)2=(1+2,2- 3,21- 2+ 3)
b)
(0 (20 (3)
= ()= (L 2 -1 1
2 -1 17 2
c)
:(1’2!3) ()‘:’ ():OZ
_ .0 1 2 -1,, % _,0 12, 3 _ 0
= _(O)@(Z 1 1)(2)—(0)@'(21_ S+ 3)—(0)
- 1{1"‘22‘ 3=0 _ 1 {1+22— 3=0
221 2t 30 5,-2;"-5,+33=0
+2x§ - =0 ——l
1 3= 37 1= 3
- { 53 o { 35
2= ¢ 3 2233
Donc = (—é 3,2 3, 3) = f(—l,3,5),on en déduit que k e(r) = ( )avec =

(-135).
Onen déduitqued i (R e(r)) = 1 et d’aprés le théoréme du rang :
dime(r)+diMm()=di(mMd® <di(m()) =2
Or () estun sous-espace vectoriel de 2donc ()= 2.
Une autre méthode est d’écrire que :

()= ( (1), (2), ()

Puis, avec le théoreme du rang, de dire que la dimension de cet espace est 2, il suffit donc de
trouver deux vecteurs non colinéaires dans (), soit par exemple ( ( 1), ( »)) ou
( (1), (3))ouencore( ( 2), ( 3)),pourtrouver une base (libre plus le bon nombre de

vecteurs égal base). Mais je pense que si on ne remarque pasque () = 2 ona raté quelque
chose parce que cela signifie que est surjective.

a) Soit = 4 1+ 22+ 33=( 1, 2 3)
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()= (11+ 22+ 33)= 1 ()+ 202+ 3 (3)
181+2,+23)+ 2(21+3,+23)+ 3(21,+2,+33)
(31+2,+23)1+(21+3,+23),+(21+2,+33) 3
=(31+2,+2321+3,+232,+2,+33)
b) Histoire de changer de méthode je ne vais pas faire comme dans le 1.
Les coordonnées de () dans la base _ sont
31+2,+23 3 2 2
(21+32+23)=(2 3 2)( 2) =
2 ,1+2,+3 3 2 2 3 3

[Eny

Ou
3 2 2
= ()=(2 3 2
2 2 3
c)
0 31+2,+23 0
=(1, 223 kelr)e ()=03« =(0) =(2,:+32+23)=(0)
0 2,1+2,+3 3 0
131+22+23:0 1 31+22+23:O
o 2{21+32+23=0-32-23,{ 5,+23=0
321t2,+33=0 37 2 - 2%t 3=0

1 31+2,+23=0 1
- 2 { 52+23=0 < {>
S3t 2 73=0 3

0
0
0
Donck e(r) = {0 s}

On peut utiliser le theoreme du rang, mais je vais faire plus théorique (pour rire), estun
endomorphisme dont le noyau est réduit au vecteur nul est une injection, c’est donc une bijection,

donc estsurjectiveet ()= 3.
Allez a : Exercice 31

Correction exercice 32.

1.
a) Les coordonnées du vecteur ( ) danslabase sont:
1 0 1
=(-1 2)()=("1%2)
1 1 1t 2
Donc ()=(1,-1+22 1+ 2)
b) ()= 1- 2+ set (2)=2,+ 3
c)
0 1 0 1=0
ke(r)= ()=03e =(0) =(71%22)=(0) ={-1t2,=0
0 1t 2 0 1+ =0
1=0
e | =0
Donck e(r) = {0 2}
()= ( (1), (2)
( 1) et ( ) sontdeux vecteurs non proportionnels donc il forme une famille librede (), cette
famille étant génératrice, c’est une base de ().
Remarque :
Ici le théoreme du rang ne sert pas a grand-chose.
Danscecas ( )estunplande 3.
2.
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a) Les coordonnées du vecteur ( ) danslabase sont:
1 0 2 -1 1 11237 4

-1 2 0 -1 2y _
(5 ] H =« )

2t 3 = 4=0 2 3t 4
Unvecteurde k e(r) s’écrit = (=2 3+ 4,— 3+ 4, 3, 2a) = 3(—-2,-110) +
4(1,1,01) sionpose = (-2,-11,0)et = (1,1,0,1) alors
k e(r) = (.)
et ne sont pas propotionnels, ils forment une famille libre de k &(r), c’est une famille
génératrice de k e(r)et donc une base de k e(r)
D’apres le théoréeme du rang
dime(r)+dimM()N)=dimM) =2+diMmM()=4=dimM()=2
D’autre part :
(1)= 1= 2+ 3+2,4, (,)=2,- 5+ 3 4sontdeux vecteurs non proportionnels de
(), (1), (2)) estune famille libre a deux vecteurs dans un espace vectoriel de
dimension 2, c’est une base de ().
Remarque :
()= ( (1), (2), (3), (4))nesertarien dans cette question.
Allez a : Exercice 32

Correction exercice 33.

1.
a)
1= (1,00) (1)=(123)= 1+2,+3;
»=(0,1,0) (20=(101)= 1+ 3
3=(001) (30=(0,-1,-1)=- ,- 3
b)
(1 (20 (3)
- ()= 1 1 0 1
(2 0 -1) 2
3 1 -1 3
c)
ke(r) e ()=03<(1+ 2,2;- 331+ - 3)=(000)
1 1+ 2=0 1 1+ 2=0 L=
e 2{ 21- 3=0 & 52-2,{-2,- = {

331+ 2—- 3=0 3=3 1 -2 ,-
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=(= 2, 2272 2)= »(-11,-2)

=(-11,-2),k &r) = ().

D’aprés le théoreme du rang
dime(r)+dimM()N)=dimM}) dim())=3-1=2

Il suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre) dans

(), parexemple: ( q)et ( ,) (onauraitpuprendre ( {)et ( 3)ou ( p)et ( 3)).

()= ( (1), (2)

Il est totalement inutile de chercher une relationentre ( 1), ( ») et ( 3) car le théoréme du
rang donne la dimension de I’image de

2.
a)
1= (1,00) (D=(Q11)= 1+ ,+ 3
2 =(0,1,0) (=11 = 1+ >+ 3
3= (00,1) (3)=1(0,00)=05s
b)

(1) (20 (2
()= 1 1 0 !
- (1 1 0 2
1 1 0 3
) =(1,2.3 ker)e ()=0s3e(1+ 2, 1+ 2,1+ 2)=(000) « 1+ ,=0
Unvecteur de k &(r) estdelaforme = ( 1,— 1, 3) = 1(1,-1,0) + (00,1) 5
Sionpose = (1,-1,00et = (0,0,1), ()= (,)
et sont deux vecteurs non proportionnels de ( )k e(r), cette famille engendre k e(r) il
s’agit donc d’une base de k €(r). Pour I’image, pas besoin du théoréme du rang, on pose =
(1,12)
()= (,.,03)= ()
( ) est la droite engendrée par .
Allez a : Exercice 33

Correction exercice 34.
1

1. soit ‘et = ( z) ses coordonnées dans la base canonique.
4
1 2 1 3 l 0 1 +2 .+ 3+3,=0
ke = = (1 1 2 1)(2)=(0) ={ 1% 2+23+ 4=0
1 -2 5 -11 . 0 1—-2,+53-11,=0
1 1+2 2+ 3+3,4=0 1+2,+ 3+43,=0
e 27 1{ =2t 3724=0 < { -2+t 3-24=0
37 1 _42+43_144:O _22+23_74:0
172+ 3+34=0 1=-33
= { -2+t 3-24=0 <={ 2= 3
3= 22 -3,=0 4=0
= (-3 3 3 3,0) = 3(—3,1,1,0)
Onpose= (-3,1,10) k &(r) = (), c’estune base de k &(r).

2. D’apres le théoréeme du rang
di(er))+di(m())=di(m*
Donc

di(nif)) =3
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Comme

() 3
Ona

()= 3
Et

()=3

Allez a : Exercice 34

Correction exercice 35.

est la matrice d’une application linéaire de ° dans 4.
1

X 112 11 ; 0 21+ 2+ 2 3+ 4+ 5=8
_ 211 11 _.0 1+t 2ot 3+t 4+t 5=
= j ke(r)':(lllzl) j_(o)®{1+ o+ 3+2 4+ 5=0
( 5) 21111(5) 0 21+ o+ 3+ 4+ 5=0
1 1t 2+23+ 4+ 5=0 1 1t 2+ 23+ 4+ 5=0
o {21+ 2+ 3+t 4+ 5=0e ,-21{ - 2-33- 4- 5=0
3 1+t 2t 3+2 4+ 5=0 37 1 -3t 4=0
1t 2+ 23+ 4+ 5=0 1=~ 2723~ 4- 5
«{ = 2-33=- 4= 5=0 «{ 2=-33- 4 5
3= 4 3= 4
1=~ 2724~ 4- 5 1==(-44- 5)-24- 4- 5
o{ 2==34- 4—- 5 <={ 2==4,4- 5
3= 4 3~ 4
1= 4
{2744~ 5
3= 4

Donc

( 1y 235 31 4> 5) = ( 41_4 4 = 5 4y 4, 5) = 4(11_4a11110) + 5(0!_1!010a1)
Les vecteurs (1,-4,1,1,0) et (0,—1,0,0,1) ne sont pas proportionnels et ils engendrent le noyau, donc
k e(r) est de dimension 2.

D’aprés le théoreme du rang
di(m ())+di(m())=5
Ce qui montre que ()=di(m¢()) =3
Allez a : Exercice 35

Correction exercice 36.

1.
131_82_123: 1 131_82_123: 1
= o = e{12,-7,-123= ,-132"12145 ,_12,=213,-12,
61-4,-53= 3 37 2 —2+23=23- >
131—82—12= 1 131: l+82+123
= { 52_123:132_121 @{52:132_1214'123
53+ 2_23:103_52+132_121 3:61_42_53

13;,= 1+8,+12 1-4,-53)
={5,=13,-12,+12 -4,-53)=60;-35,-603
3=61-4,-53
13,=73,-48,-60;+8(12,-7 ,-125) 13,=169-104-1546
= { 2=12,-7 ,-124 = { 2 =12,-7 5,-1 25
3=61-4,-53 3=61-45,-53
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1=13:1-82-123 1 13-8 -12 1
«{2512;-7,-123-(2)=(12-7 -12( 2)
3:61_42_53 3 6 -4 -5 3
13 -8 -12
Donc "'=(12 -7 -12-=
6 -4 -5
Le mieux aurait été de changer les rbles de 1 et 3 dans le premier systéme.
2. 2= donc 2 =(% = = e 2*= 2 =
Allez a : Exercice 36
Correction exercice 37.
1. et 2.
01 1 011 2 11
2=(1 0 1)(1 0 1) =(1 2 1) = +2donc ()= 2- -2
11 0 1 1 0 1 1 2
-1 1 1
3. 2- =2 & ( -)=2 & x—= donc t=—=2I(1 -1 1)
1 1 -1
4,
0 1 1 1 1 2t 3= 1
= (1 0 1D(2=(2)={1+ 3= 2
1 10 3 3 1t 2= 3

Ici il y a un probléme pour appliquer le pivot de Gauss parce qu’il n’y a pas de termes en 1 dans la
premicre ligne, il y a deux fagons d’arranger ce probléme, soit on intervertit qet , soit on intervertit la
ligne 1 avec une ligne ot il yaun 1, c’est ce que nous allons faire.

1 2% 3= 1 2 1t 3= > 1 1t 3= 2
2{ 1t 3= 2= 1{ 2t 3= 1 o 2 | 2t 3= 1
3 1t 2= 3 3 1t 2 = 3 37 1 2- 3=~ 2t 3
1t 3% 2 1::3: 2
e T S S
37 2 —23=- 41— 2+ 3 375 1"‘5 275 3
1 1 1 1 1 1
1= (5 1t5 2753 7% 2 1= -5 175 2%5 3
1 1 1 1 1 1 1
= 2——(§1+§ 275 3t 1= 255175 2+§3 'i’(z)
1 1 1 1 1 1
{ 3=51%5 275 3 { 3551752753
1 1 1
2 2 2 1
1 1 1
= 5 -5 35 (2
2 2 2 3
1 1 1
(2 2 2)
Donc
_1 1 1
2 2 2
- 1 11
2 2 2
1 1 1
(2 2 2)

Allez a : Exercice 37
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Correction exercice 38.
1 0 0 1 0 O 1 0 O
1. ?2=(0 0 1)(0 0 1) =(0 -1 0)
0 -1 0 0 -10 0 0 -1
1 0 0 1 0 O 10 O
8= 2 =(0 -1 0)(0O 0 1 =(0 0 -1
0O 0 -1 0 -1 0 01 O

1 0 O 1 0 O 1 0 O 1 00 0
8- 2+ - =(0 0 -1)-(0 -1 0)+(0 0 1)-(0 1 0)=(0
01 O 0O 0 -1 0O -1 0 0 0 1 0
2. 3- 2+ - = < (2- 4+ )= donc "= 2- +
3. 3= 2 4 donc 4= (2- + )= 3- 24 =(2- 4+ )- 24 =
Allez a : Exercice 38
Correction exercice 39.
1 0 1
-2 =(-1 1 -2
-1 1 -2
1 0 1 1 0 1 0O 1 -1
(-2)°=(-11 -2)(-1 1 -2=(0 -1 1)
-1 1 -2 -1 1 -2 o -1 1
1 0 1 o0 1 -1 0 0O
(-2)P=( -2) -2)*=(-1 1 -2)(0 -1 1)=(0 0 0)
-1 1 -2 0 -1 1 0 0O

Ce qui entraine que
3-3x2 2+3x2%2 -28 =

Car et commutent.
Ce qui équivaut a

*-62+12-8 =
Soit encore

5-62+12=8

Puis en divisant par 8 et en mettant en facteur

1. 3 3
- 2_= — -
(g 77 *3)

Ce qui montre que est inversible et que

Allez a : Exercice 39

Correction exercice 40.
1.

_oh( 1) sh( ), ,ch(2) sh( o)
(0 (D= (g ) () (sh( ) on( )

ch( 1)ch( ) + sh( 1)sh( 2) ch( 1)sh( ) + sh( 1)ch( )

oNoNe)

oNeNe)

= (sh( 1)eh( ) + ch( 1)sh( 5) sh( 1)sh( 5) + ch( 1)ch( 2)
14+ ~1 24 ~—2 1— —1 2—- ~—2
h( )en( 2) + sh( sh( 2) = — —+— -
1t24+ 1724 T1t 24 T 172 1t2 4 1724 T 1t 2 4 17 2
B 4 * 4
2 1t24 92 (1% 2)
= =ch( 1+ »2)

4
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1— 1 24 ~2 14 —1 2—- ~2
S C +C S = +
B bo)+cby)s bo)= — > > >
1t 4 172 —1ta2_- —172 1t2 - 1724 —1t2_- T172
= +
4 4
2 1t2_92 ~(1+2)
= 2 =s f.1+ »)

Donc (1) (2)= (1% 2)
2. d et ())=ch?)-sh?)=1# 0donc la matrice est inversible.

or () (=)= (0= donc( () '= ()

Allez a : Exercice 40

Correction exercice 41.

1.
1= { 5, ()= 1={ 5, ()- =03s}={ 5.0 - 3)()=03}
=k e(r- 3)
Donc ; est un sous-espace vectoriel de 3.
12 -2 1 1 1¥25,-23= 4
1 ()= = = «(2 1 -2)(2)=(2) ={21+ 2-23= 3
2 2 -3 3 3 21+25,-33= 3
22_23:0 2= 3 =
={ 2,-23=0 = 15 3 - {1
2,42 ,-43=0 23+23-43=0 2
Par conséquent = ( 3, 3, 3) = 3(1,1,1),onpose = (1,1,1) c’estune base de 1.
2. Lescoordonnées de ( ) dans la base canonique sont
1 2 -2 0 0
=(2 1 -2)(1) =(-1) =~
2 2 -3 1 -1
Donc ()=- 41— o,=-
Les coordonnées de () dans la base canonique sont
1 2 -2 1 -1
=(2 1 -2)(1) =(-1) =-
2 2 -3 2 -2
Donc ()=-1- 2-23=-
3.
1 0 1
det, ,)=11 1 1=1x|7 J-0x|7 J+1x|l 7/=1#0
1 1 2 1 2 1 2 11
Ce qui montre que ( , , ) estune base de 3.
4,
1 0 1
=(1 1 1)
1 1 2
1 1
5. Onpose = ( 2)et = ( 3)
3 3
’ 101:1 1 1’i ""%:1 1 '1’+'3=1
= <=(1 1 1)(2=02 = 2{ 1+ 2% 3= 2 = 2= 1{ 2== 1+ >
112 3 3 1t 2+t23= 3 37 2 3= - 2+ 3
1= - '3,‘" 1= 1t 27 3 1 1 1 -1 1
= { 2=~ 1% 2 =(2=(-1 1 0)(2)
3= — o+ 3 3 0O -1 1 3
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D’ou
1 1 -1
l=(-1 1 0)
o -1 1
6.
()y ) ()
1 0 O
=(0 -1 0)
O 0 -1
7. = 71
Allez a : Exercice 41
Correction exercice 42.
1. Soient = ( 1, p)et "= ( ;, ») deux vecteursde 2 etsoient et ' deux réels.
(+ )= 1+ 1 2% =0 1+ 1= 2% "2, 1+ g+ ( 2t ")
=( (1= 2+ (1= 2, (1% 2D+ (1+ 2)
= (1= 201+ 2+ (1= 2,1+ 2= ()+ ()
est une application linéaire de 2 dans 2 donc est un endomorphisme de 2.
_/1 -1
2. —(1 1)
3.
- =0 - =0 =0
17 2 17 2 1
a) ke(r)‘:'{l_'_ 2:0@ 1t 2{21:() 4i'{zzo

Doncke ¢ ) = {0 2}

On en déduit que est injective, comme de plus, est un endomorphisme, est surjective et donc
( )= 2.(Onaurait pu aussi invoquer le théoréme du rang)

b) Dua) on tire que est bijective et donc inversible (cela signifie la méme chose).

c)
= ()e(1,2= (12 =(1n2=01- 2, 17 2)‘:’{;; i.,. 2
2= 17 1 -1 +1
R U S T R S S R
R A -
1755175 2
1 +1
o 2= 751752
1 1
155 1"‘5 2
Donc ~( 4, o) = (% 1+% 2,—% 1+% »), 0u, en changeant les réles de et de
1 1 1 1
(g 2):(§ 1"‘5 275 1"'5 2)
11,1 1
Et _2(—1 1)
4. La matrice d’une homothétie est de la forme = (O O) = et la matrice d’une rotation d’angle
_,cds) -si(n _ ,cds) -si(n, _
est de la forme _(si(r) CO(S)).AIors = (si(r) co(s))_
( c os) - si(r))
si(n c o s)
Donc { CO(S):ldonc( co(s))2+( si(r))2:12+12@ 2-92 . =42 = -y2

si(n=1
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) = c o(s):—\/% 5
Si = -v2alors{ , donc = =—modulo2 .
si(n=-= 4
V2
_ _ c o(s):viE
Si =+<2alors{ ; donc = —modulo2 .
si(n=—= 4
V2
5. dégt, )= |1 _11|: 2# 0donc( , )estunebasede 2.

6. Lescoordonnéesde ( ) danslabase ( 1, 2) sont(i _11) (i) = (g),donc ()=2,= +

Les coordonnées de ( ) danslabase ( 1, 2) sont(i _11) (_11) = (S),donc ()=2,= -

_,1 -1
0= G
Allez a : Exercice 42

Correction exercice 43.

1.
1 2 2 1 2 2 1 5
de(t, ,)=]-1 -1 -2|= -1 -1 -2l=-5 S1=-(-1+2=-1%0
1 1 1 37 2.0 0O -1
Donc( , , )estunebasede 3
2.
1 2 2
=(-1 -1 -2
1 1 1
1 2 2 1 1 1 1+22+23= 4
= (-1 -1 -2)(2)=(2) = 2{m 1= 2-23= >
1 1 1 3 3 3 1t 2%t 3= 3
1 172 ,+23= 4 1= -2 -2 3+
e 2+ 1{ 2 = 1+ 5 e 2= 1t 2
3t 2 - 3= 2% 3 3=~ 27 3
1= =2 1-2,+2 ,+2 3+ 1=~ 1 +2 3
e | 2= 1t 2 «{ 2= 1%t 2
3=~ 27 3 3= - 27 3
Donc
-1 0 2
l=(1 1 0)
0O -1 -1
3. Lescoordonnéesde ( ) danslabase sont
1 4 4 1 1
(-1 -3 -3)(-1) =(-1)
0 2 3 1 1
Donc ()=
Les coordonnées de ( ) dans la base sont
1 4 4 2 2
(-1 -3 -3)(-1) =(-2)
0 2 3 1 1
Donc ()=
Les coordonnées de ( ) dans la base sont
1 4 4 2 -2
(-1 -3 -3)(-2)=(1)
0 2 3 1 -1
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Donc ()= -
Par conséquent
1 0 O
=(0 0 -1)
01 O
4,
a)
-1 0 2 1 4 4 1 2 2
1 =(1 1 0)(-1 -3 -3)(-1 -1 -2
o -1 -1 0 2 3 1 1 1
-1 0 2 1 2 =2 1 0 O
=(1 1 0)(-1 -2 1)=(0 0 -1) =
0 -1 -1 1 1 -1 01 O
b)
1 0 O 1 0 O 1 0 O
2=(0 0 -1)(0 0 -1)=(0 -1 0)
01 0 01 O O 0 -1
1 0 O 1 0 O 1 0O
4= 22=(0 -1 0)(0 -1 0)=(0 1 0) =
O 0 -1 0 O -1 0 0 1
C) - -1 - = -1
4 — -1 -1 -1 -1 4 -1 — -1
Donc
4:(4) = =
Allez a : Exercice 43
Correction exercice 44.
-3 1 4
1. = ()=(2 -1 -2
-4 2 5
2. (03)=03doncO s
Soient et et et deuxréels, ( + )= ()+ ()= + ,donc +
,  est un sous-espace vectoriel de 3.
-3 1 4 1 1 -3 1+ ,+4 3=
=(1, 2, 3) (2 -1 -2)(2)=(2) {21~ 2-23=
3

-4 2 5 3 3 ~4 +2 ,+5 5=
—4 .+ ,+43=0 1 =41+ ,+43=0
«{21-25,-23=0 e 5{ 1- 2- 3=0
-4 1+2,+43=0 3 21+ ,+23=0
1 -4 1+ ,+43=0 _
=42+ -32=0 ‘=*{12:5
23— 1 2=0
Une base de est le vecteur = (1,0,1) ethiensurd i (m) = 1.
3. Il est clair que le vecteur nul est dans

w w

Soient et et et deuxréels
+  =( 1+t 1, 2%t 2, 3t 3),
—2( 1+ )+ 20 2+ )+3( 3+ 3= (21+2,+33)+ (-2,+2,+33)
=0
Donc + . est un sous-espace vectoriel de  S.

3
= ( 1y 2 3) ind = ( 2t E 3 2 3) = 2(1’1!0) + 33(3!0’2)
Onpose = (1,10)et = (3,02
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( , ) est une famille génératrice de  formée de deux vecteurs non proportionnels, cette famille est
donc libre.
Une base de est( , ).

4. () apour coordonnées :

-3 1 4 1 -2
(2 -1 -2)(1)=(1)
-4 2 5 0 -2
1 1 -2
de(t, , (=10 1 1]=13 Yi+17 “A=-2+3=120
1 0 -2
Donc( , , ()) estunebasede 3.

On aurait pu montrer que la famille est libre, et dire qu’une famille libre a 3 vecteurs dans un espace de
dimension 3 est une base.
5. dimM+dimM=1+2=3=di(md
(10,1) car-2x1+2x0+3x1=1#0donc n ={0 s}
Donc = 3
6. ( ( )) apourcoordonnées

-3 1 4 -2 -1
(2 -1 -2)(1)=(-1)
-4 2 5 -2 0
Donc ( ())=-

() )y )
(y= 1 0 o

(0 0 -1)

o 1 o O

Allez a : Exercice 44

Correction exercice 45.
1. Lescoordonnéesde ( ) dans la base canonique sont

2= 2 3 0 1 -2 1
(21— 2t43)=(2 -1 4)( 2
1— o7t 3 3 1 -1 3 3
Donc la matrice de  dans la base canonique est
O 1 -2
=(2 -1 4)
1 -1 3
1
2. Soit = ( 2) lescoordonnées d’un vecteur = ( 1, », 3) dans la base canonique

3
-1 1 -2 1 0

=(1, 2,3 kelr= )=(-) = =(2 -2 4)(2=(0
1 -1 2 3 0
-1+t 2-23=0
«{21-22+43=0- ;- ,+23=0e ;= ,-23
1— 2t23=0
Donc = ( 2~ 2 3y 2y 3) = 2(1!1!0) + 3(_210!1)
Onpose = (1,10)et = (-20,1),( , ) estune famille de deux vecteurs non proportionnels, donc
libre, qui engendrentk e(r — ), c’estune base dek e(r— ).
1
3. Soit = ( 2) lescoordonnées d’un vecteur = ( 1, 2, 3) dans la base canonique
3
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0 1 -2 1 0 ,—23=0
=(1, 203 kelr)e = =(2 -1 4)(2=(0 ={21- 2t43=0
1 -1 3 3 0 1~ 2+33:O
2=23 2=2 3 L= - s
={21-23+43=0={2,+23=0={"_,
1=23+33=0 1t 3=0 ? s
Donc = (- 3,2 3, 3),sionpose = (—-1,21) alorsk &(r) = ()
4,
1 -2 -1
de(t, ,)=11 0 2|:|‘i i|—|12 11|:—2—(—2+1):—1¢o
0 1 1
En développant par rapport & la premiére colonne, donc ( , , ) est une base de 3.
5. ()- =03 ()= ,deméme ()= et ()=0 sdonc
1 0 O
=(0 1 0)
O 0O
6. D’apréslamatricede danslabase ', ()= (,)=ker- )

7. D’apres le théoréme du rang

di@ern)+dim())=di(m3

Il reste 2 montrer que I’intersection de k €(r) etde () est le vecteur nul.
k &r) k &r) ()=03 ()=0 3

ke =0y =t ar- )" U= =0t (H= -
=0 s
Onadonck €e(r) ()= 5.
Allez a : Exercice 45

Correction exercice 46.

1.
-103 15
=(-2 0 3)
-6 2 9
2.

—101+32+153:O
0345{ _21+33:0
_61+22+93:0

=(1 2,3 ker)e= ()

—101+32+153:0 _ _ _3
“527 1 12,20 S PR
3= 32 2,=0 2- 2=0
3
= (5 2.0, 3) =5 (302)
Onpose = (3,02)etalorsk &(r) = (Jetdi (bne(r)) =1

D’aprés le théoréme durang, d i (ne(r))+dim ( ) =dim3) «di(m ())=2
3. Le probléme est de savoirsik e(r) n () ={0 s} cardi (kme(r))+di(m ())=di(md
Premiere méthode :

On cherche une base de () (ce qui revient a choisir deux des trois vecteurs parmi  ( 1), ( ) et
(' 3) car ces vecteurs sont deux a deux non proportionnels et que la dimension de I’image de  est 2,

puis de montrer que ces trois vecteurs forment une base de 2, ¢’est long, on passe)

Deuxieme méthode

D’aprés la matrice, il est clairque = ( ,),commek €(r) = ( )onak &r) () etdonc

k e(r)n () # {0 3}, ce qui montre que I’onn’a pas k €(r) ()= 3.
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Premiére méthode

3 1
Onpose = (0) et = ( 2) lescoordonnéesde etde dans labase canonique et on résout le
2 3
systeme
-103 15 1 3
()= = = =(-2 0 3)(2)=(0
-6 2 9 3 2
C’est long
Deuxiéme methode
Onremarque que ( ,) = doncunvecteur quivérifie ( ) = estparexemple = ,
Remarque :
Ce n’est pas le seul mais I’énoncé demande « un vecteur telque ( ) = »
5. (03)=03=-03doncO 3 1
Soit 4 _,et , _q,ona (4)=- et (,)=- 5 alorspourtout 4, » ona
(11+ 22= 1 (D)+ 2(2= 1D+ 20=2)=-(11+ 22)
Donc
11t 22 -1
Et _, estun sous-espace vectoriel de 3
Autre méthode :
_1=k e(r+ )donc _; estunsous-espace vectoriel de 3.
1
Onpose = ( 2) lescoordonnées de dans la base canonique
3
-103 15 1 1 -10,+3,+1553=-,
()=- = =- (-2 0 3)(2)=-(2)={ -21+33=-,
-6 2 9 3 3 =6 1+2,+9 3=~ 3

—91+32+153=0 —31+ 2+53:0 _
e{ =21+ 2+33=0 ={-2,+ ,+33=0={_

31+ 2+53=0
—61+22+103:0 _31+ 2+53:0 2

1+ 2+33=0

1 31+ 2+53=0 63+ ,+53=0 2= 3
T - 1{ 1-23=0 = 1= 23 ®{1=23
=(2 3 3 3)= 3(211)
Onprend = (2,1,1)etona _4= ()
6.
3 +2 =0 =0
+ + =03 (302+ (010)+ (211)=(000) «{ + =0 «{ =0
2 + =0 =0
( , , ) estune famille libre dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est une base de  °.
7.
()=0s, ()=, ()=-
Donc
01 O
=(0 0 0)
0O 0 -1
g}
Oou
3 0 2
=(0 1 1)
2 01

Allez a : Exercice 46

50



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

Correction exercice 47.
1 1 2 -1

-1 -1 -2 2 to 11
1. det,,, )= 0 -1 1 OI: -|-1 -1 2| en développant par rapport a la derniére
0 0 1 0 0 -10
ligne. Puisd &(t;, 5, 3, 4) = — |_11 _21| = —1, de nouveau en développant par rapport a la derniére
ligne. Ce déterminant est non nul donc ( 1, », 3, 4) €stune base de *.
2.
-6 -3 0 6 1 -3
4 .., 6 3 0 -6 1, _, 3
Les coordonnées de ( ) danslabase sont: ( 0 0 -3 3)( o) = ( O)
O 0O 0 o0 0 0
()=-31+3,=-3(1- 2)=-3
-6 -3 0 6 1 -3
. ., 6 3 0 -6,,-1, _,3
Les coordonnées de ( ) danslabase sont: ( 0 0 -3 3) (_1) = ( 3)
O 0O 0 O 0 0
()=-31+3,+33=-3(1- 2~ 3)=-3
-6 -3 0 6 2 0
. .., 6 3 0 -6,,-2, _,0
Les coordonnées de ( ) danslabase sont: ( 0 0 -3 3)( 1) = (0)
O 0O 0 oO 1 0
()=0a4
-6 -3 0 6 -1 0
. .., 6 3 0 -6 2, _,0
Les coordonnées de ( ) danslabase sont: ( 0 0 -3 3)( 0) = (O)
O 0O 0 o0 0 0
()=04
-3 0 0O
_,0 -3 00
3 ()=« 0O 0 O 0)
0O 0O 0O
Allez a : Exercice 47
Correction exercice 48.
-1 1 -2 2 -1 1 -1 2
4,1 -2 3 -1_,1 -2 1 -1 .
1. d€t, ,, )—|O 1 1 0|—|O 1 0 O|,enadd|t|onnant, 3+ o
-1 1 -1 1 -1 1 0 1
Puis en développant par rapport a la troisieme ligne :
1 2 3 1 2 3t 1
o (_\ 1 2 -1 -1 1 _
-1 0 1 -1 0 0
Donc( , , , )estunebasede 4.
-1 1 -2 2

.1 -2 3 -1
= 0o -1 1 o)
-1 1 -1 1
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1 — 1t 2-23+t2 4=
_ _ 2 1= 22+3 3= 4= >
— =1 — E=2 T _
3 -2t 3 = 3
a{ — 1+ 2= 3% 4= 4
1 -1t 2= 23+2 4= 4
L 2%t 1 — 2t 3t 4= 1t 2
3 -2t 3 = 3
4t 2{ -2+ 23 = 2+ 4
-1t 22— 23+2 4= 4
— o2t 3t 4= 1t 2
E=1 ,_
37 2 —4=— 17 2%t 3
4= 2{ 37 4= 1t 4
zdonne 4= 1+ 2- 3
adonne 3= - 1+ 4+ 4= - 3+ 4

pdonne ,= 3+ 4— 1= 2= 2- 3+ 4+ 1+t 22— 37 17 2

1 donne

= 1t 2-23— 4

11 -2 -1
1> g -1_,0 1 -2 1
D’ou I’on déduit que —(0 1 -1 1)
11 -1 0
-3
3. Lescoordonnéesde ( ) danslabase ( 1, 2, 3, 4) sont:( "i
-1
Donc ()= 1- 2+ 4=-(1%+ 2- 4)=-
-3
Les coordonnées de ( ) danslabase ( 1, 2, 3, 4) sont:( i
-1
DonC():_21+32+ 3_24: -
-3
Les coordonnées de ( ) danslabase ( 1, 2, 3, 4) sont: ( ‘:’
-1
Donc ()=31-5,-23+2,= -
-3

Les coordonnéesde ( ) danslabase ( 1, 2, 3, 4) sont:( i

DonC():_41+42+ 3_24: -

Autre méthode

52

-1

= =23+ 4

0 -1
-1 1
D () =«
-1 -1
0 1
-1, -2
"D (CH =«
-1 1
0 -2
-1 3
D) =«
-1 -1
0 2
-1, , -1
D =
-1 1

1= 2= 23+2 4= 1= =23+ 2=2( 2= 3+ )+2( 1+ 2- 3)- 1
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1 1 -2 -1 -3 -2 3 0 -1 1 -2 2
_ _ -1 _ 01 -2 1 3 1 -3 -1 1 -2 3 -1
- = ( )‘(01—1 1)(10—1—1)(0—110)
(11—10 —1—12—1)—11—11
-1 0 0 2 -1 1 -2 2 -1 1 0 0
:(O 0 1 O)(l -2 3 —1):(0 -1 1 O)
1 0O 0 -1 0O -1 1 0 0 0O -1 1
-1 -1 1 O -1 1 -1 1 0 0 0O -1
5.
01 0O 01 00O 0O 1 0O 0O 01 0
_,0 0 1 O 2,0 0 1 0,,0 010 _,000 1
(g oo P9 “=(y 50200027 (o0 o0 ¢
0O 0 0O 0O 0 0O O 0 0O 0O 0 0O
0O 01 0 0 01 O 0O 0 OO
4_,0 001 ,0001 _,0000
Et (0 00 O)(O 00 O) (0 00 0)
0O 0 0O 0 0 0O 0O 00O
Comme = "% |, + = 14 1= (+) i= -1
Donc( + )%= -1 -1 -1 1= 4 -1 ~1 =" lamatrice nulle.
Allez a : Exercice 48
Correction exercice 49.
1.
-2 42 +3 =0 . -2  +2 +3 =0
+ + o+ =04 “f _ F o+ =0 T 24— 1{ _ -0
- -+ +2 =0 24— -2 + =0
=0
=0
o { - 0
=0

Il s’agit d’une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, c’est une base de 4.
2. Lescoordonnéesde ( ) dans sont

-7 6 6 6 -2 -4 -2
0O 2 0O -1 -2 -1
=(_53 3 5 9 (D =(_5 =2(_3) =2
-6 3 6 5 -1 -2 -1
Donc ( )=2
Les coordonnéesde ( ) dans sont
-7 6 6 6 0 0 0
0O 2 0O 1 2 1
=(_53 3 5 9 (g =0y =2(y =2
-6 3 6 5 1 2 1
Donc ()=2
Les coordonnéesde ( ) dans sont
-7 6 6 6 2 -2 2
0O 2 0 0,0 0 0
‘(_3323)(1)=(_1)=—(1)=-
-6 3 6 5 1 -1 1
Donc ()= -
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3 4

Les coordonnéesde ( ) dans sont
-7 6 6 6 3 -3 3
0O 2 0 0,0 0 0
=(_3 3 5, 9 () =021 (]
-6 3 6 5 2 -2 2
Donc ()= -
3.
() ) ) ()
2 0 0 0
= '()=(o 2 0 0y
0 0o -1 0
0 0 0 -1
4,
2 0 2 3
-1 1 0 O
‘(—1 0 1 1)
-1 1 1 2
5.
1 =21 +23+3,4= 4
_ .o 20 1t o2 = 2
-1 t 3+ 4= 3
— 17 2%t 3+2 4= 4
1 T2 t+23+34=
_22- 1y 25,-23-34=-1%2;
23— 1 - 4=- 1+23
24— 1 ~2 t 4= 1t 2,
D’apres 3
4= 123
Ce que I’on remplace dans 4
=25+ 1=23==1t2 40 -2,=-21+23+2 4= 2=
On remplace ces deux résultats dans »
2(01- 3= 4)-23-3(1-23)=- 1+2,-23=2,-43+2,
= 3=~ 2t23- 4
Et enfin on remet le tout dans 4
=2 1+2(- 2+23- )+3(1-23)= 12-21=-21+2,+23+2,
© 1= 17 27 37 4
Donc
1= 1~ 27 37 4 1 1 -1 -1 -1 1
2= 17 37 4 2 1 0 -1 -1 2
{3: 2"'23‘4@(3)_(0 -1 2 —1)(3)
4= 123 4 1 0 -2 0 4
Donc
1 -1 -1 -1
_1_(1 0o -1 —1)
o -1 2 -1
1 0 -2 O
6.
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-7 6 6 6 -2 0 2 3 1 -1 -1 -1 -4 0 -2 -3
41 _ 14,0 2060,-12 2 00,_,12 0 -1 -1,,-2 2 o0 o0
B (—3 3 2 3)( 1 0 1 1)‘(0 -1 2 —1)(-2 0 -1 —1)
-6 36 5 -1 -1 1 2 1 0 -2 0 -2 -2 -1 -2
2 0 0 0
_,0 2 0 0
‘(o 0 -1 o)
0 0 0 -1
Allez a : Exercice 49
Correction exercice 50.
1. = ()= (1) = e+ e, voir lamatrice.
1 0 -1 1 1 1
, .1 0 -1 1, ,1 1
Les coordonnéesde = ( ) dans la base sont.(0 1 -1 1) (O) (1)
01 -1 0 O 1
To1g_ L1l
de(t, ,, )=1] 0o 111 01
1 0O
0 0 0 1
En développant par rapport a la quatrieme colonne.
11 1 11
det, ,, )=1]1 0 1|:|0 1|:17t0
1 0O
En développant par rapport a la troisiéme ligne.
Donc( , , , )estunebasede 4.
1111
1 01 1
2 ‘(1 00 1)
0O 0 0 1 , ’ , '
1f 2+, 3f 4= 1
— - - 1"" 3+' 4= 2
1t 4= 3
’ ’ , , { 4= 4 ’
2= 1~ 17 37 4= ’1‘(’3‘ D-(2- 3)- 4 1= 37 4
- 3:2_1j4:2—3 - g=1—2
1= 37 4= 37 4 3= 27 3
{ 4= 4 { 4= 4
0O O 1 -1
41_,1 -1 0 O
Donc —(O 1 -1 0)
O 0 O 1
1 0 -1 1 1 0
) 10 -1 1, ,1 0
3. Lescoordonnéesde ( ) dans la base sont(O 1 -1 1) (1) —(O)
01 -1 0 O 0

Donc ( )=0 4
()= ,onaaussi ()= 1+ , c’est donné par la deuxiéme colonne de la matrice, on en aura
besoin plus tard.

()= ((N= 2)=,
()= (2(N= 2= 21+ 2= ((D+ (D)= (1+ 2+ 3+ )
= ()+ (2+ ()+ (= 1=

Il suffit de faire la somme des quatre colonnes pour trouver les coordonnées de ( ) dans la base
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4,
0 001
_,0 0 0O
_(0 10 O)
0 010
5.
0O 001 O0O0O01 0 010
»_,0 0 O0O,0O0O0O_,00O0TO0
_(O 10 O)(O 10 O)_(O 00 O)
0 01 0 O0O0O10O0 0100
0010 0O010O0 0 00O
4_,0 0 0 0,0 0 OO _,00O00O0
" o00doo0d o000
01 00 0100 0 00O
or = “Ldonc 4= ( -1)4 = -1 -1 -1 -1_- 4 -1_
6. Soit 4 il s’exprime sous laforme = ; + , + 5 + , danslabase '?
0001 1 0 4 0
_ 0 00O 2 _,0 0, ,0
ker)= ()=04= “(g 100 [ =(=0)=(y
0 01 0 () 0 3 0
Donc = ; ,k e(r) estladroite vectorielle engendrée par le vecteur
7. ()= ) () (), ()= (04,,,)= (..)
(, , )estune famille (car ( , , , ) estlibre) et génératricede ( ),c’estunebasede ( ).
Allez a : Exercice 50
Correction exercice 51.
1. Soit =( 41, 2, 3, 4) ke(r)
-1—- 2=0 _
(Y=0uof, 070 _ _i3lg
“21- 3+ 4=0 2
_ 1:0 3= 4
= (0,0, 4, 4) = 4(00,1,1)
Onpose = (0,011)
2. Oncherche lesvecteurs = ( 1, 2, 3, 4) telsque = ()
-1 -1 0 0 1 0 —1- 2=0
0O 0 0 O 2 0 0=0
=== =05 o 1 20P=() -t v =1
-1 0 0 O 4 1 - ,.=1
1=-1
={ ,=1
4= 1+ 3
On prend un 3 quelconque, 3 = O par exemple
Onpose =(-1,1,0,1)
3. Premiére méthode
En regardant la matrice, il est clairque ( 3) = — 3,donc = 5 convient
Deuxieme méthode
On cherche les vecteurs = ( 1, 5, 3, 4) telsque ()= -
T 17 2= 71 -0
_ 0=-> 2 -
(V== {5 - 4+ ,=-,°H UL 4=0
- 1=— 4 4 = 1

= (0,0, 3,0) = 3(0,0,1,0) = 33
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4.
8 11 8 _01 0 0 -1 0 0 -1
det, ,,)=| |=-(-1)J1 1 o0f=J1 1 O
1o 1.0 10 1 10 1
1 1 0 1
En développant par rapport a la premiere ligne
0 -1 0 O
0O 1 0 -1 1 1
det, . )=l g 1 olF7lp (=270
1 1 0 1

En développant par rapport a la premiere ligne
Par conséquent  est une base de 4.
5. Lescoordonnéesde ( ) danslabase sont
-1 -1 0 O 1 -1 0 1

_,0 0 0 0,0 _,0,_,0 _,0 _ _
- (_2 0 -1 1) (0) - (_1) _(1) (1) -
-1 0 O 0 1 -1 0 1
Donc
()= -
6. On en deduit que
01 O 0
_(0 0 0 0,

0O 0 -1 1
O 0 0 -1

7. Lerangde estle méme que celui de ,lamatrice a trois colonnes libres, (les seconde, troisieme et
quatrieme) donc son rang est 3, donc le rang de  est 3.

Les coordonnées de ( ) dans la base sont
-1 -1 0 O 2 -1
0 0 0O O -1
‘(—2 0 -1 1)(—1)‘(—2)
-1 0 0O O 1 -2
Donc ()=-1-23-24
Les coordonnées de  2( ) dans labase sont

-1 -1 0 0 -1 1
2 _,0 O 0 O 0, _,0
-1 O O 0 -2 1

Donc 2( )= ;+23+ 4
Les coordonnées de 3( ) dans la base sont
-1 -1 0 O 1 -1

3 _ 2 _, 0 0 0O 0, ,0, _ _, 0
- ( )_(_2 0 -1 1) (2) - ( )_(_3)
-1 0 0O 0 1 -1
Donc 3( ):_21_43_24
s
det, ()20, %=1 %9 %=12 -2 -3
1 -2 1 -1 ¢t -1

En développant par rapport a la deuxieme ligne, puis en remplacant la deuxieme colonne par elle-méme
plus la premiéere colonne et la troisieme par elle-méme moinss la premiere colonne
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-1 0 O

det, (), 20), A N=1-2 -4 -1=-1_7 J'1=5%0
-2 -1 1
Donc( , (), (), 3())estunebasede *
9.
Les coordonnées de 4( ) dans la base sont
-1 -1 0 0 -1 1 -1 1
4 _,0 O O O 0, _,0, _ _ o, ,0
_(_2 0 -1 1) (_3) _(4) - 2(_3) (2)
-1 0 0 0 -1 1 -1 1
Cequimontreque 4( )=-23()- 2()
() 20) 3) *0)
0 00 O
- (L 00 o0 ()
010 -1 2(1)
0 01 -2 3()
10. Soit  la matrice de passage de  a
= -1 - = -1
D’autre part = -1
Donc
-1 = -1
Ce qui entraine que
- -1 N G S S
Soit = 1
Allez a : Exercice 51
Correction exercice 52.
1. Soit =( 1, 2, 3, 4) ke(r)
3 -1 1 -3 1 0 31— 2+ 3-34=0
1 1 -1 -1 2y _,0 1+ 2— 3— 4=0
1 0 0 -1 4 0 1— 4=0
31— 2+ 3-34=0 -2+ 3=0
1+ 2= 3= 4=0 1~ 4=0 1= 4
{ ) . (-

1= 4
Donc = ( 4, 3, 3, 4) = 3(01,10) + 4(1,00,)
Onpose = (0,1,10) et = (1,0,0,1), c’est deux vecteurs engendrent k e(r) et ils ne sont
proportionnels, ils forment une famille libre et génératrice de k e(r), c’est une base.
2. Soit = (1, 2, 3 4) 1
3 -1 1 -3 1 1 31— 2% 373 4= 1

1 1 -1 -1 2y _, 2 + o -
() 1-(y 1 1 (D=0 ¢ 723 72

3 2 3= 3
1 0 0 -1 a4 ) =
21— 2+t 3-34=0 4 4-23+ 3-34=0 3= 4=0
o 1= 3— 4=0 o f 24— 3= 4=0 8T 4=
2—23=0 2=2 3 2=2 3
17 24=0 152 4 1524
1524
={2=24
3= 4
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Donc = (2 4,2 4, 4, 4) = 4= (2221,1) par conséquent sion pose = (2,2,1,1) ona ;=

()
3. Lamatricedek (¢ - )?danslabase est( - )2
2 -1 1 -3 2 -1 1 -3 0O -1 1 1
_ye_, 1 0 -1 -1, ,1 0 -1 -1, _,1 -2 3 -1
( ) (O 1 -2 O)(O 1 -2 0) (1 -2 3 —1)
1 O 0O -2 1 O 0o -2 0O -1 1 1
Donc
0O -1 1 1 1 0
_ vy L 1 -2 3 -1, 2 _ 0
_(l! 2y 3 4) ke((r )) (1 _2 3 _1)( 3) (0)
0O -1 1 1 4 0
— 2%t 3+ 4=0
o 172 ,+3 3~ 4=0®{1‘22+33‘ 4=0@{1—22—33+ 4
172 ,+3 37 4=0 — 2%t 3t 4=0 2= 3t 4
— 2%t 3+ 4=0
@{1—23*'24 33+ 4=-3+34
2= 3%t 4
Donc

=(- 3+3 4 3% 4 3 4= 3(-1110)+ 43101)
Le tout est de ne pas prendre 3 = 4 sinon on retombe un vecteur proportionnel a (2,2,1,1) on prend
n’importe que quoi d’autre par exemple 3= 1et 4, =0

Ensuite on regarde les coordonnées de = (—1,1,1,0) dans la base canonique
soit
3 -1 1 -3 -1 -3 2 -1
1 1 -1 -1 1 -1 2 1
=(g 1 1 ()= =-(P+r()=~ +
1 0 0 -1 0 -1 1 0
4,
1 0 2 -1
01 2 1
de(t,,,)—lO 1 1 1|
1 01 O
En soustrayant la quatriéme colonne avec la seconde
1 0 2 -1
0 1 2
de(t, ,,)=10 1 2 ol=-10 1 1=-11 J=1%0
1 0 1
1 01 O
Donc( , , , )estunebasede 4.
5.
O 00 O
_(0 00 0)
“'0 0 1 -1
O 00 1

Allez a : Exercice 52

Correction exercice 53.
1.
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2 -1 0 1 1 0
=(12sad kDo ()=0ae = =(g 0 2 (=)
-3 1 0 -2 4 0
21- 2%t 4=0 21- 2%t 4=0 —24- 2% 4=0
1t 4=0 1=~ 4 1=~ 4
=1 3=0 - 3=0 =1 3=0
=31+t 2-24=0 —3 1+ 2724=0 34t 2724=0
2= 7 4
1= 7 4
= { 4= 0
2= 7 4
=( 1 230 4)=( 4~ 40, 4)= 4(-1,-101)
= (-1,-1,01) engendre k e(r).
2. (04)=04= 0 4,doncO 4
Soient et deuxvecteursde ,ona ()= et ()=
Par conséquent
( + )= )+ ()= + =0 + )
Ce qui montre que  +
est un sous-espace vectoriel de .
3.
2 -1 0 1 1 1
“(n2aad = ()=- « =- (2 20 Ly(Hh=-()
-3 1 0 -2 4 4
21—+2+_4_:— 1 31+‘ 2+‘" 4_=00 3,- ,+ 4=0
o 1 :4: 2 o 122—8_ o{ 1+ 2% 4=0
3 3 3= 2. =0
“3 1% 2-24=-4 831+ 2= 4=0 :
31— 2+ 4=0 31— 2+ 4=0 27 1
= o+ 1{ 41+2,4=0 «{ 4=-21 ={a=-2,
S:O 3=0 3=O
=(1, 203 4=01, 1,0,-2 1) = 1(1,10,-2)
= (1,1,0,—-2) engendre _;.
2 -1 0 1 1 1
“(L2aad 1= ()= = = «(2 29 1y(Hh=(?
-3 1 0 -2 4 4
2 1= 2% 4= 1 - 2t 4=0
o 1t 4= 2 - { —2+4:0®1{ 1= 2+t 4=0
3= 3 0=0 2 =31+ 2-3 4=
—3 1t 272 4= 4 =31+ 2-34=0
~ Lo 2t 4=0®{1‘_4
2*t3 2" —2,=0 2=0
=( 1 203 4)=( 40, 3 4)= 300010+ 4(-100,)
Onpose = (0,0,10)et =(-1,00,1),( , )engendrent 4, de plus ilsne sont pas proportionnels,

donc ils forment une famille libre, ¢’est une base de 1.
4. Premiére méthode

-1 1

0 -1,
1 1 0 0
1 -2 0 1 1

En développant par rapport a la troisieme colonne
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1 -1 1 -1 1t 3 0

-1 0

Pascal Lainé

o

det, ,, )= 2/-1 1 0]l= 2 [-1 1 o|:|_01 _11|:—1¢0
3 1 -2 1 3 1 -2 1
En développant par rapport a la troisiéme colonne
Donc( , , , )estunebasede 4.
Deuxieme méthode
+ + o+ :04©{_+:0:0 = { 20 = { 20 = |
-2 + =0 -2 + =0 - + =0
(, , , ) estune famille libre 4 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4, ¢’est une base.
5. D’apres les questions précédentes on a
()=04 ()==-; ()= et()=
Donc
() ) ) ()
0 0 0 0
()= (0 -1 0 0)
0 0 1 0
0 0 0 1
Allez a : Exercice 53
Correction exercice 54.
1.
1 2 3 4 1 37 1 at
1 0 1 -1 1 0 0 0 1 2 1 3
ddtl, 2131):|2 1 3 _1|:|2 1 -1 1, = 2|3 1 5
3 1 5 -1 3 1 -2 2 3 -2 0 -3
-2 0 -3 0 -2 0 1 -2
1 2 1 3
1 2
= 72— 1|11 0 2|=—|_2 _3|——1
3 -2 0 -3
1 0 1 -1
_,2 1 3 -1
( 3 1 5 —1)
-2 0 -3 0
-1 2 -2 -2 1 1
. -2 3 -2 =2 2 2
2. Lescoordonnéesde ( ;) dans la base sont(_2 5 _1 _2) ( 3) = ( 3)
O 0 0 1 -2 -2
Donc (1) = 1+22+33-24= ;
-1 2 -2 -2 O 0
. -2 3 -2 -2, ,1 1
Les coordonnées de ( ») dans la base sont(_2 > _1 _2) (1) l)
O 0 0 1 0 0
Donc (2)= 2+ 3= »
-1 2 -2 -2 1 1
. -2 3 -2 -2 3 3
Les coordonnées de ( 3) dans la base sont(_2 > _1 _2)( 5) ( 5)
O 0 0 1 -3 -3

Donc (3)= 1+3,+53-3,= 3
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-1 2 -2 -2 -1 1
. -2 3 -2 -2, ,-1 1
Les coordonnées de () dans labase sont( _ > _1 _2) (_1) (1)
0O 0 O 1 0 0
Donc ()= 1+ 2+ 3=-
1 00 O
(010 0,
0 01 O
0O 0 0 -1
3. ()= 1 , ()= 5 et (3)= 3 ,( 1, 2, 3) estune basede donc pour tout
, ()
Pour tout , ()= () , et est linaire donc  est un endomorphisme de
(1) (2 (3)
()= 1 0 o 1
( 1 2 3) (o 1 O) 2
0 0 1 3
4. ( 1, 2, 3)estunebasede ,( ) estune basede (),et( 1, 2, 3, )estunebasede 4, donc
4= ()
5. Par définition de la somme directe, pour tout 4 il existe un unique et un unique
()telque = +

O= (+)= O+ ()= -

Allez a : Exercice 54

Correction exercice 55.

1.
-1 0 -3 -12
- 7 -3 -1 -3 -1
| 5 - 7 ]=(-10 )] -5 1346” f
6 5 7_ 2 7 2 7 7

=(-10 )[- (7- )-14-5-3(7- )+243+6(-2112)
(10 )(%-7 -13-5B+3)-12672
-10°+70+1490 3+72+14-1515-12672
=-3-32-3 -1=-( +1)°

Si =-lalors - = + n’estpasinversible.

1
Soit = ( 1, 2, 3) et = ( 2) sescoordonnées dans la base canonique.

3

-9 -3 -12 1 0
ke(r+ ) - ke(r+ )=( +) = <=(5 1 7)(2)=(0)
6 2 8 3 0

—91—32—123:0 31+ 2+43:0
«{ 51+ 2+73=0 {51+ 2+73=0-+=
61+22+83:0 31+ 2+43:0

_ 9
{31+ »+43=0 {31+ 2+33—0 {—§3+ 2t 4 3=
T o271t 2,4343=0 ° i=-=4 3
2 15753

1
255 3
2

= { __3

1= 75 3

3 1
Donc = (_E 3,5 3 3) = ?3(_3,1,2)
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-3
Donc k e(r + ) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur colonne ( 1) .
2
2. (+ ) )=0se ()+ =03« ()=-
-3 1
3. Sionpose =(1)et =( 2)ou sontlescoordonnéesde dans labase canonique alors
2 3
-9 -3 -12 1 -3
()= - = = - <«(+) = <(5 1 7)(2=(1)
6 2 8 3 2

—91—32—123=—3 31+ 2+43:1
3.+ ,+45=1
— — 1 1 2 3

61+22+83:2 31+ 2+43:l
_ 9
{31+ o+4 3=1 {31+ 2+g3—1 {_E 3+ ,+43=1
T 27 1t 2,+4353=0 ° 1= —= 4 - 3
2 1575 3
1
_pTzett
__3
1~ 23
Sionprend 3= 0onapoursolution = (0,1,0).
0 1
Sionpose = (1) et =( 2) ou sontlescoordonnéesde dans labase canonique alors
0 3
-9 -3 -12 1 0
()= - = = - <«(+) = =(5 1 7)(2=(1)
6 2 8 3 0
_91_32_123:0 31+ 2+43:0 _
o{ Sa1*+ 2+73=1 <{5:+ 2+73=1- 1{21: 2:;13:2
6 ,+2,+83=0 3.+ ,+45,=0 2717 2 3-
~ 9 3
31+ 2+43=0 3a 2;43_10 _§3+§+ 2+43=0
= 2-al 3 03,21 =5 3t = _.8 1
17 232
1 3
o 27
_ .3 1
172372
Sionprend 3= 1onapoursolution = (-1,-1,1).
-3 0 -1 _, 4
4, det, ,)=]1 1 -1]=| |=-1# 0donc( , , )estunebasede 3.
2 1
2 0 1
-1 1 0
5 =(0 -1 1)
0 0 -1
0 1 0
6. ( + )=(0 0 1), pardesimplecalculsontrouveque ( + )3=
0O 0O
(+ 3= T+ HE=((+) Y= (4 )2 1=
7.(+ )« 3+32+3 + = & (-32-3 -3)=

Donc 1=-32-3 -3
Allez a : Exercice 55

Correction exercice 56.
63



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

1.
(1) (1) (3)
-0 2 -1 1
(2 -5 4) 2
3 -8 6 3
2. Soient L= 3)()=03= ()- =03 ()=
(03)=03 03 1
Soient , 'deux vecteursde ;donc ( )= et ( )= ', soient , 'deux réels
( + D= )+ ()= +
Celaentraine que + 1, par conséquent ; est un sous-espace vectoriel de 3.
Soient 5, (%2+ 3)()=03< 2()+ =03 2?()=-
(03)=03 203)= (03)=03=-03s O3 -1
Soient , 'deuxvecteursde _;donc ?( )= - et ?( ') =- ', soient , 'deux réels
200+ )= )+ A D)= (=) =)= + )
Celaentraine que + _1, par conséquent _, est un sous-espace vectoriel de 3.
Remarque :
On peut aller plus vite en remarquant que + 3 est une application linéaire et en invoquant le fait
que le noyau d’une application linéaire un sous-espace vectoriel de 3. Et puis pareil pour 2+ 3.
3.
0 2 -1 1 1 252- 3= 1
1= ()= = = (2 -5 4)(2)=(2) «{21-5,+43=,
3 -8 6 3 3 31-8,+63= 3

—1+t2,- 3=0
={21-6,t43=0
3 1~ 8 2+ 5 3= 0

Maintenant on peut appliquer la méthode du pivot de Gauss (a 1’étape d’avant ce n’était pas possible).

1 —1%t2,2- 3=0 1 —1+%2,- 3=0 1 —1+2,- 3=0
12 2{21-62+43=0e ,{ 1-32+23=0« >+ 1 { -+ 3=0
331_82+53:0 331_82+53:O 3+31 _22+23:0
@{— 1+22— 3:0@{1: 3
-2+ 3=0 2= 3
=(3 3 3)= 3(111)
1 est la droite vectoriel engendrée par le vecteur = (1,1,1), ; = ().
2 — 2 _
Lo A)=- - 2 ==

0 2 -1 0 2 -1 1 -2 2
2=(2 -5 4)(2 -5 4)=(2 -3 2

3 -8 6 3 -8 6 2 -2 1
1 -2 2 1 1 1-22+23=- 21-2,+23=0
(2 -3 2)(2)=-(2) «{21-32t23=-«{2:-2,+23=0
2 -2 1 3 3 21_22+ 3=~ 3 21—22+23:O

= 1= 2+t 3=0e= 1= 5- 3
= ( 27 31 2 3) = 2(11110) + 3(_ 11011)
On cherche un vecteurde _q,prenons ,=1et 3=0: =(110)= 1+ >

()= (1+ 2= ()+ (2=2,+33+2,-5,-83=2,-3,-53
Il faut vérifier que ce vecteur est biendans _;, 1 — ,+ 3=2—3+ (=5)=0,c’estbon, ( )
_ ensuite il faut montrer que ( , ( )) estunebasede _;.d i (m.q) <3or( , ( )) estune
famille libre (car et ( ) ne sont pas proportionnels) dans un espace de dimension inférieur ou égale a

2, celaentraine a lafoisqued i (m_;) = 2, qu’alorsd i (m.4) = 2etque ( , ( )) estune base de cet

espace.
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Il'y a plusieurs méthode possible, la plus basique est de montrer que ( , , ( )) estune basede 3, on
passe, c’est trop facile. Deuxiéme méthode, soit 1N -1,
1= ()= (()N= ()= et _1 < 2()=-,celaentraine que
- = o =0 s,autrementdit ;0 _;={0 s}
Commed i (m)+di(my)=1+2=3=di(m?%,onendéduitque ; 1= 3.
Remarque :

Sans rien faire de plus on peut en déduire que  est une base.
4. 1l faut d’abord calculer ( ), ( )et ( ( ))danslabase( , , ())

()= ocar 1.

()= ()eacestsarlet ( ()= 2()=-

On en déduit la matrice de danslabase ( , , ())
() () 20)
1 0 0
(o0 0o -1

0 1 0 ()
5. Il fautcalculer 2( ), 2( )et 2( ()) danslabase( , , ())
()= ((NH= ()=
2( )= -
20(N=3)= (2N= =)==-10(0)

Donc la matrice est

() 2) ()

1 0 0

(0 -1 0)

0 0 -1 ()

Autre méthode la matrice de 2 est la matrice de  au carré
1 0 0 1 0 0 1 0 O
(0 0 -1)(o 0O -1)=(0 -1 0)
0 1 0O O 1 0 O 0 -1
Allez a : Exercice 56

Correction exercice 57.
1. Onappelle , les coordonnées de , dans la base canonique

Les coordonnées de ( ,) dans la base canonique sont

2 -2 1 -2 O -2
_¢ 0 1 0 0 1, _, 1
1 -1 1 -1 O -1

Les coordonnées de 2( ) dans la base canonique sont

2 -2 1 -2 =2 -4

0O 1 0 0O 1, _, 1
(—3 0 -2 2)(0)‘(4)

1 -1 1 -1 -1 -2

Les coordonnées de 3( ) dans la base canonique sont
2 -2 1 -2 -4 -2
O 1 0 O 1, _, 1
1 -1 1 -1 =2 1
Montrons que ( 5, ( 2), 2( »), 3( 2)) estlibre
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o

0 -2 -4 -2 0
2t (D+ A+ A D=0se (D () + ()+ (2)=()
0 -1 -2 1 0
-2 -4 -2 =0 -2 -2 =0 + = + =0
+ + + =0 + + =0 + + =0 =0
= 4 =0 =1 =0 = =0 = =0
- -2 + =0 - + =0 -+ =0 - 4+ =
=0
=0
-{ 2,
=0
( 2, (2), 2(2), 3( 3)) estune famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, ¢’est une
base.
2.
Les coordonnées de 4( ,) dans la base canonique sont
2 -2 1 -2 =2 -8 -4 0
0 1 0 0 1 1 1 1
(55 o -2 2)(g)=Cg)=20,)-(y
1 -1 1 -1 1 -4 -2 0
Donc 4( p) == 2+2 ?( )
(2) 2(2 32 42
O 0 0 -1 2
_ .1 0 0 0 (2)
= (o 1 0 20 %y
O 0 1 0 3(,)
3. Oncherche lesvecteurs = ( 1, 2, 3, 4) telsque ()=
2 -2 1 =2 1 1 2 1-2 5+ 3=2,4= 4
_ 0 1 0 0 2y _ 2 2= 2
()_ < = ‘:'(_3 0 -2 2)(3)_(3)‘:’{ _31_23+24:3
1 -1 1 -1 4 4 1~ 2% 37 4= 4
1 122+ 3-2,4=0 1 1722+ 3-24=0
= 2{=31-33+24=0 « ,+31{ -62-4,4=0
3 1~ 2%t 3724=0 37 1 »=0
1+ 3=0 3= 71
={ 470 <{ 4=0
2=0 2=0
=(1,0,- ;,00= 41(1,0,-10)
4. Lescoordonnées de ( ) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 1 2 1 1
O 1 o0 o0 -1 -1 0 -1
=5 5 _p () E(ID (D= o+
1 -1 1 -1 1 1 0 1
Les coordonnées de () dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 1 -1 1
O 1 o0 o0 0 0 0
=(_5 5 _p (P =) =-(1D =~
1 -1 1 -1 1 -1 1

Donc ()= -
5. Oncherche lesvecteurs = ( 1, 2, 3, 4) telsque ()= -
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2 -2 1 =2 1 1 1
0 1 0 0 2 0 2
()= - = (5 o 5 )00 =0)-07))
1 -1 1 -1 4 1 4
2172+ 3-24=1-, 3172+ 3-24=1
2=~ 2 2,=0
“logy-25+2,=-1- 5 "1 —3,- Je2,=-1
17 2% 37 4=1- 4 1~ 2%+ 3=1
31+ 3-24=1 _
2=0 2= 9
Q{_B 1~ 3+24—_1®{_31__3-:::_24__1
1+ 3_1 1~ 3
2= 2=0 2=0
o {-3(1- 3)- 3+24=-1={24=2-23-{4=1- 3
1=1- 3 1=1- 3 1=1- 3

Prenons 5 = O par exemple, alors = (1,0,0,1)
6. On peut montrer que la famille * ‘est libre et rappeler qu’elle a 4 vecteurs dans un espace de dimension
4 ou alors calculer le déterminant

1 1 0 -1
0O -1 0 O
de(t"’)‘l—l 0 -1 1I
1 1 1 o0
On développe par rapport a la seconde ligne
1 0 -1
de(t, ,, )=+(-1]-1 -1 1]
1 1 0
Puis par rapport a la premiere ligne
de(t, .. )=-(7" J-17" h=--1-0=120
1 0 1 1
Donc ' ‘est une base.
7.
)y ) ) O)
1 1 O 0
_ (O 1 0 O)
-0 0 -1 1
O 0 o0 -1
8. On pose
0 -2 -4 -2
1 1 1 1
(o 0 2 o
O -1 -2 1
La matrice de passagede & ,on = -1
Et
1 1 0 -1
- ( 0O -1 0O O)
-1 0 -1 1
1 1 1 o0
La matrice de passagede & ' ,ona = -1
Donc
-1 — -1

Ce qui équivaut a
- -1 -1z (1)t -1)

Ce qui montre que et sont semblables.
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Allez a : Exercice 57

Correction exercice 58.
1. Si o[ 1, A +1) Mc1+2-1=2donc estbienune applicationde [ Jdans [ ].

(11+ 220=C +D( 11+ 2N +D)( 1 M o W= 1 +1) M ( +1) M=
1 (D+ 2 (2)

donc est linéaire, ¢’est méme un endomorphisme de  ,[ ].

2.
(1)=( +1)x0=0=0x1+0x +0x 2
()=( +1)x1=0=1x1+1x +0x ?
(2=( +1)x2 =0=0x1+2x +2x 2
(1 () (2)1
Donc = 0 1 0
(0 1 2
0 0 2
=0 =0
3.+ ((+1D)+ ( +1)2%2=0- 24+( +2) + + + =0<{ +2 =0 «{ =0
+ + =0 =0
Donc BNjst une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 (d i mp[ ] = 3), c’est
une base de L[ 1.
4,
(1)=( +1)x0=0=0x1+0x +0x 2
( +1)=( +1)x1=0=0x1+1x( +1)+0x( + 1)2
(( +D)=( +1)x2( +1)=0=0x1+0x( +1)+2x( +1)?
Donc
(1 (+1 ((+1y
- 0 0 0 i1
(0 1 0) 2
0 0 o (*1)
5.
0 10 010 0 1 2
2=(0 1 2)(0 1 2)=(0 1 6)
0 02 0 0 2 0O 0 4
0 10 0 1 2 0 1 6
3= 2=(0 1 22(0 1 6 =(0 1 132
0O 02 0 O0 4 0O 0 8
Si >0
0O 0 O
=(0 1 0)
0 0 2
Et 0=
6.
La premiére colonne de la matrice  est nulle, donc le rang de  est inférieur ou égal a 2, les deux
suivantes ne sont pas proportionnelles, donc le rang de  est au moins 2.
()= ()=2
7.
( Yestengendrépar ( ) =1+ et ( 2) =2 + 2 2, cette famille constitue une base de
()
8.

D’aprés le théoréme du rang, la dimension du noyau de est 1, car
di itk e(r)+di(m()=di m[ [=3
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Or (1) = 0, donc le noyau de est la droite vectorielle engendrée par le « vecteur » 1. (C’est-a-dire le
polynéme constant égale a 1).
Allez a : Exercice 58

Correction exercice 59.

1.
( + )= + +@-) + )= + +@- ) "+ )
= (+@-))+ (+@-))H)= )+ ()
Donc est une application linéaire
° <2 °()=<2
Ellevade ,[ ]dans 5[ ]ils’agitd’un endomorphisme de 5[ ].
2.
(1)=1+(1- )x0=1
()= +(1- )x1=1
(= 2+(1- )x2 =2 - 2
1 1 O
=(0 0 2)
0 0 -1
3 k e(r)
()=0- ( 2+ +)= (3+ ()+ (M= (2 - H+ + =0
o= 2+2 + + =0<{ _:O
= - =(-1

Donc k e(r) est la droite vectorielle engendrée par le polynéme - 1.
()= (@, (), (2= (112 - ?)= (12 - 2
Ces deux polynémes ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre (et génératrice) de
( ) doncunebasede ().
Allez a : Exercice 59

Correction exercice 60.
1. Si ° <2alors °© "<let °( -=1) "<2donc ° ()<?2
D’autre part
( + J)=2( + )-(-DC + )Y=20 + )= -1 "+ )
=2 -(-DH)X+ @ -(C-1H)= )+ ()
Cela montre que  est un endomorphisme de 5[ 1.
2.
(1)=2x1-( -1)x0=2;
()=2 -( -Dx1= +1
(=22-( -1)x2 =2
Par conséquent

2 1 0
=(0 1 2
0O 0 O
3. Soit = 2+ 4+
()= (2+ ()+ (D=2 + (1+ )+2 =2+ ) + +2
Donc
():0“’{2:2:8@{ 7
-T2
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Et

- __ 2, = _( 2_ + 1) = ——( —1)2
> > 2( 2 +1) 2( 1)

Le noyau de est la droite vectorielle engendrée par le polynéme , = (- 1)2
4. D’apres le théoréme du rang
di(e(r))+di(m())=di(my[ ]
Donc
dim(())=di(mf )-di(er)=3-1=2
(1) =2et ( )=1+ sontdeux polyndmes non proportionnels de I’image de , ils forment donc une
famille libre dans un espace de dimension 2, (2,1 + ) estunebasede ( ).

5. Soit = 2+ +
0= =0
()= <2 + ) + +2 = 24 + {2+ = {2 =0
+ 2 = = -
= - = (-1
1= -
6.
-+ =0 =0
#(-D+ (-12=0= - + +(-2) + ?20-{ -2=0 ={ =0
=0 =0

" est un famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base de 5[ ]
7. (1)=2x1, (41)= et ( »)=0,donc
1 (1 (2)

2 0 0 1
= (0 1 0 1
0 0 O

Allez a : Exercice 60

Correction exercice 61.
1. Soient 4, » o[ 1,soient 4, »
(11+% 22=C11% 220 =2( 11+ 220 = 11+ 22=-( =2(1 1+ 22)
= (1= =2 D+ 2 2= =2 2)= 1 (D)+ 2 (2
Donc est linéaire.
2. estun endomorphisme si ’image de 5[ ] par est 5[ ], autrement dit il faut que I’image d’un
polynéme de degré inférieur ou égal a 2 soit un polynéme de degré inférieur ou égal a 2.
Premiére méthode
( 2+ +)= 2+ + -(-2(2 +)

= 2+ + -(2 %2+ -4 -2)=- 2+4 + =2
C’est bon, est un endomorphisme de 5[ ] (parce qu’il est clair que est linéaire d’aprés la premiére
question).
Deuxieme méthode
° <2 ° <1

Donc

Par conséquent
°()=s2
Troisieme méthode
Comme ( 2+ + )= ( 2+ ()+ (1),ilsuffitdevérifierque ° ( 2) < 2,
° ()< 2etque ° (1)< 2,cequiestlecascar
(9= 2-( -2x2 =~ 2+4
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()= -(-2)x1=2
(1)=1-( -2)x0=1
3.
— :O —0
ke(r) e ()=0e=- 2+4 + -2 =0<{ 4 =0 = { —2

= +2 = ( +2
Les polyndmes de k €(r) sont proportionnels au polyndmes + 2, il s’agit d’une droite vectorielle
dont une base est le polynéme  + 2.
D’aprés le théoréme du rang
di(hern)+dimM()=di(m]) el1+di(mM())=3=di(m())=2
(H=-2+4;()=2
Ces deux polyndmes ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de () qui est de
dimension 2, c’est une base de ().

Remarque :
(1) = 1 est proportionnel au vecteur (polynéme) ( ) = 2.

4,
(=4 - 2% ()=2, (D=1
Par conséquent
1 () (2)1
s (0 0 4) )
0 0 -1
5.
x1+ ( -2)+ ( -22=0 + -2 + 2-4 +4 =0
=0 =0
e 2+( -4) + -2 +4 =0<{ -4 =0 <{ =0
-2 +4 =0 =0
" est une famille libre & trois vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base.
6.
1 -2 ( -2)7?
_ 1 -2 4 1
(0 1 -4)
0 0 1
1 -2 4 1 1 1= 2 2+4 3= 1=2 -4 3+
= (0 1 -4(2)=(2)={ 2-43=, ={ 2=43+ ,
0O O 1 3 3 3= 3 3= 3
1= 2( 2+43)-4 3+ 4 1= 1+25,+4 3 1
= { 2= 2+4 3 ={ 2= 2+t43 <= (2
3= 3 3= 3 3
1 2 4 1
=(0 1 4)( 2)
0O 0 1 3
1 2 4
1=(0 1 4)
0 0 1
Remarque :
On rappelle que ~* est la matrice de passage de & , cela signifie que
1=1
=2x1+1x( -2
2=4x1+4x( -2)+1x( -2)7?
7.
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(=1
( -2)= -2-( -2)x1=0
(( =23)=( -22-( -2)x2( -2)=-( -2)?
Donc
1 (-2 -2 1
- ()= 1 0 0 Z5
(0 0 0)
0 0 1 (27
Deuxiéme méthode
On calcule
1 2 4 1 2 O 1 -2 4 1 2 4 1 0 -4
= 1 =(01 4900 4)(0 1 -4=(01 4(0 0 4)
001 00-1 0 0 1 0O 01 00 -1
1 0 O
=(0 0 0)
0 0 -1

On trouve bien sdr le méme résultat (cela fait partie du cours).
Allez a : Exercice 61

Correction exercice 62.
1. Soient ; et , deux polyndmesde 5[ ]etsoient ; et , deux réels.

(11% 2272 (11+ 22~ 2(11+% 22 =2(11% 22~ 2(11% 22)
= (2 1= 2D+ 22 - 2= 1 (D+ 2 ()
Donc est linéaire.
Soit = 2+ o+ A1, =2 4+
()=2( 2+ + )= 22 + )=2 3+2 242 -2 3- 2= 2473
ol ]
Donc est un endomorphisme de 5[ ].
2. (D=2, ()=22- 2= 2¢ (H=23-23=0
Par conséquent

0 0O 1
= (2 0 0
010 2
3. Soit = 2+ + k e(r),
(): 24+ 2 =0 = =0
Donc = 2, unebasedek e(r)est 2etdi (lnel )) = 1.
4,

()= (@, (), ()= (2, %20 = (2, %= (.3
( , 2) estune sous-famille d’une famille libre, c’est une famille libre et génératrice de () c’est une
basede ( )etdi(m ()) =2
Allez a : Exercice 62

Correction exercice 63.
1.

(11+ 22)= 11+ 22v(Q= )11+ 22 +2( 11+ 22)

= 11% 22+(1= )11+ 22+2(1 1% 2 2)

= (1 + Q= ) 1+2 )+ 22+ (1= ) 2+2,5)= 1 (D)+ 2 ()
est une application linéaire.
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2. llestclairqueledegréde ( )= +(1- ) + 2 ' ‘estun polyndme de degré inférieur ou égal & 2
lorsque est un polyndme de degré inférieur ou égal a 2. Par conséquent est un endomorphisme de

of 1.

3.
(=1
(): +(1— )Xl:]_
(9= 2+(1- )x2 +2x2=4+2 - 2
1 1 4
=(0 0 2)
0 0 -1
4,
(1- )+ x1+ (1+2 - 2)=0e- 24(- +2) + + + =0
- =0 =0
s{- +2 =0 { =0
+ + =0 =0
Cette famille est libre, elle a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base de 5[ 1.
5.
(1- )=1- +(1- )x(-1)=0
(=1
(142 = 2)=1+2 - 2+ (1- )x(2-2)+2x(-2)=-1-2 + ?
=-(1+2 - 2
Donc
O 0 O
=(0 1 0)
0O 0 -1

Allez a : Exercice 63

Correction exercice 64.
1. Soit et deuxréelset et deux polyndmes

(4 )=50- D0 + VR x V(v )

- CEL (GRS PO GRS Y G

1 . , 1 . ,
= Ga- A - x Ga- ) =)= O+ ()
Donc est linéaire
Pour ol ]
° <0 °(1- 2) "<2
° <1 ° <2
Donc
*()=2
Ce qui montre que o[ ]entraine que ( ) o[ ].Donc estunendomorphismede 5[ ].
2. Soit = 2+ +
1
k &(r) ()=0«=§(1— 22 + 2 +)-( %2+ +)=0- - =0
Donc = 2+ + = (2+1)+

La famille ( 2+ 1, ) est une famille de deux vecteurs non proportionnels, donc libre, qui engendre
k e(r) donc c’est une base de k e(r)
3. D’aprés le théoréme du rang
di(e(r))+di(m())=di(my[ ])
Doncdi(m ())=1
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(1)=-1
Donc () est la droite engendrée par le polyndme constant 3 = 1 (ou — 1 c’est pareil)
4,
=0 =0
(2+1D)+ + =0 2+ + + =0<{ =0 <{ =0
+ = =0
Ce qui montre que ( 1, o, 3) estune famille libre a trois vecteurs dans un espace vectoriel de

dimension 3, il s’agit donc d’une base de 5[ ]
5. Ona (41)=0, (,)=0et (3)=-1donc

= (

(oNoNe)
(oNeNe)
o O
N—r

Allez a : Exercice 64

Correction exercice 65.
1. Soient ;et 5 deux polyndbmesde ,[ ]et ;et 5 deuxréels.
(112+ 220)=0C11+ 220 +1D)-(11+ 22)()
= 110 D+ 220 +D-(110 +D+ 5 5( +1)
= (20 D)= (N+ 2020 +D)= 20 )= 1 (DC)+ 2 (2()

Ce qui entraine que :
(11+ 22=100)+ 2 (2)

()()=1-1=0
())=( +D- =1
(9= +12- 2=1+2

2. est linéaire.

Donc
(1 ) 2)1
- 0 1 1
(0 0 2
0 0 0
3.
x1+ x( =D+ x( -D( -2=0- 2+( -3) +( - +2)=0
=0 =0
c»{ -3 =0 <:{ =0
- +2 =0 =0
‘est une famille libre & trois vecteurs dans un espace de dimension 3 ¢’est une base de  ,[ ].
4.
MC)=0 ( -D()=( -1+1)-( -1)=1Let
(C -C-20()=(C -1+D( -2+D-( -D( -2)= ( -D-( -D( -2
=( -1 -( -2)=2( -1
Donc

(1) (-1 -1 -2)

_ 0 1 0 f 1
(0 0 2) _ _
0 0 0 ( -1 -2

Allez a : Exercice 65
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Correction exercice 66.
1. Soient 4, » sl 1, 1, 2
(11+ 22=(11+ 220),(1 1+ 22(-1)
=( 11D+ 5 2(-1), 1 1(D+ 5 2(2)
= 4( 2(=1), (D) + 2 2(-1), 2))= 1 (D+ 2 (2)
Donc est linéaire.
2 Soit ke(r),( (=1), (1)) =(00) = { SN0
’ ’ ’ (1)=0
Un polynéme de degré inférieur ou égal a 3 qui s’annule en — 1 et en 1 est de la forme
=( + ) +1( -1)= (?-D+ (2-1)
( ( 2-1), ?- 1) forme une famille libre (car les polyndmes ne sont pas proportionnels) qui
engendre k e(r), c’est une base de k e(r).
Une base 3est(1, , 2, 9)
(D) =(11); ()=(10; ( H=(1; ( 3=(-11
L’image de est engendré par (1,1) et (—1,1) (ces vecteurs ne sont pas proportionnels) ils forment
donc une famille libre, bref c’est une basede (), comme () 2 et qu’ils ont la méme
dimension, on en déduitque ()= 2.
3. Lalinéarité de est évidente (voir 1°)).

Soit = + 1[ 1 unvecteur de k &(r),
(-1) =0 - + =0 o
=0t + =g~ = =0

Le noyau de est réduit au vecteur nul, de plus d’apres le théoréme du rang
di(me(r)+di(m ())=dim[]) «di(m())=2
Donc ()= 4[ ], autrementdit estsurjective, finalement est bijective.
Allez a : Exercice 66

Correction exercice 67.

1. et nesont pas proportionnelles donc ( , ) est libre, de plus ( , ) est une famille génératrice de
donc c’estune base de ,d’oud i (m) = 2.

2. Soit  I’application nulle, (I (2)) = 0donc
Soient et » ,donc 4(I (2)) = 0et ,(I () = Oetsoient ;, , deux réels

(11+ 220@)= 1101 @)+ 2.0 @)= 1x0+ ,x0=0

Donc 1 1+ 2> ,  est un sous-espace-vectoriel de

3. Onrappelle que

@4 -1® 2+3 5
@)= — = 2=
@_ -1® 2-3 3
SH @)= —5——= 2=
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. T AT ()= O+ ()
(I @®)=0 (I ®)=0 (I @®)=0
U ()= )+ ()
(1@)+ 0@)=0
()= )+ ()
Q{ §+ §:O
4 4
()= )+ ()
= { B 3
"5
3 3
= :  O)=-g O+ ()= = (g *+)
est un espace de dimension 1 dont une base est — g + .
4,
a) Soient ; et » et soient 1, , deux réels.

(112%+ 22=( 11+ 2201 @).C11+ 220 @)
= (121 @)+ 220-1 @), 111 @)+ 2201 (®)
= (=1 @), 10 @)+ 20201 @, 20 @)= 1 ()+ 2 (2)
Donc est une application linéaire.

b) Soit Kk e(r), : ()= )+ ()

— _ _ (-1 @®@-=0
()=(00 = (-1 @, (1 @)=00 ~{ ',
5 3 0
- -1 @)+ (=1 (r2))=0@{ 4 4- o =0
@)+ (@)=0 5 3 =0
Z+ Z: 0
Donc = ,lenoyaude estréduitau vecteur nul donc est injective, d’aprés le théoréme du

rang
di(mer)+dim()=di(mM dim()=2
Ce qui montre que  est surjective, finalement  est surjective donc bijective.
Allez a : Exercice 67

Correction exercice 68.

1. Soient ()et () etsoient et deux réels.
La matrice nulle  vérifie = -
( + )=+ = =)+ (=)=-(C + )
Donc () estun sous-espace vectorielde ().
Soient ( et ( )etsoient et deux réels.
La matrice nulle  vérifie =
( + )= + = + = +

Donc () estunsous-espace vectorielde ().

2. (5 =50 + ( N=30 + )doc—— ()

() =5 - ( N=3( - )==-3( - )donc—— ()

3. Pour toute matrice

=20+ Dra( - )

Donc ( )+ ()= ().

76



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

4. Soit ()n (), =- et = donc =- dou =
()n ()={1tet ()+ ()= ( )entraineque ( ) ()= ().
5.
1 5
_1 1.1 3 . ,1 2, _ 2
=50+ )=3(G PG P=(5 2
=~ 4
2
0 1
21 1.1 3 ,1 2 2
=50 - )=3(G -G PN=0C 19
_E 0
est la somme de ( )etde ().
Allez a : Exercice 68
Correction exercice 69.
Lodi(my( ))=2x2=4
2. Soit = ( ) ke(r)
_ _ _,0 0 _
()= = = = <( )=( )=(, 9= =
Donc
G RN P N G A Sy
La famille de matrices
1 0 ,0 1, ,0 O
((5 (G (o 1) engendrek e(r) et
Go+r Co+r@I=Q o= 1=@Q = == =0

Montre que cette famille est libre, elle forme donc une base de k e(r) etd i (lne(r)) =3
3. Soit = ( )
— _ _ 0 - _ _ 0 -1
()=C )= H=C_ HI=0=-2G
Par conséquent I’image de  est la droite engendrée par la matrice = (2 _01)
() étant une droite, toute matrice de cette image est proportionnelle a .
Allez a : Exercice 69
Correction exercice 70.
1.
1 1 1 1 0 0 1 0 0
| | =1 - - =C-)C-)I 1 1]=0
+ + + + - - + -1 -1
2.
a)
1 2 3 1 27 1 37 1
1 0 0
1 1 1 1 0 0
I I = I _ _ I = ( - )( - )l 1 1 |
2 2 2 2 2_ 2 2_ 2 S +
=(-)C-)-)
b)
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1 1 1 1 1 0 0 0
|2 2 2|:|2 : : _2|
3 3 3 — _ _ 3
1 0 0 0
=l -y (- )+ ) (- +) |
- ) (=2 ) (-2 o+
1 0 0 0
=( =)= =) : ! I
3 24 4 02 24 4 2 24 4 2
1 1 1
=( - )C-=-)C-)] + + + I
2+ + 2 24 4+ 2 24 4 2
1 1 )
=( - ) - ) -l | 27t
2 4 2 4 2 4 37 1
1 1 1
=(-)C-=-)C-)] I
2 2 2 37— 2
=(-)C=-)H)C-=-)H)C=-)C-=-) -)
Allez a : Exercice 70
Correction exercice 71.
1.
1 2 3 4 1 27 1 37 1 4~ 1
0 0 0 - - -
Do I
1 2 3 1 2= 2 37 1
o 1 1 1o, 1 0 0
B e
= (- " = (-)->) Y 1
= (=)= -)
=0
2 A=0e
{ =

Allez a : Exercice 71

Correction exercice 72.
Premiére partie
1.

1
Soit = ( 1r 2 3) et = ( 2)
3
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1 -1 -2 1 0 1- 2-23=0
ke(r) « = <(-1 1 2)(2=(0 «{- 1+t 2t23=0
1 0 -1 3 0 1 - 3:0
1— 2-23=0 2=~ 3
- 1= 3 =1 1= 3
=(3- 3 3)= 3(1,-11)
Onpose = (1,-1,1)etalorsk e(r) = ()
1 1
2. Onpose =( 2), =(-1)
3 1
1 -1 -2 1 1 1~ 27 23=1
()= = = «(-1 1 2)(2)=(-1) ={- 1t 2+23=-1
1 0O -1 3 1 1 - =1
R 2‘23—1@{ 2=~ 3
1=1+ 3 1= 3+1
On prend, par exemple 3 = Oalors = (1,0,0)
3. Soient 1, et et 'deuxréels

( + )= )+ ()= +
Donc
+ 1
(03)=0s3 0s 4
Donc ; est un sous-espace vectoriel de 3.

1 -1 -2 1 1 1= 272 3= 1 - 2-23=0
1o(-1 1 2)(2)=(2) =f{- 1+ 2423= ,={ —1+23=0
1 0 -1 3 3 1 - 3% 3 1 -2 3=

= -2

2 3

{1:23

=(23-23 3)= 3(2,-21)

Sionpose = (2,—-21)alors ;= ().
4,
B 1 1 2 B 1 -2, _
de(t,,)—|—10—2|——|1 1|——17rf0
1 0 1
Donc ( , , )estunebasede 3.
5.
()=03
()=
()=
Donc
010
=(0 0 0
0 01
6. = 1
Deuxieme partie
1.

D=2+ + )x1-(1+2 + 2+ 3)><O+%(—1+ + 2+ 3+ 4 xo0
=2+ + 2
()=(2+ + 2) -(1+2 + 2+ 3)><:|_+%(—1+ + 24+ 3+ 4 xo0
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(H=(@2+ + 2) 2-(1+2 + 2+ 3Hx2 +%(—1+ + 2+ 34+ 4 x2
=2 2+ 3+ 4_2 -4 2_2 3_2 4_1+ + 2+ 3+ 4:_1_
(+ + 2= @O+ ()+ (3 ]
Car (1) o[ 1 () oflet (3 o]

2.
1 () (2)1
_ 2 -1 -
(1 0 -1)
1 0 -1
1
3. Lescoordonnéesde o= 1+ + 2danslabase sont(1)
1
1
Les coordonnéesde ;= 1+ danslabase sont( 1)
0
2
Les coordonnéesde , =2+ + Z2danslabase sont( 1)
1
1 1 2
d ety 1, 2)=11 1 1=1] J+I7 71=-1%0
1 0 1

En développement par rapport a la troisieme ligne.
Donc ( o, 1, 2) estunebasede o[ ].

4.

2 -1 -1 1 0
Les coordonnées de ( ) danslabase sont (1 0 -1) (1) =(0)

1 0 -1 1 0
Donc ( q) =

2 -1 -1 1 1
Les coordonnées de ( ;) dans labase sont (1 0 -1) (1) =(1)

1 0 -1 0 1
Donc (;)=1+ + 2= |

2 -1 -1 2 2
Les coordonnées de ( ,) danslabase sont(1 0 -1) (1) =(1)

1 0 -1 1 1
Donc ( ,)=2+ + 2= ,
Donc

(o) (1) (2
_ 0 1 0 _
~ (0 0 0) -
0 0 1
5. '= 't
Troisiéme partie
-1 -1 - B e e O O

Donc et sontsemblables.
Allez a : Exercice 72

Correction exercice 73.
1. Si k er)alors ()=0 ,alors ( ())= (0)=0 donc k e(r?),
celamontre que k e(r) k e(r?),demémesi  k e(r?)alors 2( )= 0 ,alors ( 2()) =
(0 )=0 donc k e(r3), celamontre que k &(r?) k e(r?) etainsi de suite.
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1

2. Soit =( 1, 2, 3, a) €t =( z) ses coordonnées dans la base canonique.
4
0O 1 0 1 1 0
_ -1 0 1 3 2y _,0
ke(r+ J=(C+) = «(45 {5 P C)=0)
0O 0 0 2 4 0
2 + 4=0 >=0 4=
—1 + 3+34=0 -1t 3=0 -0
{ 2 - 4=0 ¢ 2=0 {j=0
24:O 4:0

:(1,0, 1,0): 1(1,010)
0 1 0 1 0O 1 0 1 -1 01 5
2 1 0 1 3 -1 01 3 0O 0 0 4
C+)0=05 10 20o 10271017
0O 00 2 0O 0 0 2 0O 0 0 4
-1 0 1 5 1 0
2 2 _ O 0 0 4 2y _,0
ke (( + 4)9) - ( + )7 = (71 01 P03 =0
0O 0 0 4 0

-1t 3+t54=0
4 ,=0 3: 1
44:O

= ( 1y 2> 110) = 1(1101110) + 2(0111010)
((1,0,1,0),(0,1,0,0)) est une famille de vecteurs non proportionnels (donc libre)
quiengendrentk e(¢ +  4)?),ils’agitd’'unebase de k e(¢ +  4)?).

0O 10 1 -1015 000 0
s_,-101 3,,0 004 _,00 00
(+0P=0g 1020010112750 00 0
0 00 2 0 00 4 00 0 8

0
kel + 9 =(+)° = =(3 o o
0

(oNoNoelNe
oNoNoNe

= ( 1y 2> 310) = 1(1101010) + 2(0115010) + 3(0105011) = 1 l+ 2 2+ 33
( 1, 2, 3) estune famille (évidement libre) qui engendre k (¢ + 4)3),
c’estune base de k e(f +  4)3).

0 10 1 0000 000 O
,_,-1 01 3,,0000 _,000 0
(+)=(g 10 2% o000 o
O 00 2 000 8 000 16
000 0 1 0
. . 000 0,, 2 0 _
ket + 4% < ( + )" = @(000 0)(3) (o)®4—0
000 16 a4 0
ket + 4)3=kel + 49
=3
3,
1
_ _ 0
a) =1(1,01,0) et —(1)
0
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1

b) Onpose = ( 1, 2, 3, 4)etet = z) ses coordonnées dans la base canonique
4

0O 1 0 1 1 1
- _ -1 0 1 3 2, _,0
=(+ D) =(+) = (4 1 5 PCH=()
0O 0 0 2 4 0

2t 4=1 =1 -

- { 1+ 3+34:0®{‘ 1t 3:0@{ ,=1

2= 4=1 2=1 ,=0

24:0 4=0

On prend, par exemple 3 =0, = (01,00).
(+ 92()=(C+ ) (+ )=+ 4()=04
Donc k e(t + 4)2)
D’autre part, et ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre d’un espace de
dimension 2, c’est une base de k e(¢ + 4)?).
1

c) Onpose = (1, 2, 3, a) €t = z) ses coordonnées dans la base canonique
4
0O 1 0 1 1 0
_ _ -1 0 1 3 2y _,1
=(+ DO -(+) = (4 1 5 PCH=(y
0O 0 0 2 4 0
2t 4=0 2=0 _
—  + 3+3,=1 - 1+ 3=1 3= 1*l
= { _ = { _ -{ 2=0
o= 4=0 =1 -0
2 4= 0 4= 0 4
On prend, par exemple ; =0, = (0,0,1,0)
2 3= 1
S URDR I A
Les composantes de  ne vérifient pas { 34_: Oldonc « + 4)2),deplus( , ) estune
famille libre de k (¢ + 4)?) par conséquent ( , , ) est une famille libre, elle a trois vecteurs dans
un espace vectoriel de dimension trois, c’est une base de k e(f +  4)?).
d =(+ ()= = )+ < ()= -
=(+ 9= = )+ = ()= -
4. les coordonnées de dans la base canonique sont
-1 1 0 1 1 1
-1 -1 1 3 1, _ /1
(o 1 1 -2 (9 =09
O 0 o0 1 1 1
Donc ( )=
5. ke(f + 4)°) < 4=0
Les composantes de  ne vérifientpas 4= Oet( , , ) estune famillelibredek e(¢ +  4)2) donc
( , , , ) estune famille libre, elle a quatre vecteurs donc c’est une base de .
6.
() )y ) ()
-1 1 0 0
= 0 -1 1 0
( 0 0o -1 1)
0 0O O 1

82



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

:_1@— -1
7.
010 0 0100 0100 0010
001 0 ,_ 0010 ,0010 _,0000
t (g o0 ()00 20 o029 00 0
000 2 0002 000 2 000 4
0100 00T10 0000
,_,0010,0000 _,0000
(+)7=(3 0020 o000d (g0 0 ¢
0002 000 4 000 8
2 1 0 0
L (0 -2 1 0
0 0 -2 1
O 0 0 0
( + )3 - )=
Et
S = (-
(+ B =)= (+)2 (=)= (+)3(-)t= =

Allez a : Exercice 73

Correction exercice 74.
1. Si k e(r)alors ( )=03salors ( ( ))= (0 3)=0 sdonc k &(r?), cela montre que

k e(r) ke(r?
Si k e(r?)alors 2( )=0 szalors ( 2( ))= (0 3)=0 sdonc k e(r3), cela montre
que
k e(r?) k e(rd)
2.

a) 3= 3 donc pour tout 3, 3( )=0 s.Donc (3= 3etdoncdi(m (3=3
{03} ker) ke(r? ke(rddoncO<di(me(r))<di(lne(r?))<
di(ke(rd)) =3
Doncd i (lne(r)) = 1letdi (ke(r?) =2

b) Si ( ) alors il existe Stelque = ()donc 2( )= 3()=03s,donc ()

k e(r?)
D’aprés le théoréme durang :d i (lne(r))+di(m ( ))=3doncdi (m ( )) = 2. Comme
di (ke(r?)) = 2aussi,onendéduitque ( )=k e(r?).

3. k er) ke(r?)= ( )doncilexiste Stelque = ().

()= ()=0sdonc ( 2).
+ =0 s ( + ):03 ()+ ():OS =0 3 -0
Onremplacedans + =0 s,d’oulontireque = O.Lafamille ( , ) est libre.
4. k (r?) = ()doncil existe Stelque = ().

2()= ()= #£0sdonc Kk e(r?or( , )estunefamillelibredek e(r?) donc( , , ) est
une famille libre a trois éléments dans 3, un espace de dimension 3, c’est une base.

() ) ()
5 O 1 O
(0 0 1)
0O 0 O
-9 -3 -12
6. Lamatricede +  danslabasecanoniqueest: + = (5 1 7)
6 2 8
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Lamatricede ( + )2 dans la base canonique est :

-9 -3 -12 -9 -3 -12 -6 0 -9
(+)=(5 1 7)(5 1 7)=(2 0 3)
6 2 8 6 2 8 4 0 6
Lamatricede ( + )3 dans la base canonique est :
-6 0 -9 -9 -3 -12 0O 0O
(+)=(2 0 3)(5 1 7)=(0 0 0
4 0 6 6 ? 0 0O

Donc( + )3= ( 3, par conséquent k et + )3 =
( +)%2% donc( + )2%# ( 3, il existe donc un vecteur de Stelque ( + )2( )20 s

Donck e(¢ + )2 ker
Autre méthode :
on détermine une base de k (¢ + )2)
-6 0 -9 1 0
ke + ))<( +)> =0=(2 0 3)( 2 =(0
4 0 6 3 0
-6 1_93:O

3
4:{214‘33:0 @21+33:O@ 1:—53
41+63:O
3 3
=(1, 2 3)=(‘§ 3 2 3):5 3(-1,0,2) + ,(0,1,0)

(-1,0,2) et (0,1,0) sont deux vecteurs non proportionnels, donc libre de k e(¢ + )?), d’autre part ils
engendrentk e(¢ + )?),ils’agitd’unebasedek &(¢ + )?),etdi (et + )?))=2
Donck (¢ + )% ket + )3)= 3

0 -6 0 -9 O 0 0 -9 -3 -12 0 -3
(+)()=(2 0 3)(D=(0et( +)(D)=(5 1 7)(H=(1)%2
0 0 4 0 6 O 0 0 6 2 8 0 2
(0)

0
Donc (0,10) Kk e(f + )?)et(0,10) ker+ )
Donck e(r+ ) ket + )2
Autre méthode :

On calcule ladimensionde k e(r + ).

-9 -3 -12 1 0 —91-32-123=0
ke(r+ )=( +) =0=(5 1 7)(2=(0 «{ 51+ 2+73=0

6 2 8 3 0 61+22+83=0

31t 2+ 4520 1t 2+t43=0 31+ 2t43=0
{51+ 2+73_0‘:{51+ 2+73:O®32_51{ -2 5+ 3=0
3,4 ,+45=0
:—32
- 3= 2
Donc =1( 4, 2, 3) =(=3 5, 2,2 5) = 5(-312),k er+ ) estladroite vectorielle engendrée
par le vecteur (-3,1,2).d i (me(r+ ))=1,commek e(r+ ) kel + )2 etque
di(oe(r+ ))<dim(( + ), onake(r+ ) kel + )3
Il reste a montrer que k e(r + ) # {0 s}, onvient de montrerqued i (M e(r+ )) = 1, donc c’est
fini.
7. D’apres la question précédente = (—3,1,2)
Soit = (1, 2, 3)telque( + )()=
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-9 -3 -12 1 -3 -9,-3,-123;=-3
(+) = (5 1 7)(2)=(1) «{ 51+ 2+73=1
6 2 8 3 2 6 1+2,+83=2

31+t 2t+4 3=
{51+ 2+73=1+-{
31+ 2+43:1

31+ 2+43:l {31+ 2+43:l
51+ 2+73:1®32_51 _22+ 3:_2

@{314' 2+4(—2+22):1@{31_—9—92®{ 1=3—32
3= -2+2, 3= ~2+2; 3= -2+2,
On peut prendre n’importe quelle valeur pour 5, en géneral on prend 0, mais ici, , = 1 est plus
adapté.
= (0,1,0) convient.
-9 -3 -12 1 0 —91-32-123=0
(+ )0)= =(+) = <(5 1 7)(2=(1) «{ 51+ 2+73=1
6 2 8 3 0 6 ,1+2,+83=0

31t 2+45=0 3.+ ,+43=0 1+ ,+43=0

{3
1+ o+ 73=17327510 2 4 =3

3.+ 2+4(3+22):O 3,=-129, 1= -4-3,

Q{ 3:3+22 { 3:3+22 < 3:3+22
Je prends, par exemple , = —1,ontrouvealors ;= -1let 3=1donc = (-1,-11)
8. On rappelle que, choisit ainsi, ( , , ) est une base.
(+ ))=0s< ()+ =03 ()=-
(+ )= =« ()+ = - ()= -
(+ J)0)= « ()+ = <« ()= -
Donc
-1 1 0
(.H)=(0 -1 1)
0O 0 -1

Allez a : Exercice 74
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