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Attention à la rédaction, pas de téléphone portable ni de calculatrice, on ne sort que une heure après le début 

de l’examen. 

 

Exercice 1.   

a. Soient 𝐸 et 𝐹 deux espaces vectoriels sur ℝ et 𝑓:𝐸 → 𝐹 une application linéaire. 

Donner la définition du noyau ker(𝑓). 

b. Montrer que le noyau est un sous-espace vectoriel de 𝐸. 

 

Correction exercice 1   

a. ker(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝐸, 𝑓(𝑥) = 0𝐹}. 

b. Pour toute application linéaire 𝑓(0𝐸) = 0𝐹 donc 0𝐹 ∈ ker(𝑓) 

Soient 𝑥, 𝑥′ ∈ ker(𝑓) et 𝜆, 𝜆′ ∈ ℝ, on a donc 𝑓(𝑥) = 0𝐹 et 𝑓(𝑥′) = 0𝐹 

𝑓(𝜆𝑥 + 𝜆𝑥′) = 𝜆𝑓(𝑥) + 𝜆′𝑓(𝑥′) 

Car 𝑓 est linéaire, donc  

𝑓(𝜆𝑥 + 𝜆𝑥′) = 𝜆 × 0𝐹 + 𝜆
′ × 0𝐹 = 0𝐹 

Ce qui montre que 𝜆𝑥 + 𝜆𝑥′ ∈ ker(𝑓). 

Conclusion ker(𝑓) est un sous-espace vectoriel de 𝐸. 

 

Exercice 2.   

a. Calculer la valeur de 𝐼 = ∫ ln(1 + 𝑥) 𝑑𝑥
1

0
 

b. Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ∗ la suite définie par  

𝑢𝑛 = (
1

𝑛
∑ ln(𝑛 + 𝑘)

𝑛

𝑘=1

) − ln(𝑛) 

Exprimer lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 en fonction de 𝐼. 

Indication : on pourra utiliser une somme de Riemann. 

Calculer lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 

Correction exercice 2   

a. Par intégration par parties 

𝐼 = ∫ 1 × ln(1 + 𝑥)𝑑𝑥
1

0
   

𝑢′(𝑥) = 1  𝑢(𝑥) = 𝑥  

𝑣(𝑥) = ln(1 + 𝑥)  𝑣′(𝑥) =
1

1+𝑥
  

𝐼 = [𝑥 ln(1 + 𝑥)]0
1 −  ∫

𝑥

1+𝑥
𝑑𝑥

1

0
  

Donc  

𝐼 = [𝑥 ln(1 + 𝑥)]0
1 −∫

1 + 𝑥 − 1

1 + 𝑥
𝑑𝑥

1

0

= [𝑥 ln(1 + 𝑥)]0
1 −∫ (1 −

1

1 + 𝑥
) 𝑑𝑥

1

0

= ln(2) − [𝑥 − ln(1 + 𝑥)]0
1 = ln(2) − 1 + ln(2) = 2 ln(2) − 1 

Remarque : si on est malin, on peut prendre 𝑢(𝑥) = 𝑥 + 1, qui est aussi une primitive de la fonction 

constante égale à 1 (cela simplifie un peu les calculs). 

b.  Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ 
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𝑢𝑛 = (
1

𝑛
∑ ln(𝑛 + 𝑘)

𝑛

𝑘=1

) − ln(𝑛) =
1

𝑛
∑ ln(𝑛 (1 +

𝑘

𝑛
))

𝑛

𝑘=1

− ln(𝑛)

=
1

𝑛
∑(ln(𝑛) + ln (1 +

𝑘

𝑛
))

𝑛

𝑘=1

− ln(𝑛) =
1

𝑛
∑ ln(𝑛)

𝑛

𝑘=1

+
1

𝑛
∑ ln (1 +

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=1

− ln(𝑛)

=
ln(𝑛)

𝑛
∑1

𝑛

𝑘=1

+
1

𝑛
∑ ln (1 +

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=1

− ln(𝑛) =
ln(𝑛)

𝑛
𝑛 +

1

𝑛
∑ ln (1 +

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=1

− ln(𝑛)

=
1

𝑛
∑ ln (1 +

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=1
𝑛→+∞
→    𝐼 

Donc lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2 ln(2) − 1. 

 

 

Exercice 3.   

a. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante : 

𝐹(𝑋) =
−1

(𝑋 − 2)2(𝑋 − 3)
 

b. En déduire la valeur de l’intégrale : 

∫
−1

(𝑡 − 2)2(𝑡 − 3)
𝑑𝑡

1

0

 

 

Correction exercice 3  

a. Il existe 𝑎, 𝑏 et 𝑐 réels tels que 

−1

(𝑋 − 2)2(𝑋 − 3)
=

𝑎

𝑋 − 2
+

𝑏

(𝑋 − 2)2
+

𝑐

𝑋 − 3
      (∗) 

On multiple par (𝑋 − 2)2, puis 𝑋 = 2 

𝑏 = [
−1

𝑋 − 3
]
𝑋=2

=
−1

−1
= 1 

On multiplie par 𝑋 − 3, puis 𝑋 = 3 

𝑐 = [
−1

(𝑋 − 2)2
]
𝑋=3

=
−1

(3 − 2)2
= −1 

On multiplie (∗) par 𝑋, puis 𝑋 tend vers +∞. 

0 = 𝑎 + 𝑐 ⇒ 𝑎 = 1 

On a donc 

−1

(𝑋 − 2)2(𝑋 − 3)
=

1

𝑋 − 2
+

1

(𝑋 − 2)2
+
−1

𝑋 − 3
 

b.   

∫
−1

(𝑡 − 2)2(𝑡 − 3)
𝑑𝑡

1

0

= ∫ (
1

𝑡 − 2
+

1

(𝑡 − 2)2
+
−1

𝑡 − 3
)𝑑𝑡

1

0

= ∫
𝑑𝑡

𝑡 − 2

1

0

+ ∫
𝑑𝑡

(𝑡 − 2)2

1

0

−∫
𝑑𝑡

𝑡 − 3

1

0

= [ln|𝑡 − 2|]0
1 − [

1

𝑡 − 2
]
0

1

− [ln|𝑡 − 3|]0
1

= ln(1) − ln(2) − (
1

−1
−
1

−2
) − (ln(2) − ln(3) = ln(3) − 2 ln(2) +

1

2
= ln (

3

4
) +

1

2
 

 

Exercice 4.   

a. Trouver 𝑥 ∈ [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] tel que sin(𝑥) = sin (

7𝜋

12
), en déduire arcsin (sin (

7𝜋

12
)). 

b. Soit 𝑥 ∈ [
𝜋

2
,
3𝜋

2
], trouver 𝑡 ∈ [

𝜋

2
,
𝜋

2
] tel que sin(𝑥) = sin(𝑡). En déduire arcsin (sin(𝑥)). 

c. Soit 𝑥 ∈ ]
𝜋

2
,
3𝜋

2
[, déterminer la dérivée de la fonction 𝑓 définie par 𝑓(𝑥) = arcsin (sin(𝑥)). 
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Correction exercice 4  

a. sin (
5𝜋

12
) = sin (

7𝜋

12
) donc arcsin (sin (

7𝜋

12
)) = arcsin (sin (

5𝜋

12
)) =

5𝜋

12
 car 

5𝜋

12
∈ [−

𝜋

2
,
𝜋

12
]. 

b. Comme sin(𝑥) = sin(𝜋 − 𝑥), et que 
𝜋

2
≤ 𝑥 ≤

3𝜋

2
⇔ −

3𝜋

2
≤ −𝑥 ≤ −

𝜋

2
⇔ −

𝜋

2
≤ 𝜋 − 𝑥 ≤

𝜋

2
 

On en déduit que 

arcsin(sin(𝑥)) = arcsin(𝑠𝑖𝑛(𝜋 − 𝑥)) = 𝜋 − 𝑥 

c. D’après la question précédente, pour 𝑥 ∈ ]
𝜋

2
,
3𝜋

2
[, 𝑓′(𝑥) = −1. 

 

Exercice 5.   

Résoudre sur ]0, +∞[ l’équation différentielle 

𝑥𝑦′ + 𝑦 =
1

1 + 𝑥2
 

Correction exercice 5  

Equation homogène : 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0 

∀𝑥 ∈ ℝ+∗, 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0 ⇔
𝑦′

𝑦
= −

1

𝑥
⇔ ∃𝐾 ∈ ℝ, ln|𝑦| = − ln(𝑥) + 𝐾 ⇔ ∃𝜆 ∈ ℝ, 𝑦 = 𝜆𝑒−ln(𝑥) =

𝜆

𝑥
 

Recherche d’une solution particulière de la forme 

𝑦𝑃 =
𝜆(𝑥)

𝑥
= 𝜆(𝑥) ×

1

𝑥
 

𝑦𝑃
′ = 𝜆′(𝑥) ×

1

𝑥
+ 𝜆(𝑥) ×

−1

𝑥2
 

𝑥𝑦𝑃
′ + 𝑦𝑃 =

1

1 + 𝑥2
⇔ 𝑥(𝜆′(𝑥) ×

1

𝑥
+ 𝜆(𝑥) ×

−1

𝑥2
) + 𝜆(𝑥) ×

1

𝑥
=

1

1 + 𝑥2

⇔ 𝜆′(𝑥) + 𝜆(𝑥) ×
−1

𝑥
+ 𝜆(𝑥) ×

1

𝑥
=

1

1 + 𝑥2
⇔ 𝜆′(𝑥) =

1

1 + 𝑥2
 

𝜆(𝑥) = arctan(𝑥) convient, une solution particulière est donc 

𝑦𝑃 =
arctan(𝑥)

𝑥
 

Et la solution générale de l’équation est : 

𝑦 =
𝜆

𝑥
+
arctan(𝑥)

𝑥
 

 

Exercice 6.  

Soit 𝛽 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) la base canonique de ℝ3. 

Soit 𝑢 une application linéaire de ℝ3 dans ℝ3 définie par : 

𝑢(𝑒1) = −3𝑒1 + 2𝑒2 − 4𝑒3  

𝑢(𝑒2) = 𝑒1 − 𝑒2 + 2𝑒3  

𝑢(𝑒3) = 4𝑒1 − 2𝑒2 + 5𝑒3  

1. Déterminer la matrice de 𝑢 dans la base canonique. 

2. Montrer que 𝐸 = {𝑥 ∈ ℝ3, 𝑢(𝑥) = 𝑥} est un sous-espace vectoriel de ℝ3. Montrer que la dimension de 

𝐸 est 1 et donner un vecteur non nul 𝑎 de 𝐸. 

3. Montrer que 𝐹 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ℝ
3, −2𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 0} est un sous-espace vectoriel de ℝ3. 

Donner une base (𝑏, 𝑐) de 𝐹. 

4. Montrer que 𝛽′ = (𝑎, 𝑏, 𝑢(𝑏)) est une base de ℝ3. 

5. Montrer que 𝐸 ⊕ 𝐹 = ℝ3. 
6. Déterminer la matrice 𝑅 de 𝑢 dans la base 𝛽′. 

 

Correction exercice 6  
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1. 𝐴 = 𝑀𝑎𝑡𝛽(𝑢) = (
−3 1 4
2 −1 −2
−4 2 5

) 

2. 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐸 ⇔ (
−3 1 4
2 −1 −2
−4 2 5

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) ⇔ {

−3𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 = 𝑥1
2𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 𝑥2
−4𝑥1 + 2𝑥2 + 5𝑥3 = 𝑥3

⇔

{
−4𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 = 0
2𝑥1 − 2𝑥2 − 2𝑥3 = 0
−4𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 = 0

⇔
𝐿1
𝐿2
𝐿3

{
−4𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 = 0
𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 = 0

−2𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 0
⇔

𝐿1
4𝐿2 + 𝐿1
2𝐿3 − 𝐿1

{
−4𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 = 0

−3𝑥2 = 0
𝑥2 = 0

⇔

{
𝑥1 = 𝑥3
𝑥2 = 0

 

𝑥 = (𝑥1, 0, 𝑥1) = 𝑥1(1,0,1) 
On pose 𝑎 = (1,0,1) 

Donc 𝐸 = Vect(𝑎) 𝐸 est donc un espace vectoriel et bien sûr dim(𝐸) = 1 

3.   

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐹 ⇔ 𝑥 = (𝑥2 +
3

2
𝑥3, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥2(1,1,0) +

𝑥3
2
(3,0,2) 

On pose 𝑏 = (1,1,0) et 𝑐 = (3,0,2) donc 𝐹 = Vect(𝑏, 𝑐), c’est un espace vectoriel. 

(𝑏, 𝑐) est une famille génératrice de 𝐹 formée de deux vecteurs non proportionnels, cette famille est 

donc libre. 

Une base de 𝐹 est (𝑏, 𝑐). 

4. 𝑢(𝑏) a pour coordonnées : 

(
−3 1 4
2 −1 −2
−4 2 5

)(
1
1
0
) = (

−2
1
−2
) 

Soit 𝛼, 𝛽 et 𝛾 trois réels 

𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 + 𝛾𝑢(𝑏) = 0ℝ3 ⇒ 𝛼(1,0,1) + 𝛽(1,1,0) + 𝛾(−2,1, −2) = (0,0,0) ⇒ {
𝛼 + 𝛽 − 2𝛾 = 0
𝛽 + 𝛾 = 0
𝛼 − 2𝛾 = 0

⇒ {
𝛼 + 𝛽 − 2𝛾 = 0

𝛽 = −𝛾
𝛼 = 2𝛾

⇒ {
2𝛾 − 𝛾 − 2𝛾 = 0

𝛽 = −𝛾
𝛼 = 2𝛾

⇒ 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 0 

(𝑎, 𝑏, 𝑢(𝑏)) est une famille libre à trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, donc 

(𝑎, 𝑏, 𝑢(𝑏)) est une base de ℝ3. 

5. dim(𝐸) + dim(𝐹) = 1 + 2 = 3 = dim (ℝ3)  
(1,0,1) ∉ 𝐹 car −2 × 1 + 2 × 0 + 3 × 1 = 1 ≠ 0 donc 𝐸 ∩ 𝐹 = {0ℝ3} 

Donc 𝐸 ⊕ 𝐹 = ℝ3. 

6. 𝑢(𝑢(𝑏)) a pour coordonnées 

(
−3 1 4
2 −1 −2
−4 2 5

)(
−2
1
−2
) = (

−1
−1
0
) 

Donc 𝑢(𝑢(𝑏)) = −𝑏 

𝑀𝑎𝑡𝛽′(𝑢) =

𝑢(𝑎) 𝑢(𝑏) 𝑢(𝑢(𝑏)) 

(
1      0         0
0      0      −1
0      1        0

)

 
𝑎
𝑏
𝑢(𝑏)

 

 


