Contr6le final automne 2021

Exercice 1.

1. Soient A et B deux polynémes a coefficients réels avec B # 0. Enoncer le théoreme de division
euclidienne de A par B.

2. Dans cette question A = (X —3)12+ (X —2)¢—2etB = (X —3)(X — 2). Soit R le reste de la
division de A par B.
a. Justifier que R est de laforme R = aX + b, avec a et b dans R.
b. Déterminer R(2) et R(3), en déduire une expression des coefficients a et b de R.

3. On revient a la situation générale de la premiere question et on note R le reste de la division euclidienne
de A par B.
Soit a un réel. Montrer que A(a) = B(a) = 0 si et seulement si B(a) = R(a) = 0.

4. Soitp € R* et g € R. On suppose maintenant que 4 = X3 + pX + q.

a. Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de A par A" (son polynéme dérive).
b. On suppose que a est racine au moins double de A. Montrer que a = — 2—;.

c. Endéduire que A admet une racine au moins double si et seulement si 4p3 + 272 = 0.

Correction exercice 1

1.

3.

4.

Il existe un unique Q € R[X] et un unique R € R[X] avec d°R < d°B tels que
A=BQ+R

a. d°B =2doncd°R < 1, il existe donc deux réels a et b tels que R = aX + b.
b.
AR)=1-2=-1__(2a+b=-1 a=0
&8)=1—2=—1®£m+b=—1®{b=—1
Apreés quelques calculs pas bien compliqués.
On rappelle la question 1, A = BQ + R
{A(a) =0 - {B(a)Q(a) +R(a)=0 - {R(a) =0
B(a) =0 B(a) =0 B(a) =0
Remarque : on pouvait aussi procéder par double implication.

a. A'=3X%+p

X3 +pX+q|3X%+p
x3  +Zx X
3 3
2?pX+q

Onadonc A =A'Q + Ravecd°R < d°A’' = 2et
1 2p
Q=§X et RZ?X-l—q
b. Si a est au moins racine double de A4 alors A(a) = A'(a) = 0

D’aprés la question 4.a. R(a) = 0 autrement dit a = — ETZ'

c. Si a est une racine double de A alors d’apres 4.b.

a®+pa+q=0

A(a) =0 {A(a)=0
3
{A'(a)zoz“1!2(04):0:> @=—-a = 3q
Zp L aQ=——
2p
3q\° 3q 27¢® 3 27¢3 1
$<_m)'”%_m)+q_0:_km3_ZQ+q_0$_%m3_2q_0
:>27q3+1 _0:>27qz+1_0
8p3 217 4p3 B

Carp#0



Finalement

A(a) =0 ) 3
{A’(a)=0:27q +4p° =0
Réciproque
On suppose que 27q% + 4p3 = 0 et il faut donc trouver a € R tel que A(a) = A'(a) = 0, le seul
candidat possible est d’aprés 4.b. ¢ = — 2—;
D’aprés la question 3. avec B = A’, A(a) = A’(a) = 0 si et seulement si A'(a) = R(a) =0
2p 2p( 3q>
R = — = —|—— =
() 3 @ +q 3 2 +q=0
3q\* 27q* 27q% + 4p3
A = 32 :3<__> = =—— " =0
(a) a +p 2p + 4_p2 +p 4p2
Donc A admet une racine au moins double a = — z—z.

L’équivalence est bien montrée.

Exercice 2.
1. Calculer pgcd(741,351) et trouver des coefficients de Bézout associé aux entiers 741 et 351.
2. Donner toutes les solutions du systeme de congruence
x =7 mod(19) et x =13 mod(25)

Correction exercice 2
1.
741 = 2 X 351 + 39
351=9%x39+4+0

Donc une identité de Bézout entre 751 et 341 est

39 =741 — 2 x 351

2. On cherche les solutions de (S)
(S){ x =7 mod(19)
x =13 mod(25)
La méthode usuelle est de chercher une solution particuliére puis d’utiliser le théoréme des restes
chinois. Pour une solution particuliére.
Premiére méthode :
On voit que ny = —12 est une solution particuliere, en effet
7=-12+19 = mod(19) = 7 mod(19)
et
13 = —-12 + 25 = mod(25) = 13 mod(25)
Deuxiéeme méthode
On cherche une équation de Bézout entre 19 et 25
25=1%X19+6
19=3%x6+1
Donc
1=19-3x6=19-3Xx(25-1%x19)=-3x%x254+4x%x19 (%)
On en déduit que nyg = 7 X (—3) X 25+ 13 X 4 X 19 = 463 est congru a 7 modulo 19 et a 13 modulo
25.
Cela fait partie du cours, mais si vous n’étes pas bien convaincu
Ng=7X%X(—3)x25+13x4x19=7x(—3)x25 mod(19) =7 x (1 —4 x19) mod(19)

D’aprés (*)
Puis
Ng=7%X(1—-4%x19)mod(19) =7 -7 X4 x19mod(19) = 7 mod(19)
De méme
ng=7%x(—3)x25+13x4x19 =13 X4 x 19 mod(25) =13 x (1 — (—3) X 25) mod(25)
D’aprés (*)
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Puis
ng =13 x (1 —(—3) x 25) mod(25) = 13 — 13 X (1 — (—3) X 25) mod(25) = 13 mod(25)

L’ensemble des solutions est
Pour la premiére solution
n=-12 mod(19 X 25) = —12 mod(475)
Pour la deuxiéme solution
n = 463 mod(19 x 25) = 463 mod(475) = 463 — 475 mod(475) = —12 mod(475)
Ce qui montre qu’il s’agit du méme ensemble de solution

Exercice 3.
1. Résoudre dans C I’équation z2 + (1 —3i)z—4—3i =0

2. Donner I’ensemble des points du plan dont I’affixe z vérifie |§—:1| =2

Correction exercice 3

1.
A=(1-3i)2-4(-4-30)=1-6i—94+16+12i=8+6i=9+6i—1=(3+1)?
Sinon on cherche § = a + ib, a, b réels tels que (a + ib)? = 8 + 6i
Ensuite méthodes classiques.
Les deux solutions sont
—-(1-3i))—-@3+i —-(1-3)+@+i
7y = ( )2 ( )=—2+iet21= ( )2 GH0_ 14
2. Onpose z = x + iy avec x, y réels
z—1
Z_4| —2elz—1P=4z—4P o (x—1)2+y2 = 4((x—4)? +2) © % — 2x + 1 + y?
=4x2—32x+64+4y? ©0=3x2—-30x+3y2+63 ©x*—-10x+y*>+21=0
© (x—-5)2-25+y2+21=0 (x—5)?2+y2=4
Il s’agit donc du cercle de centre le point d’affixe 5 et de rayon 2.
Exercice 4.

Soient deux réels a et b tels que 0 < a < b. On définit deux suites (uy,)pnso €t (V)ns0 €N pPOSant u, = a et
vy = b et pour tout entier n,

2u, vy U, + v,
Unt+1 = w, + v, et Upyq = 2
1.
a. Montrer que pour toutx > 0ety > 0on a, Z—f} < "J’Ty

b. En déduire que pour tout entier n, on a u,, < v, (on pourra utiliser sans démonstration le fait que
u, > 0 et v, > 0 pour tout entier n).
2. Pour tout entier n, on pose w,, = v, — uU,,.
a. Montrer que pour tout entier n, on a wy,;, < %
b. En déduire que la suite (w,,) tend vers 0.

3. Montrer que les suites (u,) et (v,,) sont monotones. En déduire qu’elles convergent vers le méme réel L.
4. Déterminer [ (Indication : calculer u,vy,).

Correction exercice 4
1.
a. Pourtoutx >0ety >0
x+y ny_(x+y)2—4xy_x2+2xy+y2—4xy_x2—2xy+y2_(x—y)2>
2 x+y  2(x+y) 2(x + ) o 2(x+y) 2(x+y) T
Carx +y > 0, etbiensir (x —y)? >0




Cela entraine que
2x x +
y < y
x+y 2
b. Comme on admet que pour tout n, u,, > 0 et v, > 0, on peut appliquer le a. & u,, et v,
AT < U, + v,
u, +v, 2
Ce qui entraine que u, . < v,44 donc pour toutn > 1, u,, < v,, puiscomme u, = a < b = vy, on
auy < vy donc pour toutn € N, u,, < v,.

a. Premiére méthode

Un +Vn  2Upn _l(vn—un)z_l(v y )vn—un
- n-— Un)

Wnt1 = Pni1 = i1 =7 Uy +V, 2 Up+v, 2 v, + Uy,
Or%< 1,car v, + u, >0, u, > 0etv, —u, > 0donc
Wni1 < %(Un —Uy) = EWn
Seconde méthode
1 1 u, +v, 2uyv, 1 1 1 1 2u,v,
Wi = Wiyt =5 (0 —Un) ——— mtv, 20 T Un T M TVt
B 2unVy  —Up(Up + V) + 2Up Uy UL U, U (U — Up)
Tt v, Uy + vy o ouy v, up,tuy,

Comme v, > u,, on v, —u, > 0, que u,, > 0, le numérateur est strictement positif, d’autre part le
dénominateur est la somme de deux nombre strictement positifs donc il est strictement positif, par
conséquent le quotient est strictement positif et on a

1

E Wn > Wnia

A chaque fois on démontre un peu plus que ce que demande I'énoncé, puisque I’on trouve une
inégalité stricte, mais ce n’est pas bien grave car une inégalité stricte entraine une inégalité large.

, Wo
b. Par recurrence, on montre que w, < ; (Hn) pour toutn =0

Initialisation pour n = 0, wy = =2 < 22 = w,, ¢’est vrai.
20 20
Hérédité
< 1 < 1 wy Wo
Wnt1 S Ve S 5 X o0 T gnet
Ce qui acheve la récurrence, donc pour tout n = 0, w,, < %
On a donc
Wo

0w, < on

D’aprés le théoréeme des gendarmes w;, tend vers 0.
Unp1  2Vp Uyt 0y >un+vn_

Uy Uy +V, Uy +U, U+,
Car v, = u, etu, + v, > 0, puis comme u,, > 0 onau,,; = u, donc (u,) est croissante.
U, + v, Uy, + v, —2v, U, —V

n
—p. =", = = <0

Donc la suite (v,,) est décroissante.

D’aprés le théoréme sur la suite adjacente, (u,,) croissante, (v,,) décroissante et v,, — u,, tend vers 0, les
deux suites (u,) et (v,,) converge vers la méme limite [ (qui est strictement positive).

Pourn =0

2u,v, U, +v,
X

u 1% = = Uu,v.
n+1¥n+1 Uy, + Uy 2 nvn
Par une récurrence immédiate, u, v, = uyv, = ab, on fait tendre n vers I’infini
12 =ab
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Donc | = vab, carl = 0. En effet u,, = 0 et v, = 0 donc leur limite est positive ou nulle.

1
Exercice 5.  On cherche a étudier la fonction f(x) = eln@,
1. Donner le domaine maximal de f, c’est-a-dire le plus grand ensemble de nombre x tel que f(x) est
defini, que I’on note Dy.
Calculer la fonction dérivée de f et déterminer son signe.
Calculer les limites de f aux bords de Dy.
Donner la table de variation de f.
Tracer le graphe de £, en indiquant ses asymptotes.

ar e

Correction exercice 5
1. x doit étre strictement positif pour que le In soit défini et x # 1 pour que In(x) # 0, donc
Dy =10,1[ U ]1, +oo.
2. Pourtout x € Dy
1
— 1 1
InGx) = In(x)

’ X
A (1¢%) EAT e N
Pour tout x € 10,1[, f'(x) < 0 et pour tout x € |1, +oo[, f'(x) < 0.
3. En0", In(x) » —oo donc f(x) — 1.
En17,In(x) » 0~ donc f(x) - 0.
En 1%, In(x) -» 0% donc f(x) — +oo.
En 4+ o0, In(x) — +oo donc f(x) - 1.

4.

x 0 1 +0oo

f'() - -

f () 1 +oo

\ . \ .
5. Il y a deux asymptotes d’équationx = lety =1
y=f(x)
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