Contréle terminal 16 Décembre 2020

Exercice 1.
1. Donner les valeurs complexes qui vérifient z2"*t1 + 1 =0
2. Résoudre dans C, I’équation

1l—z+z2—23 4 =2zl 22n =0
Correction exercice 1
1. SoitzeC
. im |2+l 2 2n+1
ZZn+1 +1=0o Z2n+1 =—1e Z2n+1 — em PN ZZn+1 — (em) o ( — > =1
e2n+1

Z
i
e2n+1

sont les racines 2n + 1-iéme de 1, ¢’est-a-dire

Les valeurs de
2ikm
ezn+1, k € {0,1,...2n}

On en déduit que les solutions de z?™*1 + 1 = 0 sont
i 2ikm (2k+1)in
e2n+le2n+l = ¢ 2n+l1 |k € {0,1, 271}

2. SoitzeC
1—z+z2 =23+ =221+ 722" =1+ (—2) + (2> + (=23 + -~ + (—2)*"" 1 + (—2)*"
Alors pour z # —1
1— (_Z)2n+1 1+ ZZn+1

1_Z+ZZ_Z3+“'_Z2n_1+Zzn= —
1-(-2) 1+z
Ce sont les complexes que I’on a trouvé a la premiére question ou il faut enlever la solution —1, ¢’est-a-
(2n+1)in

direk = 2n,care zn+1 =™ = —1.

Les solutions de 1’équation sont
(2k+1)in
e 2n+1 k€{0,,..2n—1}

Exercice 2.
1. Sans les calculer, montrer I’existence de deux entiers relatifs a et b dans Z pour lesquels
13a+10b =1
2. Expliciter deux entiers relatifs a et b dans Z, pour lesquels 13a + 10b = 1.
3. Résoudre dans Z?, I’équation suivante, d’inconnue (x,y) : 13x + 10y = 1
4. Résoudre dans Z, 1’équation suivante, d’inconnue u : 20u = 2 [13].

Correction exercice 2
1. 13 et 10 sont premiers entre eux, il existe une relation de Bézout entre 13 et 10.
2. Soit on utilise 1’algorithme d’Euclide, soit on remarque que
13x74+10%x(—9) =1
3. Onnote (L) :
13x7+10%x(=9) =1
Et (L2)
13x +10y =1
Alors (L,) — (L) donne
13(x—7)+10(y+9) =0
Ce qui équivaut a
13(x —7) = —10(y + 9) (L3)
13 divise —10(y + 9) et 13 est premier avec 10, d’aprés le lemme de Gauss, 13 divise —(y + 9), il
existe donc k € Z tel que —(y + 9) = 13k, ce qui s’écrit aussi
y =—-9—13k
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La réciproque est évidente. On remplace —(y + 9) = 13k dans (L3), cela donne
13(x —7) =10 x 13k
On simplifie par 13, et on trouve que x = 7 4+ 10k, I’ensemble des solutions est
(74 10k, -9 — 13k),k € Z
4. Premiére méthode
20u =2 [13] © 10u =1 [13]
Car 2 et 13 sont premiers entre eux.
On multiplie par —9. Et d’aprésla question1.: —9x10=1-7x13 =1 [13]
Donc
20u=2 [13] © -9x10u=-9[13] ® u = -9[13]
Seconde methode
Il existe [ € Z tel que 20u = 2 + 131, ce qui équivaut a
20u—13l =2
D’apres la question 3.
13x+ 10y =113 x (2x) + 20y =2 © 20y — 13 X (—2x) = 2
A pour solution
(7+ 10k, -9 — 13k),k € Z
Donc il existe k € Z tel que u = —9 — 13k, autrement dit u = —9 [13].

Exercice 3.
Soit f définie sur R par
1
e x2 six<0
FO) =943 42 sio<x<1

0 six=>1

1. Déterminer les réels tels que f est continue.

2. Déterminer les réels tels que f est dérivable.

Correction exercice 3

1. Pourtoutx € R\ {0,1} f est continue et dérivable.
1

lir(r)l_e_x_2 =0=1(0)
xX—
Donc f est continue en 0.
lir?_(xg' -x3)=0=f()
X—
Donc f est continue en 1.
f est continue sur R.

Pourx <0, f'(x) = xz—se_xiz, on cherche sa limite en 0~ si elle existe, on vérifie sans peine qu’il s’agit
1
VX
1) = 2(—VX) eX = _2XZe X
I1 s’agit toujours d’une forme indéterminée, mais par croissance comparée la limite est nulle.
Pour 0 < x < 1, f'(x) = 3x% — 2x, sa limite en 0% est nulle
On en conclut que f est dérivable en 0 et que sa derivée vaut 0.

En 1~ lalimite de f'(x) est3 —2 =1, eton 17, la dérivée vaut 0 donc tend vers 0, qui est différent de
1. f n’est pas dérivable en 1.

, i . 1
d’une forme indéterminée. On pose X = et donc x = —

Exercice 4.
2im
Onnotej=es ,etP=X+1)"-X"—-1
1. Calculer j3 puis montrer que j2+j+1=0
2. Montrer que P admet deux racines réelles évidentes.
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3. Montrer que j est une racine multiple de P
4. Déterminer le degré de P ainsi que son coefficient dominant.
5. Expliciter les décompositions en facteurs irréductibles de P, d’abord dans C[X], et ensuite dans R[X].

Correction exercice 4
im\ 3 :
1. j3=(ezT) =e?™ =1etcommej # 1,1+ + j? =%=0.
2. P(0)=1"-0"-1=0etP(-1)=0"-(-1)"-1=1-1=0
0 et —1 sont deux racines réelles évidentes.
3. Onremarque que j* = j, j° = j2,j% = 1 etc.
P() =1+ =j"=1= (=) =jxj=1=—"=j—1=—>x ()" ~j-1
=—j2—j—-1=0
P'P=7(X+1)%—7x°
PG =7G+1)°-7j°*=7((-j°-1D=71-1)=0
Cela montre que j est une racine au moins double de P.
4, P=X"+7X6+--1—X"—1=7X%+---donc le degré de P est 6 et son coefficient dominant est 7.
5. Comme j2 = j et que le polyndme est a coefficients réels, j2 est aussi une racine au moins double de P.
En comptant la multiplicité des racines on a 6 racines 0, —1, j, j, j2, j2, comme le polynéme est de degré
6 donc il n’y en a pas plus.
P=7XX+1X - )*X —j*)?
C’est la décomposition dans C[X].
Et dans R[X]

P=7XX+1D(X - HX —j2))2 =7X(X + DX%+ X + 1)?
Cr(X— )X —j)=X2—jX—j2X+3=X2+(—j—jODX+1=X?+X + 1.

Exercice 5.
On note (Uy)nen+ €t (Vn)nen+ l€S suites réelles respectivement définies par

n n
1 1
u, = 2vn — Z— et v,=2Vn+1-— z—
i (k=1 ‘/E> i <k=1\/E
La numérotation commence a 1 ; les termes u, et v, ne sont pas définis.
1. Montrer que la suite (u,),en €St Croissante.
2. Montrer que v, — u,, tend vers 0 lorsque n tend vers 1’infini.
3.
a. Montrer que pour tout n > 1, on a I’inégalité

1
Wn+2-Vn+1<——.
2yn+1

b. En déduire que (v,),,en+ €St décroissante.
4. Les deux suites (u,)nen et (Vy)nen+ SONt-elles convergentes ?

Correction exercice 5
1. Pourtoutn >1



n+1 n n
1 1 1
unﬂ_un:zwﬂ_zﬁ_(z _Z_)zzm =
k=1 k=1

vn + ) =
ik vn+1 &k
20+1)—-2ynn+1)—-1 2n+1-2ynn+1
N S RPN M LA Ik LLC L kg D)
Vn+1 Vn+1 Vn+1
3 2n+ 1?2 —-4n(n+1) _ 4An’+4n+1—4n® —4n
VaFI(2n+1+2/n(+ D)) Va+i(2n+1+2/n(m+1))
1
= >0
VAt 1(2n+1+2/n(+ 1))
La suite (u,),en* €St Croissante.
2. Pourn=>1
=1 =1 n+l-n
U, =2Vn+ —Z—— zx/ﬁ—Z— =2(Wn+1-vn)=2———
" kzlx/E ( kzlx/E ( ) Vn+1++n
1
=2—>
Vn+1++n
3.
a.
n+2)—-n+1 1 1 1
\/n+2—\/n+1=( )~ ( )= < =
vn+2+vn+1 vn+2+vn+1 Vn+14+vn+1 2Vn+1
b.

n+1

vn+1—vn=zm_ZL_<2\/m_i%)
k=1

—2VnF2-

n+1

\/_ \/— -
1 o__2 1
Vit+tl 2yn+1 JYn+1

=2(\/n+2—\/n+1)—

Donc la suite (v,,),en+ €St décroissante.
4. D’apres le théoréme des suites adjacentes, c’est-a-dire (u,),en+ €St croissante, (v,) pen+ €St
décroissante et la différence tend vers 0, les deux suites sont convergentes.

Exercice 6.
On note f I’application de R[X] dans R? définie par :
f(P) = (P(1),P(2)).

a. Soit a et b deux réels. Calculer f(a(X — 1) + b(X — 2)).
b. Montrer que 1’application est surjective.
2. On note (E,) I’équation suivante, d’inconnue P dans R[X] :
(Eo) f(P) =(0,0)
Montrer que, pour tout P € R[X], si (X — 1)(X — 2) divise P alors P est solution de (E,).
b. Montrer, réciproquement, que pour tout P € R[X], si P est une solution de (E,), alors
(X — 1D(X — 2) divise P.
On pourra utiliser la division euclidienne de P par (X — 1)(X — 2).
c. Quelles sont les solutions de (E) ?
3. Résoudre I’équation suivante, d’inconnue P dans R[X] :
(E) f(P)=(-14)

On pourra utiliser les deux questions précédentes.
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4. Pour chaque entier d, entier naturel, on note R;[X] I’ensemble des polyndmes a coefficients réels et de
degré inférieur ou égal a d et on note f; la restriction de f, de I’ensemble R,[X] vers R2.
a. Pour quelles valeurs de d 1’application est-elle surjective ?
b. Pour quelles valeurs de d I’application est-elle injective ?

Correction exercice 6

1.
a. f(aX—-1)+bX—-2))=(-b,a)
b. Pour tout (x,y) € R?, il existe a = y b = —x tels que
f(y(X -1 —x(X - 2)) = (x,y)
f est surjective.
2.

On suppose qu’il existe un polynéme Q dans R[X] tel que
P=X-1DX-2)Q
Alors
P(1)=0 et P(2)=0
Donc P vérifie (Ey).
b. D’aprés la division euclidienne de P par (X — 1)(X — 2) qu’il existe un unique couple de polyndome
Q et R, avec d°R < 2 tels que
P=X-1)X-2)Q+R
Premiere méthode
On teste cette égalité pour X = 1 et X = 2,ona P(1) = 0 et P(2) = 0 et la partie en
(X —1)(X — 2)Q s’annule donc
R(1)=0
{R(Z) =0
Comme le degré de R est inférieur ou égal a 1, ce polynéme est nul.
Seconde méthode
Comme le degré de R est inférieur ou égal a 1, il existe a et B réels tels que
R=aX+p
On teste P sur 1 et sur 2, la partie en (X — 1)(X — 2)Q s’annule donc
a+p=0
{Za +5=0
On voit sans peine que a« = B = 0. R est donc le polynéme nul, ce qui montre que P =
(X —1)(X —2)Q, c’est-a-dire que (X — 1)(X — 2) divise P.
c. D’aprés les deux points précédents P Vérifie (E;) si et seulement si (X — 1)(X — 2) divise P,
I’ensemble des solutions de (E,) sont les multiples de (X — 1)(X — 2).
3. D’aprés la premiére question P; = 4(X — 1) + (X — 2) est une solution particuliére de (E)
Montrons que P est une solution de (E) équivaut a P — P; est une solution de (E,)
P est une solution de (E) si et seulement si f(P) = (—1,4) = f(P;) si et seulement si (P(l), P(Z)) =
(P,(1), P,(2)) si et seulement si (P — P)(1), (P — Py)(2)) = (0,0)
D’aprés la question 2. P — P; est un multiple de (X — 1)(X — 2), ’ensemble des solutions de (E) est
I’ensemble des polyndomes de la forme
X-1DX-2)0+4X -1+ X-2)
Ou Q est un polyndéme de R[X].
Autre méthode : utiliser les congruences de polynémes modulo (X — 1)(X — 2)

a. Sid > 1, dapres la question 1. n’importe couple de R? admet un antécédent, donc f; est surjective.
Pourd = 0 ou d = —oo (c’est-a-dire les polyndmes constants égal a « € R) f(P) = (a, @), ces
couples ne couvrent pas R2. Donc f,; n’est pas surjective.
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b. Sid=>2,s0itP; =X —-1)(X—-2)Q,etP,=(X—1)(X — 2)Q, avec Q, et Q, dans R;_,[X]
distincts.
Ona f;(Py) = fy(P,) (égal a (0,0)) et P, # P, donc f n’est pas injective
Sid<1
Premiere méthode
Soit P, et P, deux polynémes tels que f;(P;) = f4(P,)
il existe a; et B, réels tels que

Pi=a. X+ B
et ay, B, réels tels que

P, =a,X+ [,
Comme f(Pl) = (ai + ﬁi' 2al- + Bl) pour i € {1,2}

On a alors
_ a+tpr=a+p a; = a
faPy =P o gt T 22T e (B
Donc P, = P, et alors f est injective.
Seconde méthode
Soit P, et P, deux polyndmes de R, [X] tels que
P(1)=P2(1) (P1_P2)(1)=0
P) = f,(P) & { ! o {
JalP) = Ja(P2) = 1p, (2) = po(2) T APy~ PY(@) = 0
Le polynéme P; — P, € R, [X] et il admet deux racines distinctes, il est donc nul, par conséquent
P; = P, et f, est injective.
Bilan : si d°P < 1 f; est injective et si d°P > 2 f,; n’est pas injective.



