Contrdle continu 2
Math 11 analyse
Le 4 Avril 2011
Durée 1 heure

Exercice 1.
Soit f la fonction numérique définie par
5

f(x) = 4In(ch(x)) + ch_(x)
1°) Determiner sur quel ensemble f est definie, continue, dérivable ?
2°) Etudier la parité de f et en déduire un intervalle d’étude I.
3°) Calculer la dérivée de f et exprimer les valeurs qui I’annulent sur I de la maniére la plus simple possible
(Cette expression ne doit pas faire apparaitre de fonction hyperbolique réciproque).
4°) Déterminer les variations de f sur I.
5°) Calculer la limite en +oo de f(x), sans préjuger qu’elle existe.
6°) Calculer la limite en +oco de f(x) — 4x + 41In(2), sans préjuger qu’elle existe. Que peut-on en déduire ?
7°) Dresser le tableau de variation et tracer sommairement son graphe.
Allez & : Correction exercice 1

Exercice 2.
Résoudre

arccos(x) = 2 arccos (Z)

Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
Soit f la fonction définie sur [—1,0[ U ]0,1] par

1 — x2
flx) = arctan( . )

1°) Montrer que f est continue sur [—1,0[ U ]0,1]. Montrer que f n’est pas prolongeable par continuité en 0.
2°) Calculer la dérivée de f sur ]—1,0[ U ]0,1].

3°) En déduire une expression plus simple de f sur [—1,0[ et sur ]0,1].

Allez a : Correction exercice 3

CORRECTION

Correction exercice 1.
1°) Pour tout x € R, ch(x) = 1 donc x — 4 In(ch(x)) est définie, continue et dérivable sur R (par composée de

fonctions continues et dérivables) et x — %(x) est définie, continue et dérivable sur R
2°)

= 4In(ch(x)) + > = f(x)

f(=x) = 4In(ch(—x)) + ch(x)

ch(—x)
f est paire, on peut étudier f sur R*.

3°)

sh(x) 5sh(x) B sh(x) (4 ch(x) — 5)
ch(x) ch2(x) ch?(x)

frx) =4



sh(x) =0 x=0

5)=0<:>x20, ou o ou

hG) =2 |x= h(5)
ch(x) = 2 x = argch (5
Soit on connait la formule donnant argch(x) en fonction du logarithme et

sh(x) (4 ch(x) —

+ ! —
VxE]R,f(x)—O@{ x>0

0 =3 B =) =m(Ee Eor) e (3 [ 2] =m () = ne
V) A R AV “M27T |16 =izt g5 )=zt =

Si on ne la connait pas, on pose X = e*

4(e* +e7¥) 1 5
4ch(x) -5 f—5=0©2<X+}>—5=0@2X —5X+42=0
Le discriminant vaut A = 25 — 16 = 9 et les deux racines sont
25731 o, _5+3_
1Ty T2 % T T

Si on ne cherche que les solutions x > 0 (X = 1), il n’y a qu’une solution
e* =2 x=1In(2)
Conclusion : les valeurs positives ou nulle qui annule f’ sont x = 0 et x = In(2).
4°) Si x > In(2) alors ch(x) > ch(In(2) = % (car ch est strictement croissante sur [0, +oo[) et donc

4ch(x)—5>0
Si0 < x <In(2)alors ch(x) < ch(In(2)) = %(car ch est strictement croissante sur [0, +oo[) et donc
4ch(x)—5<0

Si x > 0 sh est strictement positive, on déduit de tout cela le signe de la dérivée et donc les variations de f
Si 0 < x <In(2) f est décroissante.
Si x = In(2) f est croissante.

5°)
xl_l)rpoo ch(x) = 40 = 11m In(ch(x)) = 4o et hmoo h) =0= xl_i)rpoof(x) = 400
6°)
f(x) —4x +4In(2) = 4In(ch(x)) + —— h( ; —4x + 41In(2) = 4(In(ch(x) — x + In(2)) + hE() )
_ x L 2 ch(x) 5
= 4(In(ch(x) — In(e*) + In(2)) + e - 41n < g ) + h(0)
e*+e™ 5 oy
= 4ln< p ) +ch(x) =4In(1 + e™%%) +ch(x)

lirp In1+e?)=In(1)=0> lirP (f(x) —4x+4In(2)) =0
X—+00 X—>+00
On en déduit que la droite d’équation y = 4x — 4 1In(2) est asymptote a la courbe représentative de f en +oo.
7°)
(In(2)) = In(ch(In(2))) + ——— =1 (5>+5x4—1 (5>+4
f(n n(ch(ln h(l(Z)) n =In{g

4 5
f(0) = In(ch(0)) + —= ch(0) =In(1)+5=5
x 0 In(2) +00
f'x) |0 — 0 +

f(x) 5 +o0
’ \ln(%)+4 /




5
y = 41n(ch(x)) + T(x)

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
3 3 s 3 3
0< 2 < 1 & arccos(0) > arccos (Z) > arccos(1) & > > arccos (Z) > (0 = m > 2arccos (Z) >0
Donc

3 3
arccos(x) = 2 arccos (Z) & cos(arccos(x)) = cos <2 arccos <Z>>

2
@xz2cosz(arccos(§))—1=2x(§) —1=2—1=l
4 4 8 8

Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.
1°) x - V1 — x2 est définie et continue sur ]|—1,1[ donc f est définie et continue sur [—1,0[ U ]0,1].

V1 —x? ) s
M e
o V1 —x? _ I
lim =40 = lim f(x) =+=
x—-0*t X x—0* 2

Les limites a gauche et & droite de f sont différentes donc f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

2°) On pose, pour tout x € |—1,0[ U ]0,1[

V1 —x2
u(x) =
X
—2x
—F———x — V1 —x?
u/(x)_2V1—x2 __x2_(1_x2)_ -1
x? x2y1 — x2 x2y1 — x2
Fi0) = ——— L S !
T (W) BN Ty N e A N
+ x2
X
_ 1
B V1 —x2

3°) Sur |-1,0[, f'(x) = —\/1_ donc il existe K; tel que

1-x2
f(x) = arccos(x) + K;

3



_)+K1

oK = " V2 3 tan(—1) 37'[_7'[ 37r_ T
1 = arctan 7z 4—arcan 11 2°-"3

Et alors
f(x) = arccos(x) —g
f est continue en —1, donc
xl_i)r_nﬁf(x) =f(-1) e xl_%r_ri+ (arccos(x) — %) =f(-1) e (arccos(—l) — %) = f(-1)
Et donc
Vx € [—1,0[, f(x) = arccos(x) —%

Sur]0,1[, f'(x) = — tel que

f(x) = arccos(x) + K,

1
V1-x2

/ g\

s s
= arctan | | = arccos + K, = K, = arctan <— ——=arctan(1) — i 0

7)

ﬂ|~

Et alors
f(x) = arccos(x)
f est continue en 1, donc
xli_)r{l_f(x) =f(1) e ler{l_ arccos(x) = f(1) & arccos(1) = f(1)
Et donc
vx € ]0,1], f(x) = arccos(x)
Allez a : Exercice 3



