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Question
1. Soit ¢ une application linéaire d’un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F.
a. Rapppeler la définition du noyau ker(¢) de ¢.
b. Montrer que ¢ est injective si et seulement si ker(¢).
c. Enoncé la formule du rang en faisant attention aux hypotheses.
2. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Dans chaque cas, donner une preuve rapide ou un
contre-exemple.
a. |l existe une matrice a 3 lignes et 4 colonnes dont le rang est 2.
b. Il existe une matrice a 3 lignes et 4 colonnes dont le rang est 4.
c. Lapartie {(x,y) € R? x% + y? — x = 0} est un sous-espace vectoriel de R?.

Exercice 1.
Soient E et F deux espaces vectoriels sur R de respectivement de dimension 3 et 4.. B = (eq, e,, €3, e4) Une
base de E et B' = (f1, f>, f3) une base de F
Soit u: E — F I’application linéaire définie par
ule)) =—fit+/fs
u(e)) =—fi+2f2—f3
u(es) = —2f1 — 2f; + 4f3
ule,) = 4f; — 4f3
Donner la matrice de u dans les bases B et B’.
Déterminer une base du noyau ker(u).
En déduire le rang de u.
Donner une base de I’image de u.
Soit G = vect(f;) le sous-espace vectoriel de F engendré par f;. Montrer que G®Im(u) = F.
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Exercice 2.
Soit ¢p: R® - R3 I’application linéaire de matrice dans la base canonique est :

4 3 3
A=(1 1 1
-5 -4 -4

1. Montrer que dim(ker(¢)) = 1.
2. Donner une base B = (a) de ker(¢).
3. Montrer que a € Im(¢) et déterminer un vecteur b € R3 tel que ¢(b) = a.
4. Montrer que I’ensemble E = {v € R3, ¢(v) = v} est un sous-espace vectoriel de R3.
5. Donner un vecteur non nul de E.
6. Soient A, u et v trois reels tels que Aa + ub + vc = Oz, montrer que ua + ve = Ogs.
7. Montrer que (a, b, ¢) est une base de R3.
8. Donner la matrice de ¢ dans la base (a, b, ¢).
Exercice 3.
Soit X une indéterminée. Déterminer un polyndéme réel E(X) et des réels a, b, c tels que :
3 17 3
3X° - X3+ X 3 16 ) a b c
——————=EX) + — + + + +
(X2 —1)3 X+1)3 X+12 X+1 (X-13 X-1D2 x-1

On pourra remarquer que la fraction F du membre de gauche est impaire : F(—X) = —F(X)



Correction

Questionnaire

1.
a. ker(¢p) ={veE ¢(v) =0z}
b. Si ¢ estinjective.
Comme ¢(0z) = 0p
u € ker(¢) = ¢p(w) =05 = p(w) = $p(0g) > u = 0g
Car u est injective.
Cela montre que ker(¢) = {05}
Si ker(¢) = {0z}
dw) =) = p(w) — () = 0 = p(u —v) = 0
Car ¢ est linaire. Cela montre que u — v € ker(¢) et comme ker(¢p) = {0z}, ona
u—v=_0g
Ce qui entraine que u = v, cela montre que ¢ est injective.
Finalement ¢ est injective si et seulement si ker(¢) = {0z}
c. Si E et F sont des espaces vectoriels de dimensions finies
dim(ker(¢) + dim(Im(¢)) = dim(E)
2.
a.
1 0 0 O
A= (O 1 0 0)
1 0 0 O
Le rang de A est deux, il y a deux colonnes indépendantes et pas plus.
b. Le rang d’une matrice est inférieur ou égal au maximum du nombre de colonnes et de lignes, donc
inférieur ou égal a 3. C’est impossible.
c. Soitu = (1,0) € E,2u = (2,0) ¢ E car 22+ 02 — 2 = 2 # 0 donc E n’est pas un sous-espace
vectoriel de R2.
Exercice 1.
1.
u(e;) uley) ules) u(ey)
-1 -1 =2 0\h
A=Mat3(u)=<0 2 =2 4)f2
1 -1 4 —4/f
2. Soitx = (xq1,x5,x3,%4) € R*
-1 -1 -2 0 2 8
xEker(u)@u(x)zORM:)AX:O(:)(0 2 =2 4) x»]=|o
1 -1 4 -4\, 0
Li( —x1—x,—2x3=0 Ly —X1 — Xy — 2X3 =0
@LZ{ 2x, —2x3+4x, =0 o L, { X, —x3+2x, =0
Li\xy —xy +4x3 —4x, =0 Lz + L\ —2x,+2x,—4x, =0
{—xl —x; —2x3 =0 {xl = —Xx, — 2X3 - {xl = —(x3 — 2x,) — 23
X, —x3+2x, =0 Xy = X3 — 2X4 Xy = X3 — 2X4
x; = —3x3 + 2x
@{ 1x2 =x33—2x44
Donc x = (—3x3 + 2x4, X3 — 2X4, X3, %X, ) = x3(—3,1,1,0) + x,(2,-2,0,1)
On pose a = (—3,1,1,0) et b = (2,—2,0,1), alors ker(u) = vect(a, b), comme a et b ne sont pas
proportionnels (a, b) est une famille libre et génératrice de ker(u), c’est une base.
3. D’apres le théoréme du rang

dim(ker(u)) + rg(u) = dim(E)



D’aprés le 2 . dim(ker(u)) = 2 et dim(E) = 4 donc rg(u) = dim([m(u)) =2

4. u(e,) etu(e,) ne sont pas proportionnels, par conséquent (u(e;), u(e,)) est une famille libre & deux
éléments dans un espace de dimension 2, ¢’est une base.

5. Il suffit de montrer que (fl, u(el),u(ez)) forment une base de F

1 -1 -1 -
det(frule)ule)) =0 o 2|=1x|] Z|=-2%0
0 1 -1

Donc (f;, u(ey), u(e,)) est une base de F et G®Im(u) = F

Exercice 2.
1. Soitx = (x;,x,,x3) € R3

4 3 3 X1 0
xeker(gb)(:)cp(x):ORs(:)AX:O@(1 1 1)(352):(0)

=5 —4 -4/ \X3 0
Ly (4x1 +3x,+3x3 =0 Ly 4x, +3x, +3x3 =0
(:)LZ{ X1 +x,+x3=0 (:)4L2—L1{ X, +x3=0
L3 \—=5x; —4x, —4x3 =0 L3+ 5L, X, +x3=0

@{4x1+3x2+3x3=0®{ x1 =0
X, = —X3 Xy, = —X3
Donc x = (0, —x3,x3) = x3(0,—1,1)
ker(¢) est donc la droite engendrée par (0, —1,1) alors dim(ker(¢)) = 1
2. a=(0,-1,1)
3. On cherche les vecteurs x = (x4, x5, x3) € R3 tels que ¢p(x) = a

4 3 3 X1 0 Ly ( 4x1+3x, +3x3 =0
(l)(X):a@AX:Xa@(l 1 1>(x2>=(—1>@142{ xl+x2+X3:—1

_5 —4 -4 X3 1 L3 _le — 4x2 - 4x3 =1
L1 4‘X1 + 3X2 + BX3 - O 4x1 + 3X2 + 3X3 — 0
s 4L, — 1y Xy, +x3 = —4 S X = —xe — 4
L3+5L2 X2+X3=—4 2= 3
@{4‘x1+3(_x3_4)+3X3:0@{ x1=3
x2=—x3—4 x2=—x3—4
On prend par exemple x3 = 0, alors b = (3, —4,0) convient.
4,
E=weRow) =vI={weR3¢w) —v=0x}={veR3(¢p—Idg)(v) = Ogs}
= ker(¢ — Idgs3)
Donc E est un sous-espace vectoriel de R3.
5.
4 3 3 X1 X1 4x1 + 3x5 + 3x3 = x4
U=(x1,x2,x3)EE@AXv=Xv=)<1 1 1)(9(2):(3{'2)@{ x1+x2+x3=x2
_5 —4 -4 X3 X3 _5x1 — 4x2 - 4X3 = X3
3x1+3x2+3x3:0 x1+x2+x3=0 x2=O
(:){ X1 +x3=0 (:){ X1 +x3=0 (:){ X1 +x3=0
_le - 4‘x2 - SX3 = O _le - 4x2 - SX3 = 0 _5x1 - 4‘x2 - SX3 = 0
x, =0 _
X1 = —X3
(=4 { X1 = —X3 (=4 { X =0
2
_5(_X3) - 5x3 = O
v = (_X3, 0, x3) = x3(_1,0,1)
¢ = (—1,0,1) convient.
6.

Aa + pub +ve = 0gs = u(da + ub + ve) = u(Ogs) = Ogs = Au(a) + pu(b) + vu(c) = Ogs
Car u est linéaire



Au(a) + pu(b) + vu(c) = Ogs = A X Ogs + ua + ve = Ogs = pa + ve = Ops
Caru(a) = Ogs, u(b) =aetu(c) =c

7.
Premiére méthode : on montre que (a, b, ¢) est une famille libre
D’apres 6.
Aa + ub +ve = 0z = pa +ve = Ogs
Or a et ¢ ne sont pas proportionnels donc (a, c¢) est libre, ce qui entraine que u = v =0
Puis Aa + ub + vc = Ogs entraineque 1 = 0
(a, b, c) est une famille libre & 3 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, ¢’est une base.
0 3 -1
det(a,b,)=|-1 -4 0|=-3x|7" Y+cnx|71 H=3-4=-120
1 1 1 0
1 0 1
Donc (a, b, ¢) est une base de R3.
8.
u(a) u(b) u(c)
0 1 0\ a
Mata,b,c(d)) = (0 0 0) b
0 0 1/ ¢
Exercice 3.
3 17 3
3X° - X3+ X 3 16 7 a b c
—————=EX) + - + + + +
(X2 —-1)3 X+1)3 X+1)?2 X+1 X-1)3 X-1)2 Xx-1

Premiere méthode : avec I’indication
D’abord, il n’y a pas de partie entiére car d°(3X°> — X3 + X) < d°(X? —1)?>donc E(X) =0
On pose

FOX) = 3X5—X3+X
oxz-1)3
On a bien F(—X) = —F(X), par conséquent
3 17 3 )
Q 1A 5 a C
8 - 16 2 4 + +
(—X+13 (X+1)2 —X+1 (Xx-13 (Xx-1)2 —x-1
3 17 3
= 8 16 _, 2 ., ¢ . b 4+
X+13 X+1D?2 Xx+41 X-1D3 X-12 Xx-1
3 17 3 A
8 16 2 —a —C
C X -1 X1 T xrr T+ Tx+1
_3 17 _3
8 16 2 —a —b —C

= + + + + +
X+1)3 X+1D2 X+1 X-13 (X-12 Xx-1
En identifiant les coefficients on a

(3
8— a
7_
16
3
—— = —C
2

! 3
=73
.Y

16
3
\7¢T 73




D’ou
3 17
a=§;b=E etczz
Deuxiéme méthode
E(X) = 0 pour les méme raisons que dans la premiére méthode

3X°—-X3+X  3X°-X+X
FX) =

X2 -1 (X —-1)3(X + 1)3

On multiplie par (X — 1)3 puis X = 1

3X5—X3+Xl 3 3
= 1"v 13 =537 g
x+13 [, 22 8
On multiplie par X et X - +oo
3
3=§+c<:>c=§

X=0

0_3 17+3 b o) (3 17+3)+ e 3+17 3+3+ B

8 1672 ¢ CoP=7 871672/ T T T 8T 278727
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2
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16



