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Identifier sur votre copie votre Parcours (Math, Info, MASS ou cursus préparatoire), ainsi que votre
nom et votre numéro d’étudiant,

Les exercices suivants sont indépendants et peuvent étre traités dans l’ordre de votre choix. L utilisation de
documents de toutes nature et de calculettes n’est pas autorisée, l'utilisation de téléphone sera considérée
comme une tentative de fraude (y compris pour regarder [’heure).

Le sujet comprend six exercices.

Exercice 1.
a) Rappeler la valeur du nombre cosh?(y) — sinh?(y), avec y € R.

b) Sicosh(y) = % quelles sont les valeurs possibles de sinh(y) ?
c) Résoudre I’équation cosh(y) = 3.
d) Résoudre les systéemes suivants :

5 5

cosh(y) = 2 cosh(y) = 2
et

3 -2

sinh(y) = 2 sinh(y) = 3

e) Montrer I’identité sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y).
f) En déduire une formule plus simple de I’expression

5 3
fx) = Zsinh(x) + Zcosh(x), avec x €R

Correction exercice 1.
a) Pourtouty € R
cosh?(y) — sinh?(y) =1
b) D’aprés a)
sinh?(y) = cosh?(y) — 1
Donc si cosh(y) = % alors

.hz()_<5)2 L 25 _25—16_9_(3)2
SINEY) = \% 16 16 16 \4
Par conséquent
inh(y) = —> inh(y) = >
sinh(y) =—-7  ou sinh(y) =7
c)
Vv € R h(y) 5 eY+eY § y+1 5
yER oSy =Y 2 17 Ty T2

Onpose Y =eY

5 1 5 5 5 , 5
Vy € R, cosh(y)=Z<:>Y+—=—<:>Y +1=§Y<:>Y —§Y+1=0

Y 2
Le discriminant de cette équation du second degré est
A_( 5)2 25 4_25—16_9_(3)2
2 4 442

Cette équation admet donc deux solutions



5\ 3 5\, 3
le_(_i)_izl ot Y2=_(_7)+7=z
2 2 2
cosh(y) = zadmet donc deux solutions y; et y, telles que
e’ =1 et e¥z2=2
2

Ce qui équivauta y; = In G) = —1In(2) ety, =1In(2)

d)
cosh() =2 (¥=-In@ ou y=h@ (y=-h@ (y=h@
. 3 et sinh(y) = 3 sinh(y) = 3 ou sinh(y) =§
sinh(y) = 1 4 4 4

Le premier systéme n’a pas de solution car y < 0 entraine que sinh(y) < 0
Par conséquent

cosh(y) = Z y =1n(2)
3 {sinh(y) = 3
sinh(y) =7 4
Premiére méthode
Comme
5 ) 3
cosh(y) = y & sinh(y) = + 2
Ona
> 3
{COSh(y) ~ 2 & sinh(y) = 7
y>0
Or
5
Jcosh(y) = 7oy =In@)
y>0
Donc
( 5
cosh(y) = I
X 3 Y= In(2)
Ksinh(y) =3
Deuxiéeme méthode
1 3
_ eln(Z) _ e—ln(z) 2 — 7 i 3
sinh(In(2)) = 5 =—=5=3
Finalement il n’y a qu’une solution y = In(2)
e)
X _ ,—X y -y x —-X Yy _ oY
sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y) = ¢ Ze X ¢ +26 + ¢ -;e X ¢ Ze
ex+y + ex—y . e—x+y _ e—x—y ex+y _ ex—y + e—x+y _ e—x—y
B 4 * 4
eXtY — p=X=Y Xty _ =Xy eXty — e—(x+y)
= 2 + 2 = > = sinh(x + y)
f)

flx) = Zsinh(x) + %cosh(x) = cosh(In(2)) sinh(x) + sinh(In(2)) cosh(x) = sinh(In(2) + x)



Exercice 2.
a) Trouver la solution générale y de 1’équation différentielle
y'@)+y@) =kt (%)
Ou k est un paramétre réel.
b) Sachant que parmi les solutions de (*) trouvées dans la partie a) il en existe une telle que y(0) =
0 et y(2m) = 1, déterminer la valeur de k.

Correction exercice 2.
a) La solution générale de 1’équation homogene y''(t) + y(t) = 0 est
y(t) = Acos(t) + usin(t), Au€ER
Il existe une solution particuliere de (*) de la forme y,(t) = At + B, comme y; (t) = 0
yU(t) + yp(t) = kt < At + B :kt@{‘;ig
Donc yp(t) = kt et la solution générale de () est :
y(t) = Acos(t) + usin(t) + kt, A u€eER
b)
A=0
{y(Zn)=1=’{A+2kn=1=’ k=o
Exercice 3.
Calculer la primitive suivante :

x—1
f . dx, x€]1,+oo|

En faisant le changement de variable x = 1 + t2. (¢t > 0)

Correction exercice 3.
dx = 2tdtetvx — 1 =+Vt2 = |t|,onprend t > 0,donc t = Vx — 1
Vx —1 t2 1+t?2-1 1
dx = 2tdt = 2 dt =2 | ————dt =2 (1— )dt
j x x j1+t2 jl+t2 j 1+ t2 J 1+ t2
=2t —2arctan(t) + K =2Vvx—1— 2arctan(\/x — 1), K eR

Exercice 4.
Pour tout n > 0 un entier, on pose

s
4

I, =f tan™(x) dx
0

a) Calculer I, et I;.

b) Montrer que tan?(x) = tan’(x) — 1 pour tout x € ]—gg[
c) En déduire une expression de I,,.., en fonction de I,,.

d) Calculer I, et 5.

Correction exercice 4.

a)
n n
4 4
Iy = j tan®(x) dxf dx =2
0 0 4
T %sin(x) T T
_ _ - [_ 4 _ _ ol
I = _]; tan(x) dx = fo cos() dx = [—In|cos(x)|]; In |cos (4)| + In|cos(0)|

=—1In (%) +1In(1) = —1In (2_%> = %ln(Z)



b) tan’(x) = 1 + tan?(x) d’ou le résultat.

c)
L3 n L3
4 4 4
Lyso = f tan"*2(x) dx = J. tan™(x) tan?(x) dx = f tan™(x) (tan’(x) — 1)dx
0 0 0
1 7 tan™*1(x) 7
= f tan™(x) tan’(x) dx — f tan"(x)dx = |———| — I,
0 0 n+1 0
T
_tan! (7) i) _ 1
n+1 n+1 " n4+1 "
d) Enappliquant la relation ci-dessus pour n = 0.
=gy h=1"73
En appliquant la formule ci-dessus pour n = 1
I; = ! L = 1 11 (2)
371+1 *T2 2"
Exercice 5.
Soit f la fonction donnée par :
1+x
f(x)=ln<1_ ) -1<x<1

a) Calculer f'(x).
b) Donner le développement limité a I’ordre 3,4,5 et 6 de f'(x) en x = 0.
c) En déduire le développement limité de f a I’ordre 4 en x = 0.

Correction exercice 5.
a)
vx € |-1,1], f(x)=In(1+x)—In(1—-x)
. 1 -1 1 1 1-x+1+x 2
=7 (x)=1+x_1—x= 1+x+1—x=(1+x)(1—x)=1—x2
b) On applique la formule

1
——=1-X+X?>— -+ (=D"X"+ o(X™)

1+X
Avec X = —x?, et en utilisant la parité de f'(x) pour « gagner » un ordre
Alordre 3 :
Fr)=2(14+x%+0(x)=2+2x%+0(x?)
Alordre 4 :
£ =2(1+x%+x*+0(x*) = 2+ 2x% + 2x* + o(x*)
Alordre5:
Fro)=2(1+x%+x*+0(x%) = 2 + 2x% + 2x* + 0(x%)
Alordre 6 :

Fro) =2(1+x%+x* +x°+0(x%) =2 4+ 2x2 + 2x* + 2x° + 0(x®)
c) On utilise le développement limité a I’ordre 3 de f'(x), que I’on intégre

f(x) = f(0) + 2x +§x3 +o(x*) = 2x +§x3 +o(x*)

Exercice 6.
Déterminer la limite suivante :



}Ci_r;% In(x?) In(1 + x)
Correction exercice 6.
In(x?)In(1 + x) = 2In|x|In(1 + x) = 2 In|x| (x + o(x)) ~ 2xIn|x| - 0
Puisque le « x » ’emporte sur le logarithme.



