Université Claude Bernard-Lyon 1/ Licence sciences et technologie
Math L1/ Unité d’enseignement « Intégration et approximation »
Contréle continu final/ Durée 2 heures

Les exercices Ci-dessous sont indépendants et peuvent étre traités dans [’ordre de

votre choix. L utilisation de document de toute nature et de calculettes n’est pas

autorisee, [ utilisation de téeléphone sera considéré comme tentative de fraude (v
compris regarder [’heure). Le sujet est imprimé sur une page.

Exercice 1.

a. Calculer fon x+/1 — cos(2x) dx

b. Déterminer une primitive pour la fonction x —

eX+4e~x

Correction exercice 1.
a.

Jnx\/l —cos(2x) dx = Jnx,/z sin?(x) dx = \/Ejnxlsin(x)ldx
0 0 0

Comme x € [0, ], sin(x) = 0 donc |sin(x)| = sin(x)

jnx\/ 1 —cos(2x) dx = \/Ejnx sin(x) dx
0 0

Faisons une intégration par partie
fonx sin(x) dx
u'(x) = sin(x) u(x) = —cos(x)
v(x) =x v'(x)=1

fonx sin(x) dx) = [—x cos(x)]F — f(:T(— cos(x))dx

Donc

fnx sin(x) dx) =2 ([—x cos(x)]g + f
0 0

Vs

cos(x) dx> = V2(=m cos(m) + [sin(x)]F) = nv2

b. On fait le changement de variable t = e* & x = In(t) ce qui entraine que dx = %
ex

1 [ Lde_odt [ odt _1 AV p
e* + de—x T oAt ) eeva t2+22_§arCtan(§)+ _EarCtan<7>+
t

Ou K est une constante réelle.

Exercice 2.  On définit une fonction f comme suit :

f(x) = xIn(x) — arcsin(1 —x2), 0<x <1
Expliquer pourquoi la fonction est continue sur I’intervalle ]0,1].
Quelle valeur doit-on donner a £(0) afin que f soit continue sur [0,1] ?
Calculer la dérivée de f en un point x € ]0,1].
Démontrer que f atteint un minimum sur I’intervalle ouvert ]0,1][.

o o oo

Correction exercice 2.
a. Pour0<x<1,0na0<x?<1,cequientraineque —1 <x?<0etdonc0<1-—x?<1,cequi
montre que x — arcsin(1 — x2) est définie et continue sur ]0,1].
f est la composée et la somme de fonctions continues sur ]0,1] donc f est continue sur ]0,1].
b. Pour cela il faut calculer la limite éventuelle de f en 0*



lim xIn(x) =0
x—-0%

C’est une forme indéterminée classique

Comme arcsin(1) = % ona:

i __T
lim, f(x) = 5
Par conséquent si on pose f(0) = —galors f est continue sur [0,1].
C.
1 —2x 2x
f') =In(x) +xx—— =In(x)+1+
x 11— (1 —x?)2 J1—(1—2x2+x%)
NGO 414 o = In() 14 () 14—
= In(x = In(x = Inx
V2x2% — x* x?(2 — x?) |x|V2 — x2
Comme x > 0, |x| = x.
Par conséquent
2 1
"®)=Inx)+1+——=Ix)+1+22—-x%)"2
! V2 —x2

d. Il est vain de vouloir trouver une valeur qui s’annule la dérivée de f en changeant de signe,
Premiére méthode :
1 1 301 3

Fr00 ==+2 (—5) (“20(1 = x) 2 =~ + 202 =) F > 0

et
L L 2 N

xll,r(r)l+f (x) = — etxh_>r£1+f (x)=1+ﬁ= 1+vV2>0
La fonction £ est une bijection croissante de ]0,1[ sur |—o0, 1 + V2|
Il existe un unique x, € 10,1[ tel que f'(x,) = 0 avec
x €10,x0[ = f'(x0) < Oetx € [xo1[ = f'(x0) >0
Cela montre que f admet un minimum absolu en f(x,)
Deuxiéme methode
La fonction f est continue sur [0,1] donc f est bornée et atteint ses bornes, il reste a montrer que le
minimumestnienx =0nienx = 1.
Comme la dérivee est continue et décroissante en 0, f(0) n’est pas un minimum puisque la fonction
décroit au voisinage de 0, de méme la dérivée est positive et continue au voisinage de x = 1 donc

f (1) n’est pas un minimum car la fonction est croissante au voisinage de x = 1.

Exercice 3. Trouver la solution générale de 1’équation différentielle
y'+4y'+3y =3t +2t

Correction exercice 3.

Soit (E") I’équation homogene associée

y'+4y' +3y=0
Son équation caractéristique est 72 + 4r + 3 = 0, ses racines sontr; = —letr, = —3
La solution générale de (E") est

y=Aet+2,e73
Avec A, et 1, deux constantes reelles.
On cherche une solution particuliere de 1’équation avec second membre de la forme

pp(t) = at? + bt +c
Ou a, b et ¢ sont trois constantes réelles.

pp(t) =2at+b etpp(t) =2a



Ce que I’on remplace dans I’équation avec second membre.
2a + 4Q2at + b) + 3(at? + bt + ¢) = 3t?> + 2t & 3at? + [8a + 3b]t + 2a + 4b + 3¢
3a=3 a=1 a=1 a=1
S 8a+3h=2 & 3b=—-6 (:)i b=-2 (:){b:—z
2a+4b+3c=0 2a+4b+3c=0 2—8+4+3c=0
Donc ¢p(t) = t? — 2t + 2 et la solution générale de I’équation avec second membre est

y=2Aet+2,e3 +t2-2t+2

Exercice 4. Déterminer le développement limité en 0 et d’ordre 6 de la fonction

f(x) = In(cos(x))
Correction exercice 4.

2 4 6 2 3
f(x)=ln<1—x—+x——x—+o(x6)>=1n(1+X) =X—X—+X—+0(X3)

2! 4! 6! 2 3
Avec
x% x*  x®
X=-" 4 6
2 Y2 750t oY)
x? x* x® x% x*  x® x* x®  x®
2 _ |, 6 A 3N 6
X ( 7 T2 720+°(x)>< 223 720 00 | =TT o)
x*  x®
- _ 6
2 24+0(x)
x6
X3 = —§+ o(x®) et 0o(X3) = o(x®)
Donc
x*  x® 6 x© p
x2  x*  x6 T——4+o(x) —§+o(x)
- . 6) _ 6
f(x) 2+24 720+0(x) 5 + 3 + o(x®)
x2 1 1 1 1 1 x2 1 1
- = 4 o - 6 6 - 4 = .6 6
2+[24 8l* +[ 720 Tag " za)* to&%) 2 T2 T o)
Exercice 5.

a. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange entre 0 et t et avec un reste d’ordre 6 de la fonction
f(x) = e*sin(x)
b. Trouver un polynéme P(t) (en justifiant) tel que

1
_ ot i | < —
|P(t) — e* sin(t)| 30

Pour t € [0,1]

Correction exercice 5.
a. f estC* donc elle admet une formule de Taylor Lagrange a n’importe quel ordre, il existe ¢ €
10, t[sit>0o0u]t0[sit<O
_ )+ L0+ L o)+ L F @0y 4+ £ o0y 4 & p®
F(O) = FO) +tf/(0) + 5, £(0) + 51" (0) + 5 fP(O0) + 5 FO0) + 5 FO)
f(t) =etsin(t) = f(0) =0
f'(t) = etsin(t) + et cos(t) = et(sin(t) + cos(t)) = f'(0) =1
() = et(sin(t) + cos(t)) + et(cos(t) —sin(t)) = 2 cos(t) et = f"(t) = 2
"' (t) = —2sin(t) et + 2 cos(t) et = 2et(cos(t) — sin(t)) = f''(0) = 2

F®(t) = 2et(cos(t) — sin(t)) + 2et(—sin(t) — cos(t)) = —4etsin(t) = f®(0) =0

FO(t) = —4et sin(t) — 4et cos(t) = 4e(—sin(t) — cos(t)) = fF®(0) = —4



F@(t) = 4et(—sin(t) — cos(t)) + 4et(— cos(t) + sin(t)) = —8et cos(t) = f©)(c)

= —8e° cos(c)
Donc
t2 t3 t* t° té
tsin(l)) =0+ 1Xt+—%X2+—X2+—X04+—x (—4) + — x (—8e®
et sin(t) + +2 +6 +24 +120 ( )+720 (—8e€ cos(c))
t3 t5 6
=t+t2—§—%—%eccos(0)
b. On en déduit que
to t3  t°
%ec cos(c) =t + t2 ~ 3730 et sin(t)
Puis en prenant la valeur absolue, et puisque 0 < t < 1
3¢5 t® [t6] e 3 1
t t2 _____ [ t — |— p€ < — c - —_—
+ T~ 30 et sin(t) 90e cos(o)| < 908 <90<90 30




