Licence L1-Math./Info.-Algebre Il 2011-2012

Controéle continu final-lundi 11 Juin 2012
Durée : 2 heures

Les documents, calculatrices et téléphones portables sont interdits.

Une grande importance sera accordée a la précision de la rédaction.

L’énoncé comporte deux pages.

Il n’est pas nécessaire de traiter I’intégralité du sujet pour obtenir la note maximale.

Question de cours

Soit u une application linéaire d’un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F.
1. Rappelez la définition du noyau ker(u) de u.
2. Montrer que u est injective si et seulement si ker(u) = {05}

Correction Question de cours
1. ker(u) ={x € E,u(x) = 0g}
2. Siu estinjective.
Comme u(0g) = 0p
x € ker(u) = u(x) = 0 = u(x) = u(0g) = x = 0g
Car u est injective.
Cela montre que ker(u) = {0z}
Si ker(u) = {0z}
u(x) =uly) @ ulx) —u(y) =0 > u(x —y) = 0¢
Car u est linéaire. Cela montre que x — y € ker(u) et comme ker(u) = {0z}, 0na
x—vy=0g
Ce qui entraine que x = y, cela montre que u est injective.
Finalement u est injective si et seulement si ker(u) = {0z}

Exercice 1.

1. Montrer que le polyndme P = X* — 15X% — 10X + 24 est divisible par X2 + 2X — 3 dans R[X].
2. Donner la décomposition de P en produit de facteurs de degré 1 dans R[X].
3. Soientp,q et r trois réels et a, B,y et & les quatre racines du polynéme Q = X3 + pX? + gX + .

a) OnposeS; =a+pB+yetS,=af +ay+ Ly

[On pourra reconnaitre et développer (X — a)(X — B)(X —y).]
Calculer S; et S, en fonction de p, g et r.
b) On pose enfin: T = a? + B2 + y2. Calculer T en fonction de p, q et r.

Correction exercice 1.
1.



x* —15X% — 10X + 24 X2+2X-3
X* + 2Xx3 — 3X2 X2 -2X-8
—2X3 —12X% — 10X + 24
| —2X3—4X% +6X
—8X% — 16X + 24
—8X% — 16X + 24
0

Donc P est divisible par X? + 2X — 3 et
X*—15X2 - 10X +24 = (X*? +2X —3)(X? -2X -98)

2. Lesracinesde X2 +2X —3sontlet—3doncX?2+2X—-3=X-1DX+3)
Les racines de X? —2X —8sont —2et4,donc X>? —2X —-8=(X+2)(X — 4)
Par conséquent :
P=X*—15X?-10X+24=X+3)X-1DX+2)(X —4)

3.
a)
Si=at+f+y=-p
(C’est-a-dire I’opposé du coefficient de X?)
S;=ap+ay+pfy=q

(C’est-a-dire le coefficient de X)

b)

(a+B+y)2=a?+p%+y%2+ 2(af + ay + By)
Avec les notations de I’énoncé
(S)?=T+2S,
Ce qui équivauta T = (—p)? — 2q = p%? — 2q
Exercice 2.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur R respectivement de dimension 3 et 4. Soit B = (e, e5, e3) une
base de E et B' = {f1, f2, f5, f+} une base de F.
Soit u une application linéaire définie par

ue)) = f1—2f2 + f3

uler) =f2—2fz3+ /s

ulez) =—fit+tfa+fz—fa

Donner la matrice de u dans les bases B et B'.
Déterminer une base de ker(u).
En déduire le rang de u.
Donner une base de Im(u).
Soit G = Vect(fy, f4) le sous-espace vectoriel de F engendré par f; et f,. Montrer que G est un
supplémentaire de Im(u).

o wbh e

Correction exercice 2.

1.
u(el) u(ez) u(eg)
1 0o -1 h
-2 1 1 f2
1 -2 1]
0 1 —1//fa



2. Soitx = (x4, x5,x3) € ker(u)
L ) () o (e
— —LX X X3 =
u(x) =0p & 1 ) 1 <i2>= 0] X1 1—2x§+x2=0
0 1 -1/ 7 0 Xy, —x3 =0
X1 = X3 X1 = X3 X1 = X3
—2x1+x, +x3=0 —2x3+x3+x3=0 0=0 X1 = X3
x1—2x2+x3=0@ x3—2x3+x3=0® 0=0 {x2=x3
Xy = X3 Xy = X3 Xy = X3
Par conséquent x = (x5, x3,x3) = x3(1,1,1), on pose a = (1,1,1) et alors
ker(u) = Vect(a)
3. D’apres le théoréme du rang
dim(ker(w)) + dim(Im(w)) = dim(E) & 1 + dim(Im(w)) = 3 © dim(Im(u)) = 2
Le rang de u est donc 2.
4. (u(el),u(ez)) est une famille de deux vecteurs non proportionnels qui forment donc une famille libre
dans un espace de dimension 2, il s’agit d’une base de Im(u)
Autre méthode
Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(e3))
Or u(e;) + u(ey) + u(es) = 0 donc u(e;) = —u(e;) — u(ey), par conséquent
Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(e3)) = Vect(u(el),u(ez), —u(e;) — u(ez)) = Vect(u(el),u(ez))
et alors (u(el),u(ez)) est une famille génératrice a deux vecteurs dans un espace de dimension 2, ¢’est
une base de Im(u).
5. Constatons tout d’abord que (f3, f) est une base de G.
On montre que (u(e,),u(ey), f1, f») est une base de F.
alfi =22+ )+ B(f2 —2fs+fa) +tvfi+6fs = 0F
a+y=0
S @HNfit 2+ P+ @=20f+ B+Pfi =0, 04 2P0
B+y=0
2 fois la ligne 3 plus la ligne 2 donne —38 = 0, par conséquent a, y et § sont nuls
(u(ey), uley), f1, fa) est une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, c’est une base de
F. On en déduit que
Im(u® G =F
Exercice 3.

1 -1 -2

Soit ¢: R® — R3 I’application linéaire de matrice A = (—1 1 2 ) dans la base canonique.

I

1 0 -1
Montrer que dim(ker(¢)) = 1 et donner une base B = (a) de ker(¢).
Montrer que a € Im(w), ¢’est-a-dire qu’il existe b € R3 tel que ¢(b) = a.
Montrer que I’ensemble E = {v € R3, ¢p(v) = v} est un sous-espace vectoriel de R3.
Donner un vecteur ¢ non nul de E.
Montrer que (a, b, ¢) est une base de R3.
Donner la matrice de u dans la base (a, b, ¢).

Correction exercice 3.

1.



1 -1 -2 X1 0 xl—x2—2x3 =0
X =(x1,%3,x3) ERer(p) @ p(x) =0gs | -1 1 2 |[x2|=(0]ej—x+x,+2x3=0

1 0 -1/ \X3 0 Xy —x3=0
{xl—x2—2x3=0@{x3—x2—2x3=0@{x2=_x3
x1=x3 X1=x3 x1=x3

Donc x = (x5, —x3,x3) = x3(1,—1,1), ce qui montre que dim(ker(¢)) = 1eta = (1,—-1,1).
2. Premiére méthode
En regardant la matrice, on voit que ¢(e;) = a, b = e; répond a la question.
Deuxieéme méthode
On cherche x = (x4, x,, x3) tel que p(x) = a
Ce qui équivaut a
1 -1 =2\ /% 1 X1 =Xy —2x3=1
<—1 1 2 ><x2> = <—1> & {—xl + x, + sz =-lo {xl — 2 2x31= 1
1 0 -1/\x 1 X — x5 =1 =
{x3+1—x2—2x3=1 {x2=—x3
X =x3+1 Xy =x3+1
N’importe quelle valeur de x5 répond a la question, par exemple, on prend x; = 0. Et alors
b=(1,00) =e
3. @(0gs) = Ogz donc Ogs € E
Soit x et y deux vecteursde E, (x) = xetp(y) =y
Alors pour tous a et B réels
plax + By) = ap(x) + Bo(y)
Car ¢ est linéaire, ce qui entraine que
@(ax + By) = ap(x) + o (y) = ax + By
Ce qui montre que ax + By € E, par conséquent, E est un sous-espace vectoriel de R3.

1 -1 -2 X1 X1 X1 — Xp — 2.7C3 = X1 —Xy; — ZX3 =0
x = (x1,%5,%3) EE © (—1 1 2 ><x2> = (xz) S {—xl +x,+2x3=x, & {—xl +2x3 =0

1 0 -1 X3 X3 X1 — X3 = X3 X1 — ZX3 =0
o {xz = —2x3
X1 = ZX3

Par conséquent x = (2x3, —2x3,x3) = x3(2,—2,1), un vecteur non nul de E est ¢ = (2,—2,1)
5. Premiere méthode

1 0 2
det(a,b,c) =|-1 1 =2
1 0 1

En développant par rapport a la seconde ligne
|1 2o _
det(a,b,c)—l1 _2|— 40

Donc (a, b, ¢) est une base.
Deuxiéme méthode

a+2y=0
aa+ Bb +yc =0 © a(1,-1,1) + £(0,1,0) + y(2,—-2,1) = (0,0,0) @{—a+ﬁ—2y=0
a+y=0
a=-=-2y a=0
Si{-a+B-2y=04{=0
a=-y y=20

(a, b, c) est une famille libre a 3 vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base de R3.
6. D’aprés les questions précédentes



p(a) =0gs; (b)) =a et p(c)=c
(@) @) @)

0 1 0\ ¢

0 0 o) b

0 0 1/ ¢
Exercice 4.

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifiez brievement votre réponse.
1. Pour tout n > 2 et pour toutes matrices carrées A et B de M, (R). On a I’identité
(A—B)(A+ B) = A> — B?
Soit A une matrice carrée inversible. Alors (42)™1 = (471)2.

1 2 . ]
1 2)estlnverslble.

L’application u: R? - R? définie par u(x,y) = (y/x% + y2,0) est linéaire.

Le sous-ensemble E de R3 défini par e = {(x, y, z), 2x + 3y + 5z = 1} est un sous-espace vectoriel.
Il existe une matrice A a 4 lignes et 3 colonnes dont le rang de A est 4.

Il existe une matrice A a 4 lignes et 3 colonnes dont le rang de A est 2.

La matrice (

No ok~ wn

Correction exercice 4.
1.
(A—B)(A+B) = A2 + AB — BA — B?
Ona
(A-—B)(A+ B) = A> — B?

Si et seulement si AB = BA, donc en général, c’est faux.

2. On a pour toutes matrices A et B inversibles : (AB)™! = B~1A™1, en prenant B = A, cela donne
(A>) 1 =A471471 = (4712, c’est vrai.

3. Le déterminant étant hors programme, c’est dommage parce qu’il aurait suffi de le calculer et de dire
qu’il était non nul.
Premiére méthode : il suffit d’inverser la matrice

AX=Y<:>(_11 2)(x1):()’1)®L1{x1+2x2=y1(:) Ly {x1+2x2=y1

2 Xo Vo L2 —X1 + 2x2 =Yy, Lz + L1 4x2 =1 + b))
X1 =—2x,+y 2(1 +1 >+ L !
1= T4&X2 1 X1 =—a\7V1 T 72 41 X1 =35Y1—35)2
= 1 1 o 4 4 = 2 2 = (xl)
X =7y1t7Y2 1 1 1 1 X2
4 4 X2 =Z3’1 +ZYZ X2 =ZY1+Z3’2
1 1
_ 2 "2\
11 1 (}’2)
4 4

Cela montre que est inversible et que A™1 = 1

4

Remarque : on aurait pu résoudre ce systéme en utilisant la méthode de Cramer.

Deuxieme méthode

A est la matrice d’un endomorphisme u de R?, pour montrer que cet endomorphisme est bijectif (ce qui
équivaut a ce que A soit inversible), il suffit de montrer que cet endomorphisme est injectif, ce qui
revient & montrer que son noyau est reduit au vecteur nul.

BDIRN|R



1 2)(X1):(0)®L1{X1+2x2=0 L {x1+2x2=0

X = (xlFxZ) (S ker(u—) (= (_1 2 xZ 0 LZ _x1 + 2x2 — O < LZ + Ll 4x2 = 0

ker(u) = {Ogz} par conséquent u est bijectif et A est inversible.
Evidemment que non, trouvons un contre-exemple

u(-2(x,0)) = u(-2x,0) = (/(=20)2 + 02,0) = (v4x2,0) = (2Ix,0)
Alors que
—2u(x,0) = -2 (Va2 +02,0) = (=2Ix|,0)
Pour un x non nul, ces deux expression sont distinctes, par conséquent u n’est pas linéaire.
(0,0,0) ¢ E, donc E n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.
Une matrice a 4 lignes et 3 colonnes est la matrice d’une application linéaire u d’un espace vectoriel E

de dimension 3 dans un espace vectoriel F de dimension 4,
D’aprés le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(lm(u)) = dim(E)
Donc dim(lm(u)) < dim(E) = 3, par conséquent il n’existe pas de matrice a 4 lignes et 3 colonnes de
rang égal a 4.
Oui, par exemple :

1 0 1
(0 1 1
4=11 0 1
0 1 1
Les deux premiére colonnes sont libres et la troisieme est la somme des deux premiéres donc le rang de

cette matrice est 2.



