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Problème 

Partie I.  

On fixe un réel 𝑎 et on considère l’application 

𝑢: ℝ3[𝑋] → ℝ3[𝑋]

𝑃 → 𝑃 −
1

3
(𝑋 − 𝑎)𝑃′

 

Où ℝ3[𝑋] désigne l’espace des polynômes de degré inférieur ou égal à 3 

On note ℬ = (1, 𝑋, 𝑋2, 𝑋3) la base canonique de ℝ3[𝑋]. 

1. Montrer que l’image d’un élément de 𝑃 de ℝ3[𝑋] appartient bien à ℝ3[𝑋]. 

2. Montrer que l’application 𝑢 est linéaire. 

3. Déterminer la matrice de 𝑢 dans la base ℬ. 

4. Démontrer que la famille ℬ′ = (1, 𝑋 − 𝑎, (𝑋 − 𝑎)2, (𝑋 − 𝑎)3) est une base de ℝ3[𝑋]. 

5. Calculer pour tout 𝑘 ∈ {0,1,2,3}, 𝑢((𝑋 − 𝑎)𝑘) les coordonnées de 𝑢((𝑋 − 𝑎)𝑘) dans la base ℬ′. En 

déduire la matrice 𝐷 de 𝑢 dans la base ℬ′. 

6. Déterminer une base de ker(𝑢), une base de 𝐼𝑚(𝑢) et le rang de 𝑢. 

[On pourra utiliser la matrice 𝐷.] 

 

Partie II.  

Soit 𝑃, un polynôme de degré 3 à coefficients réels tel que 𝑃′ divise 𝑃. 

7. Montrer qu’il existe 𝛼 et 𝛽 réels tels que  

𝑃 = (𝛼𝑋 + 𝛽)𝑃′ 

8. Montrer qu’il existe un réel 𝑎 tel que  

𝑃 =
1

3
(𝑋 − 𝑎)𝑃′ 

9. En  déduire tous les polynômes de degré 3 tels que 𝑃′ divise 𝑃.  

[On pourra utiliser l’endomorphisme de la première partie] 

 

Partie III.  

Soit 𝑃 un polynôme de degré 𝑛 ≥ 1 à coefficients complexes tel que 𝑃′ divise 𝑃. 

10. Démontrer qu’il existe un complexes 𝑎 tel que 𝑃 =
1

𝑛
(𝑋 − 𝑎)𝑃′. 

11. Soient 𝑎1, … , 𝑎𝑟 des complexes deux à deux distincts et 𝑚1, … , 𝑚𝑟 des entiers naturels non nuls. On 

considère le polynôme : 

𝑄 = ∏(𝑋 − 𝑎𝑘)𝑚𝑘

𝑟

𝑘=1

 

Calculer 𝑄′ et en déduire la décomposition en éléments simple de  
𝑄′

𝑄
 

12. En déduire que 𝑃 n’a qu’une seule racine. 

 

Questionnaire 

Les différentes questions sont indépendantes. 

1. Soit 𝑛 un entier naturel non nul et 𝐴 la matrice 𝑛 × 𝑛 dont tous les coefficients valent 1 : 

𝐴 = (

1 1 ⋯ 1
1 1  1
⋮ ⋮  ⋮
1 1 ⋯ 1

) 

Déterminer le rang de 𝐴 et en déduire le déterminant de 𝐴. 



2. Soit 𝐸 un espace vectoriel de dimension finie et 𝜑 un endomorphisme de 𝐸, c’est-à-dire une application 

linéaire de 𝐸 dans 𝐸. 

(a) Donner sans preuve la relation entre dim(𝐸), dim(ker(𝑓)) et 𝑟𝑔(𝑓). 

(b) Démontrer que 𝜑 est injective si, et seulement si 𝜑 est surjective. 

3. Donner la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle 

𝐹 =
1

𝑋(𝑋 − 1)2
 

4. Soit 𝑛 un entier naturel non nul et 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)
1≤𝑖≤𝑗≤𝑛

 une matrice 𝑛 × 𝑛 à coefficients complexes. On 

suppose que pour 𝑖 et 𝑗 entiers compris entre 1 et 𝑛, on a : 

𝑎𝑖,𝑖 ≠ 0      et    𝑖 < 𝑗 ⇒ 𝑎𝑖,𝑖 = 0 

C’est-à-dire 

𝐴 = (

𝑎1,1 0 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
⋮  ⋱ 0

𝑎𝑛,1 ⋯ ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

) 

Démontrer que 𝐴 est inversible.  

 


