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I (3 points)
Calculer, sur un intervalle ou cela a un sens :
x> +6x—1
G-3G-D>

Allez a : Correction |
Il. (7 points)

Dans tout I’exercice a désigne un réel strictement positif. Pour certains réels, on note :

)= 53 et go() = arctan(f,(0)

1. Justifié que f;, et g, sont des fonctions définies sur des ensembles contenant R*.
2. En utilisant la formule de Taylor-Young, écrire un développement limité a I’ordre 2 de arctan au
voisinage de 1.

3. Pour x > 0, 0onnote h = i
a) Ecrire un développement limité a I’ordre 2 de f, (%) exprimé en fonction de h, quand h tend vers 0.

b) En faire autant pour g,.
c) Discuter en fonction de la valeur du parameétre a de la convergence ou de la divergence de

I’intégrale
+00 -
JO (ga(x) - Z) dx

Allez a : Correction 11
1. (12 points)

On pose pour toutn € N
Y Y
fsin((Zn + 1)t) isin((Zn + 1)t)
oo [FEEED [ i
0 sin(t) 0 t
1. Montrer que, J, et K,, sont des intégrales convergentes.
2. On rappelle que :

sin(A4) — sin(B) = 2 cos (A -IZ_ B) sin (A ; B)

Montrer que pour toutn > 1 :
Jn=Jn-1=0
En déduire la valeur de J,, pour tout n € N.



3. Soit f définie sur [, 7] par f(0) = 0 et

1
f® = t sin(t)

Calculer f'(t) pour t # 0, et en déduire que f est de classe C* sur [—g 0[ U ]0, g]

pourt # 0

Calculer f'(0) et conclure que f est de classe C?! sur [—%%]

A I’aide d’une intégration par partie montrer que :
lim (J, —K,) =0
n-—-+oo

6. Vérifier que :

T
"7 sin(x)
K, = dx, n€eN
n x
0

7. ATlaide d’une intégration par partie montrer que

Lo = |.

X sin(x)

dx

T

Admet une limite quand X — +oo.
8. Montrer que

+o0 o
:f in(x) .
0 x

Est une intégrale convergente
9. Montrer que

I= lim K,
n—+oo
Et en déduire la valeur de I.
Allez a : Correction 111
CORRECTION
Correction I.

Il existe a, b et c réels tels que :
x> +6x—1 a b c
= + +
(x—3)2(x—-1) x—-3 (x—-3)2 x-1
On multiplie par (x — 3)?, puisx = 3
b= lxz +6x—1

—_— =13
x—1 l_3

On multiplie par x — 1, puisx = 1

c

_x2+6x—1l 3
T (v —2)2 =5
(x—-3) |, 2

On multiplie par x, puis x —» +oo

1
1=a+c<:)a=1—c=—§



1 3
x?4+6x—1 4 _] "2 13 L2 |y
x—32x-—1D" T J\x=3 " x=32"T%x-1 |

1 3
= —Elnlx 3]+ 13f(x —3) 2dx +§ln|x —-11+K

= 1l| 3] L +3l| 11+ K
= —5Inlx 3 Tl

Alleza: |

Correction II.
1. Six>0alorsx+a>0etx+ 1> 0celaimplique que % > 0, par consequent, f; est définie pour
tout x > 0, donc sur un ensemble contenant R*. arctan est définie sur R, donc g, est définie sur le

méme ensemble que f,.
2. f = arctan est C*® sur R, donc cette fonction admet un développement limité a n’importe quel ordre.

—1)2
f(x)=f(1)+(x—1)f’(1)+(x > ) ') +o((x —1?)

f(1) = arctan(1) =%

1
fo) =172 D=3

" — 2x " __1
f (.'X')— (1+x2)2:>f (1)_ 2

1 1
arctan(x) = r +=(x—1)—-—=(x-1?%+0((x —1)?
4 2 4
a) Premiere méthode (Pas terrible)

1
(1)_ Rt  |1+ah
Ja\1) = 1.4 J1+nh
h

1+ ah
1+h=(1+ah)(1—h+h2+o(h2))=1+(a—1)h+(1—a)h2+o(h2)
1 1+ ah 1 1 1 1
— | = = — — 2 23)\)2 — 5 = VY __Yy2 2
fa(h) T (1+(a—Dh+ 1 —a)h?+0(h?))?=(1+X)2 1+5X —2X? +0(X?)
Avec

X=(a—-1Dh+ 1 —-a)h?+o0(h?
X?=((a—Dh+ 1 —a)h?+0(h?))((a— Dh+ (1 —a)h? + o(h?)) = (a — 1)%h% + o(h?)
0(X?) = o(h?)
fa (%) =1+ %X - %XZ + 0(X?)
=1+ % ((a=Dh+ (1 —a)h? + o(h?)) —%((a — 1)2h% + 0(h?)) + o(h?)

= 1+%(a—1)h+<%(1—a)—%(a—1)2>h2+o(h2)

= 1+%(a— 1)h+%(1 —a)(4— (1 - a)h? + o(h?)

= 1+%(a— 1)h+%(1 —a)(3+ a)h? + o(h?)
3



Deuxieme méthode (meilleure)

1+ ah

1 1
TTh =1 +ah)z(1+h) 2

1 1y, 1y(ah)? 1 I\ (_3\P
=<1+zah+(§)(‘z) 2 +0<h2>)<1‘z’l*(‘z)(‘z)?“’(hz))

a a? 13
=<1+Eh—§h2+0(h2)>(1—5h+§h2+0(h2)>

a 1 3 a a?
— R - 2 2
=1+ (3 2)h+<8 . 8>h +o(h?)

a—1
2
Commea = 1eta = —3sont les deux racines de a? + 2a — 3, on retrouve bien que

=1+

h——(a +2a — 3)h? + o(h?)

1+ ah
1+h

=1 +%(a —1Dh —%(a —1)(3 + a)h? + o(h?)
b)
1 1 1 1
Ja (E) = arctan <fa (ﬁ)) = arctan <1 + 5 (a—1h+ 3 (1-a)(3+a)h? + 0(h2)> = arctan(X)

Avec X =1+ %(a — 1Dh +§(1 —a)(3+ a)h? + o(h?)
On utilise alors la premiere question avec X — 1.

X—-1 =%(a— 1)h+%(1 —a)(3 + a)h? + o(h?)

2
X-1)?2= (% (a—1h +%(1 —a)(3+ a)h? + 0(h2)> = %(a —1)%h% + 0(h?)
o((X —1)?) = o(h?)

1
9a(3) = %+2cx—1>——<x—1)2+o((x—1>)

- Z ;( (a—1Dh+= (1 — B +a)h? + o(h2)> —1< (a—1)2h% + o(h2)>

+o(h?) =%+%h+(—E(a—1)(a+3)—E(a—1)2)h2+0(h2)
T a-—1 a—1 ) )

= t—h—— ((@+3)+ (a—1)h? + o(h?)

T a-—1 (a=1D(a+1)

7t - 3 h? + o(h?)

Sia = 1alors g,(x) ~g T; etl’ 1ntegrale diverge.

7 a—11 (a—-1(a+1)1 0(1>

Sia=1lalorsg,(x) =0 (xiz) et ’intégrale converge.
Alleza : 1l

Correction Il1.
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in((2n + 1t 2n+ 1)t in((2n + 1)t
Sm((si:ll(t) N G P L (CL L D

n+1
t t-0 sin(t)

- sin(@nr1)e) est continue sur ]0,1] et prolongeable par continuité en 0, donc J,, est une intégrale

convergente en 0.

sin((2n + 1)t 2n+ 1)t sin((2n + 1)t
(( " ))~t=0( n )=2n+1 :>ltin8 (( ))=2

est continue sur ]0,1] et prolongeable par continuité en 0, donc K, est une intégrale

n+1

MR sin((2n+1)t)

convergente en 0.

2.
sin((Zn + 1)t) — sin((Zn - 1)t) = 2 cos <(2n e ; (2n - 1)t> sin <(2n e ; (2n - 1)t>
= 2 cos(2nt) sin(t)
L %sin((Zn + l)t) %sin((Zn — l)t)
Jn=In-1=Jn = fo sin(t) dt = fo sin(t) dt
_ ]% sin((Zn + 1)t). — sin((Zn — 1)t) gt = f% 2 cos(Zlnt) sin(t) it
0 sin(t) 0 sin(t)
3 3 B sin(2nt) 7 B sin(n) sin(0) B
—2]0 cos(Znt)dt—Z[TL —2( o 2n )—0
Par suite
o= [
0
3.
o« 1 cos(t) —sin®(t) + t? cos(t)
fr®= 2 + sin2(t) t2 sin2(t)

Pour t = 0 f'(t) est le produit et le quotient de fonction définie et continue en 0 donc f est C* sur
TL’ [
[-5.0[u o]
4.

1 1 (Gin@®)—-t) t+o(?)—t  o(t®)  o(1)
f® = t sin(t)  tsin(t) ¢t (t+o(t) t2+0(t?) 1+0()
f admet une limite nulle en 0, donc f est continue en 0.

- 0=£(0)

i +3 2 +2
—sin?(t) + t? cos(t) = — t—g+o(t3) +t2 1—?+0(t2)

— 2 tz 2 i 2 tz 2
=—t 1—6+o(t) +t 1——2+0(t)

2 tz 2 2 tz 2 — 1 1 4 4
=—t (1——3 + o(t )>+t (1——2+0(t )>—<§—§)t + o(t*)

1
=__t4 t4
6 +o(t%)



o 1
msO="7
Et f est continue en 0 et f'(t) admet une limite en 0, donc f est de classe C* en 0, et pour tout
m T

te [—%,O[U]O,g],festcl sur [—~, ;]

Jn— K, =— Jff(x) sin((Zn + l)t) dt
0

— fogf(t) sin((2n + 1)t) dt
u'(t) = —sin((2n + Dt) u(t) = COS(Z(f:;l)t)
v(t) = f(1) v'(t) = f'(t() ;
T z z , cos((2n+1)t
fgf(t) Sin((Zn + 1)t) dt = [f(t) %1:1)0]; - fOZf ® ( 2n+1 )dt

Jn—Kn= fif(t) sin((2n + 1t) dt
0
B cos((2n + 1)t)]? 2
Bl lf(t) 2n+1 | 2n+1

cos ((Zn + 1)%)
2n+1

f f'() cos((Zn + 1)t) dt

=f% —f()2n+1 2n+1] £'(t) cos((2n + 1)t) dt

=5 1J. f'(t) cos((2n+ 1)t) dt

Car f(0) = Oetcos<(2n+ 1)E> = cos(nn+—) =0

Un - Knl

f £ () cos((2n + 1)t) dt| <

2n+1

<o 1[ F@ldt
Comme f’ est continue (f est C1), il existe M tel que pour tout t € [0 E] If')l <M

j FOlde <5 +1J e =

__,0

Un — Knl <

Lorsque n — +co.
Donc

2n+1

lim (J, — K,) =0

n—+oo

X = dt = dx
2n+1 T 2n+1

t=0=>x=0

x=0C2n+Dtoet=

t=-= = (2 +1)n— +2
—2 X = 4n Z—nﬂ 2



T
"7 sin(x dx "’”2 sin(x
o [0 [,
0 0

X~ 2n+1 x X
2n+1
7.
L) _f sin(x) Iy
2
L(X) = fg" 0 1
u'(x) = sin(x) u(x) = —cos(x)
v(x) = 1 v'(x) = —-—
X X (= cos(x))
sz _ fX sm(x)d [ cos(x)]n _ fg (C_O;;‘ dx
sin(x) cos(x) cos(x) cos(X ) s X cos(x)
LX) = L p dx —I l f X +COS(§)_L 22 dx
Y cos(X) B
X—1>r-ll:loo X -
cos(x)
x2 |~ x2

1 . . . ., +
x — = est une fonction de Riemann intégrable en +oco car @ = 2 > 1. Donc [ °°C°;§") dx converge.
2

Donc I,(X) admet une limite quand X — +oo.

T T
t®sin(x 2sin(x 2 sin(x
sz ()dxzf ()dx+f ()dx=K0+lim L, (X)
0 X 0 X 0 X X-+o0

K, est une intégrale convergente et XlirP I, (X) existe et est finie donc I est une intégrale convergente.

9. D’apres2°) ]/, = g, d’apres 4°)

- _r
nl_lgloo(]n K,) =0s nl—lHloo Ky, = )
Comme
_ sin(x)
[= lim X
X—>+00 0 X
Existe d’apreés 6.
T
sin(x *t2sin(x
lim ()dxz lim ()dx— lim K,
X—>+4+00 0 X n-+oo 0 X n-+oo
+00

Allez a : Il



