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Question 1.  

On désigne le plan complexe par ℂ. 

 

(1) Montrer que pour tout 𝑧 ∈ 𝐸 on a 
𝑧−𝑖

𝑧+𝑖
≠ 1. 

Soit 𝑓: ℂ ∖ {−𝑖} → ℂ ∖ {1} l’application définie par 

𝑓(𝑧) =
𝑧 − 𝑖

𝑧 + 𝑖
 

 

(2) Montrer que pour tout 𝜔 ∈ ℂ ∖ {1}, il existe 𝑧 ∈ ℂ ∖ {−𝑖} tel que 𝜔 = 𝑓(𝑧). 
(3) Montrer que l’application 𝑓 est injective. 

Que peut-on en conclure sur l’application 𝑓 ? 

(4) Résoudre l’équation (𝑧 − 𝑖)3 + 8(𝑧 + 𝑖)3 = 0 dans ℂ. 

 

Question 2.  

(1) a. Déterminer le reste de la division de 𝑁 = 222333 par 7 et par 11. 

b. Déterminer deux entiers 𝑢 et 𝑣 tels que 7𝑢 + 11𝑣 = 1. 

c. En déduire le reste de la division de 𝑁 par 77. 

      (2) Toto veut faire don des livres de sa bibliothèque. Il en a plus de 10. S’il les répartit dans les cartons 

contenant 20 livres ou des cartons qui en contiennent 25, il lui reste toujours 7 livres. Quel est le nombre 

minimal de livres dans la bibliothèque de Toto ? 

 

Question 3.  

Répondre par vrai ou faux aux assertions qui suivent, en justifiant votre réponse par une preuve courte ou un 

contre-exemple. 

(1) Il existe une infinité de couples d’entiers (𝑢, 𝑣) tels que  

231𝑢 + 110𝑣 = 23 

(2) Soit un entier naturel 𝑛 ≥ 2. Tout facteur premier 𝑝 de 𝑛! + 1 satisfait 𝑝 > 𝑛. 

(3) Soit 𝑛 un entier naturel non nul. Il n’existe pas de triplet (𝑥, 𝑦, 𝑧) d’entier impair tels que 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛. 

(4) Soit 𝑛 un entier naturel non nul. Il y a (
𝑛 + 2
2

) couples d’entiers naturels (𝑥, 𝑦) pour lesquels  

𝑥 + 𝑦 ≤ 𝑛 

 

Question 4.  

(1) Soit 𝐴 = 2 cos (
2𝜋

5
). Démontrer que 𝐴 = 𝑒

2𝑖𝜋

5 − 𝑒
3𝑖𝜋

5 . 

(2) Soit 𝐵 = 2 cos (
𝜋

5
). Démontrer que 𝐵 = 𝑒

𝑖𝜋

5 − 𝑒
4𝑖𝜋

5 . 

(3) On pose 𝜁 = 𝑒
𝑖𝜋

5 .  

a. Calculer 𝜁5 

b. Exprimer 𝐴 et 𝐵 en fonction de 𝜁.  

c. En déduire que 1 + 𝐴 − 𝐵 = 0. 

(Indication : il peut être utile de reconnaître une somme des termes d’une suite géométrique.) 



Remarque : 𝐴 est la longueur du côté d’un décagone régulier inscrit dans un cercle de rayon 1 ; 𝐵 est celle du 

côté d’un décagone étoilé. Cet exercice montre que la différence entre le périmètre d’un décagone étoilé et d’un 

décagone convexe est un entier. 

 

 

 


