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Analyse Réelle, L3 Mathématiques pour l’enseignement 21 Octobre 2019. Durée : 1 h 30

Partiel no 1

Question de Cours :

1. Rappeler la définition d’un ensemble dénombrable.

2. Montrer que 2N est dénombrable.

3. Rappeler la définition d’un ouvert dans un espace métrique (X, d).

Exercice 1. Soient A,B deux parties non vides de R+.

Soit

D := AB = {ab ; a ∈ A, b ∈ B}.

Montrer que supD = supA supB .

Exercice 2. Soit ϕ : R+ → R+ strictement croissante, tel que ϕ(0) = 0 et ϕ(u + v) ≤ ϕ(u) + ϕ(v) pour tout

u, v ≥ 0.

1. Soit X un ensemble. Montrer que si d est une distance sur X alors d′ = ϕ ◦ d est également une distance

sur X.

2. En déduire que
d1 : R× R → R+

(x, y) 7→ d1(x, y) = ln(1 + |x− y|)

est une distance sur R.

Exercice 3. On considère la suite réelle (un)n≥1 définie par un = 1
n+1 + 1

n+2 + ... + 1
2n .

1. Calculer u1, u2 et u3.

2. Montrer que (un)n≥1 est une suite croissante.

3. Montrer que (un)n≥1 converge et que sa limite l vérifie 1
2 ≤ l ≤ 1.

4. Soit K = {un;n ∈ N} ∪ {l}.
a. Montrer que K est un compact.

b. Montrer que l est un point d’accumulation de K càd l ∈ K
′
.

Exercice 4. Discuter, selon les valeurs de a ∈ R, la nature de la série
∑
n≥0

un de terme général

un =
an

2n(1 +
√
n)

.

Indication : Pour a 6= 0, commencer par étudier la convergence absolue en utilisant la règle de D’Alembert.
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