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Exercice 1 (Question de Cours). Soient (X,d) et (X’,d’) deux espaces métriques.
1. Rappeler la définition d’une fonction continue f: X — X'.

2. Soit f: X — X’ une fonction. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) f est continue
b) f~1(U) est un ouvert de X pour tout ouvert U de X'.
¢) f71(V) est un fermé de X pour tout fermé V de X'.

Exercice 2 (Question de TD). On définit f : R* = R, @+ 2 cos ().
1. Démontrer que f peut se prolonger par continuité sur R. Dans la suite, on notera f ce prolongement.
2. Montrer que f est de classe C* sur R.

3. Montrer que f n’est pas deux fois dérivable sur R.

4. Justifier que f(x) = o (2?).

z—0

Exercice 3. Soit (X,d) un espace métrique.

1. Pour A C X rappeler la définition de 'adhérence de A (notée A).

2. Soient A et B deux parties de X. Comparer AN B et AN B puis AUB et AU B.

3. Soient A et B deux parties de X. On suppose que inf{d(a,b) : a € A, b € B} > 0. Montrer qu’il existe deux
parties ouvertes U,V de X tellesque ACU, BCVetUNV =0.

Exercice 4. Soit A C N. On définit la densité inférieure de A, d(A), par

d(A) = limng A0 2ol

n—00 n

Le but de cet exercice est de montrer que si d(4) > 0 alors >, 4 + = +00.
1. Rappeler la définition du lim inf,,_,, a,, d’une suite bornée de réels (a, )nen-

Pour le reste de 1'exercice on suppose que d(A) > 0.

2. Montrer qu’il existe deux entiers naturels m, N € N tels que

An{L2,... 1
An{L2, . omll 1
n m

pour tout n > N.



3. En déduire que

El

mN 1
> —.
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kEAN{1,2,....mN} k=(m—1)N-+1
Indication : L’ensemble AN {1,2,...,mN} contient au moins N éléments.

4. De méme montrer que pour tout j > 2 on a

mN 2mN jmN
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ke An{1,2,....jmN} k=(m—1)N+1 k=(2m—1)N+1 k=(jm—1)N+1
5. En déduire que
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6. Pour i =1,2,...,m, on pose

j=1 k=(jm—p)N+1

Montrer que S; < S3 < --- < 5,,.

7. Montrer que

Z%:Jroo.

keA

Indication : On peut montrer que si S; < +o0o alors S; < 400 pour tout ¢ = 1,2,...,m et que S; + S +
o Sm = b

Exercice 5. Déterminer les primitives suivantes :

1.
/e +c.os:cdx
er 4 sinx
2.
/sin(\/:E) d.
3.
/e“‘ex +e* ¢ dx.
4.
;1;_%
/ - dx.
1+a3
5. Bonus :

/ Vtanzdz.



